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ഉേപാൽഘാതം

“േവദസ്യ ചക്ഷുഃ കില ശാസ്ത്രേമതൽ
പ്രധാനതാംേഗഷു തേതാസ്യ യുക്താ”

എന്നിങ്ങെന േവദാംഗങ്ങളിൽ സവ്വൎപ്രാധാന്യം അർഹിക്കുന്ന േജ്യാതിശാസ്ത്രത്തി�
െന്റ അപാരതയും ഗഹനതയും സവ്വൎവിദിതമാണെല്ലാ. ആ ശാസ്ത്രത്തിെന്റ രണ്ടു
ഭാഗങ്ങളായ ക്രിയാഭാഗവും ഫലഭാഗവും ആധാരാേധയഭാവം േപാെലയാണു് വർ�
ത്തിക്കുന്നതു്. നക്ഷത്രതിഥി വാരേയാഗകരണങ്ങളായ പഞ്ചാംഗെത്ത പുരസ്കരിച്ചു�
ള്ള സാധാരണഗണിതംെതാട്ടു ഗ്രഹണപര്യന്തമുള്ള എല്ലാ ഗണിതവും ക്രിയാ ഭാ�
ഗത്തിൽ െപട്ടതാകയാൽ അതിെന്റ പ്രാധാന്യം അനുക്തസിദ്ധമാണു്. ഇപ്രകാരം
പ്രാധാന്യവും പ്രാഥമ്യവും അഹൎിക്കുന്ന ഗണിത പദ്ധതിയുെട ദൃഢതയും പ്രൗഢത�
യും നിമ്മൎാണയുക്തിയും യഥാതഥം ആധുനികഗണിതശാസ്ത്രപണ്ഡിതന്മാർക്കൂടി ദൃ�
ഷ്ടിേഗാചരമാക്കിത്തരുന്ന ഒരു പ്രാചീനഗ്രന്ഥരത്നമാണു് ഒരു ലഘുവ്യാഖ്യാനേത്താ�
ടുകൂടി ഞങ്ങളിേപ്പാൾ വിദ്വൽസമക്ഷം അവതരിപ്പിക്കുന്ന ഈ “യുക്തിഭാഷാ”.

യുക്തിഭാഷയിൽ സമ്യക്കായ ജ്ഞാനവും തഴക്കവും പഴക്കവും സിദ്ധിച്ചിട്ടുള്ള
ഗണിതപടുക്കൾ ഇന്ന് അതിവിരളമായിരിക്കുന്നു. ഉത്തമനായ ഒരു ഗുരുവിെന്റ മുഖ�
ത്തുനിന്നു പഠിക്കുവാൻ ഉേദ്ദശിക്കെപ്പട്ടിട്ടുള്ള ഒരു മഹൽഗ്രന്ഥമാണു് “യുക്തിഭാഷാ’
എന്നു പലേപ്പാഴും ഞങ്ങൾക്കു േതാന്നിയിട്ടുണ്ട്. താദൃശനായ ഒരു ഗുരുവിെന്റ അഭാ�
വം നിമിത്തം യുക്തിഭാഷാ കത്തൎ ാവിെന്റ യഥാർത്ഥമേനാഗതി ഏതാണ്ട് ഊഹി�
െച്ചടുക്കുവാൻ മാത്രേമ ഞങ്ങൾക്ക് സാധിച്ചിട്ടുള്ളൂ. ഇന്നെത്ത ഗണിതശാസ്ത്രന്യായ�
ങ്ങെള അനുസരിച്ചു യുക്തിഭാഷെയ വ്യാഖ്യാനിക്കുവാൻ എളുപ്പമാെണന്നു ചിലർക്കു
േതാന്നിേയക്കാെമങ്കിലും അതു് അത്രേത്താളം ക്ഷിപ്രസാദ്ധ്യമാെണന്നു ഞങ്ങൾക്കു
േതാന്നുന്നില്ല. യുക്തിഭാഷയിെല ഭാഷയുെട പഴമയ്ക്കും വിഷയത്തിെന്റ ഗൗരവത്തി�
ന്നും പഴയരീതിയിൽ തെന്ന വ്യാഖ്യാനിക്കുകയായിരിക്കും സമഞ്ജസമായിരിക്കുക
എന്നാണു് ഞങ്ങളുെട അഭിപ്രായം. പ്രാചീനേകരളഗണേകാത്തമന്മാരുെട ചിന്താ�
ഗതിെയ അനുസരിച്ചു തന്നയാണു് ഞങ്ങളുെട വ്യാഖ്യാനത്തിെന്റ ഗതിയും. ഞങ്ങളു�
െട ഈ ശ്രമം പൂർണ്ണമായും സഫലമായി എന്നു ഞങ്ങൾ അഭിമാനിക്കുന്നില്ല. തു�
ടങ്ങിെവച്ചാൽ പൂർത്തിയാക്കുവാേനാ പരിഷ്ക്കരിക്കുവാേനാ പലരുമുണ്ടാകുെമന്നുള്ള
വിശ്വാസത്താൽ മാത്രമാണു് ഞങ്ങൾ ഈ ഉദ്യമത്തിേലക്കു് പ്രേവശിച്ചതു്.
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കെയ്യഴുത്തു പ്രതികളിൽ എഴുത്തുകാരുെട അനവധാനതയാൽ വന്നുകൂടിയ പി�
ഴകളും അവ്യക്തതകളും കഴിയുന്നതും തീർത്തുെകാണ്ടുള്ള ഒരു പാഠമാണു് ഇതിൽ
സ്വീകരിച്ചിട്ടുള്ളതു്. പാഠനിർണ്ണയം െചയ്യുവാൻ തൃപ്പൂണിത്തുറ സംസ്കൃതഗ്രന്ഥശാല�
വക ഒരു കെയ്യഴുത്തുപ്രതി, കൂളിവാരിയംവക ഒരു ഗ്രന്ഥം, േദശമംഗലം മനവക ഒരു
ഗ്രന്ഥം, െകാടുങ്ങല്ലൂർ േകാവിലകം വക ഒരു ഗ്രന്ഥം എന്നിങ്ങെന നാലു ഗ്രന്ഥങ്ങൾ
ഞങ്ങൾക്ക് സഹായകമായിത്തീർന്നിട്ടുണ്ട്.

ഏതദ്  ഗ്രന്ഥത്തിൽ സാമാന്യഗണിതപ്രകരണമായ പൂവ്വൎഭാഗത്തിെല വിഷയ�
ങ്ങെള ഏഴ  ദ്ധ്യായങ്ങളായിട്ടാണു് വിഭജിച്ചിട്ടുള്ളതു്. ‘പരികർമ്മാഷ്ടകം’ മുതൽ ‘ൈത്ര�
രാശികം’ വെരയുള്ള ആദ്യെത്ത നാലദ്ധ്യായങ്ങളിൽെപ്പട്ട ക്രിയകെളല്ലാം സാമാ�
ന്യഗണിതമാഗ്ഗൎത്തിൽ സഞ്ചരിക്കുന്നവർെക്കാെക്കയും സുപരിചിതമായിട്ടുള്ളതാക�
െകാണ്ടും മൂലംെകാണ്ടുതെന്ന വിഷയം മിക്കവാറും സ്പഷ്ടമാകുന്നതുെകാണ്ടും വിശദീ�
കരണം േവണെമന്നു േതാന്നിേയടത്തു മാത്രേമ ടിപ്പണികൾ േചത്തൎ ിട്ടുള്ളു. അഞ്ചാ�
മദ്ധ്യായത്തിൽ “കൂട്ടാകാരക്രിയ”യുെട യുക്തിയാണു് പ്രതിപാദിച്ചിട്ടുള്ളതു്. ഈ യു�
ക്തി മനസ്സിലാക്കുവാൻ കുട്ടാകാര ക്രിയയിൽ നല്ല ഉപസ്ഥിതി ആവശ്യമാണു്. തന്മൂ�
ലം അവിെട ടിപ്പണികൾ േചത്തിട്ടുള്ളതിനു പുറെമ യുക്തിഭാഷാ കത്തൎ ാവിെന്റത�
െന്ന ഒരു ഭാഷാവ്യാഖ്യാനെത്ത അനുസരിെച്ചാരു ലഘുവ്യാഖ്യാനേത്താടും ഉദാഹര�
ണങ്ങേളാടുംകൂടി “തന്ത്രസംഗ്രഹ”ത്തിെല കുട്ടാകാരപ്രകരണെത്ത ഒരനുബന്ധമാ�
യി പുസ്തകത്തിെന്റ ഒടുവിൽ പ്രേത്യകം േചർത്തിട്ടുമുണ്ട്. പരിധിവ്യാസം, ജ്യാപ്രകര�
ണം എന്ന ആറും ഏഴും അദ്ധ്യായങ്ങൾ പ്രൗഢങ്ങളും ഗഹനങ്ങളുമാകയാൽ ആ
ഭാഗങ്ങൾ സവിസ്തരം വ്യാഖ്യാനിച്ചിട്ടുെണ്ടന്നു കാണാവുന്നതാണു്.

പ്രസ്തുത ഗ്രന്ഥത്തിൽ പലതരം സംഖ്യാസൂചനകളുണ്ട്. അവയുെട സുഗമത�
യ്ക്കുേവണ്ടി കടപയാദ്യക്ഷരങ്ങളിൽനിന്നും രൂഢിമൂലകാത്ഥൎ പ്രതിപാദിതഭൂതസംഖ്യ�
കളിൽനിന്നും സംഖ്യകെള കണക്കാക്കുന്ന സമ്പ്രദായത്തിേന്റയും അേതാെടാപ്പം
പാശ്ചാത്യഗണിതശാസ്ത്രപ്രകാരമുള്ള ക്രിയാസൂചകചിഹ്നങ്ങളുേടയും ഒരു സംക്ഷി�
പ്തവിവരണം ഈ പ്രസ്ഥാവനയുെട ചുവട്ടിൽ എഴുതിേച്ചത്തൎ ിട്ടുണ്ടു്.

വിദ്യാഭ്യാസം ഉദ്ദിഷ്ടഫലപ്രാപ്തിയിെലത്തണെമങ്കിൽ മാതൃഭാഷാ വഴിക്കാക�
ണെമന്നുള്ള വിദഗ്ദ്ധാഭിപ്രായെത്ത ഇന്നു മിക്ക ഗവേമ്മൎണ്ടുകളും സ്വീകരിച്ചിട്ടുണ്ട�
െല്ലാ. ഈ കാര്യത്തിൽ േനരിട്ടുെകാണ്ടിരിക്കുന്ന ൈവഷമ്യങ്ങളിെലാന്നു സാേങ്കതി�
കപദങ്ങളുെട ദൗലൎഭ്യമാണു്. എന്നാൽ ഗണിതശാസ്ത്രെത്ത സംബന്ധിച്ചിടേത്താള�
െമങ്കിലും ൈകരളിയിൽ ഈ ക്ഷാമം തീർക്കുവാൻ യുക്തിഭാഷയിെല സാേങ്കതിക
പദങ്ങൾ തുേലാം പര്യാപ്തങ്ങളും സാവ്വ ൎത്രികമായ പ്രാചാരം അഹൎിക്കുന്നവയുമാ�
െണന്നാണു് ഞങ്ങൾക്കു േതാന്നുന്നതു്. ഇംഗ്ലീഷ് തജ്ജൎ മേയാടുകൂടി അകാരാദിക്രമ�
ത്തിൽ േചർത്തിട്ടുള്ള സാേങ്കതികപദങ്ങളുെട ഒരു പട്ടികയും ഇന്നു് ഇംഗ്ലീഷുഗണി�
തപാഠപുസ്തകങ്ങളിൽ കാണുന്ന സാേങ്കതികപദങ്ങൾക്കു ശരിയായ മലയാളപദ�
ങ്ങളുെട ഒരു പട്ടികയും ഈ ഗ്രന്ഥാവസാനത്തിൽ െകാടുത്തിട്ടുള്ളതു് ഒരു പേക്ഷ
പാഠശാലകളിേലയ്ക്കു േവണ്ടതായ ഗണിതശാസ്ത്രപാഠപുസ്തകങ്ങൾ തയ്യാറാക്കുന്ന�
വർെക്കങ്കിലും മാഗ്ഗൎദർശകമായിത്തീന്നുൎകണ്ടാൽെക്കാള്ളാെമന്ന ആഗ്രഹത്താൽ
മാത്രമാണു്.



േജ്യഷ്ഠേദവൻ: യുക്തിഭാഷാ vii

കുട്ടാകാരക്രിയാസമ്പ്രദായം പാശ്ചാത്യഗണിതക്കാർക്കും പരിചയെപ്പടണെമ�
ന്ന ഉേദ്ദശേത്താെട അതിെനപ്പറ്റി ഇംഗ്ലീഷിൽ ഒരു ഉപന്യാസവും ഇതിൽ േചർത്തി�
ട്ടുണ്ട്.

പരിേലഖങ്ങളിെല മുകൾഭാഗം സാമാേന്യന കിഴെക്കന്നു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.
ഇനി, ഈ സദുദ്യമത്തിൽ ഞങ്ങെള പല വിധത്തിലും സഹായിച്ച മാന്യവ്യ�

ക്തികെളക്കുറിച്ചുകൂടി രണ്ടുവാക്കു പറേയണ്ടതായിട്ടുണ്ട്. അവരിൽ പേരതനായ
സംസ്കൃതപണ്ഡിതർ ശ്രീമാൻ േകാണത്തു കൃഷ്ണവാരിയരുെട സ്വരൂപമാണു് ഞങ്ങ�
ളുെട സ്മൃതിപഥത്തിൽ ആദ്യമായി ഉദിക്കുന്നതു്. യുക്തിഭാഷാപഠനത്തിൽ ഞങ്ങളു�
െട സഹപ്രവർത്തകനായിരുന്ന അേദ്ദഹത്തിെന്റ പാണ്ഡിത്യവും തീക്ഷ്ണബുദ്ധിയും
ഞങ്ങൾക്ക് എത്രമാത്രം സഹായകമായിത്തീർന്നിട്ടുെണ്ടന്നു പറഞ്ഞറിയിക്കാവ�
തല്ല. അേദ്ദഹത്തിെന്റ ആത്മാവിനു നിത്യശാന്തി ഭവിക്കെട്ട എന്നു പ്രാർത്ഥിക്കുക�
യല്ലാെത കരണീയാന്തരമില്ലെല്ലാ. അടുത്തു്, എടുത്തുപറയത്തക്ക പ്രമുഖവ്യക്തിക�
ളിൽ പ്രഥമസ്ഥാനം വഹിക്കുന്നതു് ഇേപ്പാൾ വടക്കാേഞ്ചരി ൈഹസ്കൂൾ അദ്ധ്യാപ�
കനായിരിക്കുന്ന ശ്രീമാൻ ടി. വി. േവദമൂർത്തിഅയ്യർ ബി. എ. അവർകളാണു്. കെയ്യ�
ഴുത്തു പകർപ്പുകൾ പരിേശാധിക്കുക, ഉദാഹരിച്ചിരിക്കുന്ന ക്രിയകൾ വീണ്ടുംെചയ്ത്
ഉറപ്പിക്കുക, പരിേലഖനങ്ങളുെട അറ്റകുറ്റങ്ങൾ തീർത്ത് അവെയ വരച്ചുണ്ടാക്കുക,
സാേങ്കതികപദങ്ങൾ മുതലായവയുെട പട്ടിക തയ്യാറാക്കുക എന്നിങ്ങെന സർ�
വ്വവിധത്തിലും ഞങ്ങെള സഹായിച്ച ശ്രീമാൻ േവദമൂർത്തിഅയ്യർ അവർകേളാട്
അേദ്ദഹത്തിെന്റ സഹായസഹകരണങ്ങൾക്കു ഞങ്ങൾ എന്നും കടെപ്പട്ടവരാണു്.
അതുേപാെലതെന്ന “പ്രൂഫ്” േനാക്കുക എന്ന ആ ഭാരിച്ച കൃത്യം മുഴുവനും ഹൃദയ�
പൂർവ്വം നടത്തിത്തന്ന ചാലക്കുടി സർക്കാർ പ്രാഥമികസ്കൂൾ െഹഡ്  മാസ്റ്റർ ടി. െക.
രങ്കയ്യർ അവർകേളാടും ഞങ്ങൾക്കുള്ള ആധമർണ്ണ്യം തീർത്താൽ തീരാത്തതാണു്.
കെയ്യഴുത്തു പകർപ്പു് സനിഷ്ക്കർഷം പരിേശാധിക്കുകയും േവണ്ടത്തക്ക നിർേദ്ദശ�
ങ്ങൾ നല്കുകയും െചയ്ത പണ്ഡിതർ ശ്രീമാൻ കൂെനഴുത്തു പരേമശ്വരേമേനാൻ അവർ�
കളും വ്യാഖ്യാനത്തിെല ചില വിഷമഘട്ടങ്ങെള സുഗമമാക്കിത്തീർത്തുതന്ന ശ്രീമാൻ
പി. െക. േകാരു എം. എ. എൽ. ടി. അവർകളും ഞങ്ങളുെട സവിേശഷകൃതജ്ഞത�
യ്ക്കു പാത്രീഭവിച്ചിട്ടുള്ള മററു രണ്ടു മാന്യവ്യക്തികളാകുന്നു. ആരുെട നിരന്തരമായ
നിർബ്ബന്ധവും േപ്രാത്സാഹനവും േഹതുവായിട്ടാേണാ ഈ ഗ്രന്ഥം എവംവിധം വ്യാ�
ഖ്യാനസഹിതം രംഗപ്രേവശം െചയ്തത് ആ ശാസ്ത്രകുതുകിയും മഹാമതിയുമായ ബ്ര�
ഹ്മശ്രീ എ. െക. ടി. െക. എം. വാസുേദവൻ നമ്പൂതിരിപ്പാടവർകേളാടും ഞങ്ങളുെട
ആവശ്യപ്രകാരമാെണങ്കിലും യാെതാരു ൈവമനസ്യവും കൂടാെത ഈ ഗ്രന്ഥത്തി�
നു സമുചിതമായ ഒരവതാരിക എഴുതിത്തന്ന, സംസ്കൃതചിത്തനായ പണ്ഡിതർ
ശ്രീമാൻ ശ്രീധരേമേനാൻ (ചാലക്കുടി ൈഹസ്കൂൾ സീനിയർ മലയാളം പണ്ഡിതർ)
അവർകേളാടും ഇത്രയും ഭംഗിയിൽ ഇതിെന്റ അച്ചടിേവല മുഴുവനും നടത്തിത്ത�
ന്ന മംഗേളാദയം പ്രസ്സ് ഭാരവാഹികേളാടും, പ്രേത്യകിച്ചു് പ്രസ്സ് മാേനജർ ശ്രീമാൻ
പി. വി. നാരായണയ്യർ ബി. എ. അവർകേളാടും ഞങ്ങൾക്കുള്ള നിസ്സീമമായ നന്ദി�
േയയുംകൂടി ഇവിെട േരഖെപ്പടുത്തിെക്കാണ്ടു ഞങ്ങൾ ഈ പ്രസ്താവനെയ അവസാ�
നിപ്പിച്ചുെകാള്ളുന്നു.
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പട്ടിക 1: ചിഹ്നങ്ങളും അവയുെട അർത്ഥങ്ങളും

ചിഹ്നം ഉദാഹരണം വിവരണം

+ ഗ + മ ‘ഗ ’ എന്ന സംഖ്യേയാടു ‘മ ’ എന്ന
സംഖ്യ കൂട്ടുക

− ഗ − മ ‘ഗ ’ എന്ന സംഖ്യയിൽനിന്നു
‘മ ’ എന്ന സംഖ്യെയ വാങ്ങുക

×; . ഗ × മ ; ഗ · മ ‘ഗ ’ എന്ന സംഖ്യെയ ‘മ ’ എന്ന
സംഖ്യെകാണ്ടു ഗുണിക്കുക

÷ ഗ ÷ മ ; ഗമ ‘ഗ ’ എന്ന സംഖ്യെയ ‘മ ’ എന്ന
സംഖ്യെകാണ്ടു ഹരിക്കുക
ഗ
മ . ‘ഗ’ അംശവും ‘മ’ േഛദവും
ആയിരിക്കുന്ന ഒരു ഭിന്നസംഖ്യ

പ്രമാണഫലം
പ്രമാണം പ്രമാണത്തിെന്റ എത്ര ആവർത്തി

പ്രമാണഫലെമന്നു്
: : ; = ഗ : : മ ;ഗ = മ സമം; തുല്യം. : : ഈ അടയാളം

ൈത്രരാശികത്തിൽ മാത്രേമ
ഉപേയാഗിക്കാറുള്ളു

ഗ : മ : : ന : ട
}

ഗ
മ = ന

ടഗ : മ = ന : ട
± ഗ ± മ ‘ഗ ’; ‘മ ’ എന്ന സംഖ്യകളുെട

േയാഗെമാ അന്തരെമാ

∫ ഗ ∫ മ ‘ഗ ’, ‘മ ’ എന്നീ സംഖ്യകളുെട അന്തരം
ഗ 2, ഗ 3, ഗ 4,
ഗ 5 ഇത്യാദി

‘ഗ ’ എന്ന സംഖ്യയുെട ക്രേമണ
വർഗ്ഗം, ഘനം, സമചതുർഘാതം,
സമപഞ്ചഘാതം എന്നു്√ √

ഗ ‘ഗ ’ എന്ന സംഖ്യയുെട വർഗ്ഗമൂലം
∠ ∠ഗ 1×2×3×4 . . . ×ഗ .

ഒന്നു തുടങ്ങി ‘ഗ ’ എന്ന സംഖ്യ-
വെരയുള്ള സംഖ്യകളുെട ഘാതം

∴ അതുെകാണ്ടു്
−◦, −′, −′′, −”′ ഗ ◦—മ ′—

ത ′′—പ”′
തിയ്യതി, ഇലി, വിലി, തല്പര

(തുടരും . . . )
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പട്ടിക 1: ചിഹ്നങ്ങളും അവയുെട അർത്ഥങ്ങളും

ചിഹ്നം ഉദാഹരണം വിവരണം

( ).; { }
[ ]

ഗ + [ച + {ത−
(സ −പ )}]

ക്രിയ െചയ്യുേമ്പാൾ അതാതു
ആവമണ ചിഹ്നത്തിനകത്തുള്ള
ക്രിയകൾ ആദ്യം െചയ്യണം

കുറുപ്പുകൾ
കടപയാദി: കവഗ്ഗൎം, ടവഗ്ഗൎം, പവഗ്ഗൎം ഇവ ഓേരാന്നിലും അയ്യഞ്ച് അക്ഷരങ്ങൾ

ക്രേമണ ഒന്നു്, രണ്ടു്, മൂന്നു്, നാലു്, അഞ്ചു് എന്ന സംഖ്യകെള സൂചിപ്പിക്കുന്നു.
ചവഗ്ഗൎം, തവഗ്ഗൎം ഇവ ഓേരാന്നിലും ആദ്യെത്ത നാലക്ഷരങ്ങൾ ക്രേമണ ആറു്,
ഏഴു്, എട്ടു്, ഒമ്പതു് എന്ന സംഖ്യകെള സൂചിപ്പിക്കുന്നു. കൂട്ടക്ഷരങ്ങളിൽ ഞ, ന
എന്നീ രണ്ടക്ഷരങ്ങളും അച്ചുകളും (സ്വരാക്ഷരങ്ങളും) ശൂന്യങ്ങളാകുന്നു. യ, ര,
ല, വ, ശ, ഷ, സ, ഹ, ള, ഇവ ക്രേമണ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 എന്നീ സംഖ്യക�
െള സൂചിപ്പിക്കുന്നു. കൂട്ടക്ഷരങ്ങളിൽ ഒടുക്കെത്ത അക്ഷരംെകാണ്ടു മാത്രമാണു് 
സംഖ്യെയ നിണ്ണൎയിക്കുന്നതു്.

ഭൂതസംഖ്യകൾ: നാലു േവദങ്ങൾ, ദ്വാദശാദിത്യന്മാർ, ഏകാദശരുദ്രന്മാർ, നയന�
ദ്വയം, പഞ്ചബാണൻ, മൂന്നഗ്നികൾ ഇത്യാദികെളല്ലാം പ്രസിദ്ധങ്ങളാണെല്ലാ.
അതുെകാണ്ടു േവദങ്ങൾ എന്നു പറഞ്ഞാൽ നാെലന്നും, ആദിത്യന്മാർ എന്നു
പറഞ്ഞാൽ പന്ത്രെണ്ടന്നും ഇത്യാദിരീത്യാ ഭൂതങ്ങളിൽനിന്നും സംഖ്യകെള
കല്പിേക്കണ്ടും പ്രകാരം.

പട്ടിക 2: പട്ടിക

60 തല്പര (60”′) = ഒരു വിലി
60 വിലി (60′′) = ഒരു ഇലി
60 ഇലി (60′) = ഒരു തിയതി
30 തിയതി (30

◦) = ഒരു രാശി
12 രാശി = ഒരു ഭഗണം

60 ഗുവ്വ ൎക്ഷരം = ഒരു വിനാഴിക
60 വിനാഴിക = ഒരു നാഴിക
60 നാഴിക = ഒരു ദിവസം



x



അവതാരിക

“യുക്തിഭാഷാ” എന്ന ഈ പ്രാചീനഗണിതഗ്രന്ഥം, ഏവം വിധം സമഞ്ജസമായ
ഒരു ഭാഷാവ്യാഖ്യാനേത്താടുകൂടി രംഗപ്രേവശം െചയ്യുന്നതു് ഇദംപ്രഥമമായിട്ടാെണ�
ന്നു േതാന്നുന്നു. അേമയമായ േജ്യാതിശ്ശാസ്ത്രസൗധത്തിെന്റ അസ്തിവാരമായ ക്രിയാ�
പദ്ധതിയുെട എല്ലാ ഭാഗവും അേങ്ങ അറ്റേത്താളം സസൂക്ഷ്മം സനിഷ്ക്കർഷം പരി�
േശാധിച്ചു് അതിെന്റ നിർമ്മാണ കൗശലയുക്തിയും അതിൽക്കൂടി സുഗമമാംവിധം
സഞ്ചരിക്കുവാനുള്ള മാർഗ്ഗനിർേദ്ദശവും നൽകുന്ന പ്രസ്തുതഗ്രന്ഥം ഒരു ഭാഷാഗ്രന്ഥ�
മാകയാൽ ൈകരളിക്കും ഒരു േകരളീയനാൽ വിരചിതമായിട്ടുള്ളതാകയാൽ േക�
രളീയർേക്കവർക്കും അഭിമാനെത്ത വളർത്തിെക്കാണ്ടു് ഭാഷാഭണ്ഡാഗാരത്തിെന്റ
ഒെരാഴിഞ്ഞ മൂലയിലാണു് വർത്തിക്കുന്നതു്. തന്മൂലം ഈ അമൂല്യരത്നം അധികമാ�
രുേടയും ദൃഷ്ടിയിൽെപ്പട്ടിട്ടുണ്ടാവില്ല. അങ്ങിെനയായാൽേപ്പാെരന്നു തീരുമാനിച്ച
ഇതിെന്റ പ്രസാധകന്മാരുെട സദ്  വ്യവസായം എത്രയും അഭിനന്ദനീയമായിരിക്കു�
ന്നു.

ഭാരതത്തിെല ഇതരേദശങ്ങെള അേപക്ഷിച്ചു േകരളത്തിനുള്ള പ്രേത്യകത
േജ്യാതിശ്ശാസ്ത്രവിഷയത്തിലും കാണെപ്പടുന്നുണ്ട്. പഞ്ച സിദ്ധാന്തങ്ങളിൽ സൂയ്യൎസി�
ദ്ധാന്തെത്ത സർവ്വപ്രധാനമായി ഇതര േദശീയർ സ്വീകരിച്ചിരിേക്ക േകരളീയർ മാ�
ത്രം ആദ്യം മുതൽേക്ക ബ്രഹ്മസിദ്ധാന്തെത്ത അനുസരിച്ചു വരുന്നതുതെന്ന ഇതിനു
മതിയായ ലക്ഷ്യമാകുന്നു. കല്യബ്ദം 3785-ൽ (എ. ഡി. 684-ൽ) ആണേല്ലാ പരഹി�
തഗണിതപദ്ധതി ആദ്യമായി നടപ്പിൽ വന്നതു്. അതിനുമുമ്പ് േഗാളഗണിതപാരദൃ�
ശ്വാവായ ആയ്യൎഭടാചായ്യൎരുെട ആയ്യൎഭടീയ ഗ്രന്ഥമായിരുന്നു ഇവിെട ഗണിതമനീ�
ഷികൾക്കാലംബം. ഈ ആയ്യൎഭടൻ ഒരു േകരളീയനാെണന്നും ആയ്യൎഭടൻ എന്നാ�
യിരുന്നില്ല അേദ്ദഹത്തിെന്റ സാക്ഷാൽ നാമേധയെമന്നും സാധാരണക്കാർക്കു് ദുർ�
ഗ്ഗമമായ ആയ്യൎാവൃത്തത്തിൽ ആയ്യൎഭടീയം ഗ്രന്ഥം മുഴുവനും എഴുതിയതിനാൽ ലഭിച്ച
ഒരു ബിരുദനാമം മാത്രമാണു് അെതന്നും പല അഭിജ്ഞന്മാരും അഭിപ്രായെപ്പട്ടിട്ടു�
ണ്ട്. ഈ അഭിപ്രായത്തിനു് ഉേപാൽബലകമായി െതളിവുകളുമുണ്ട്. ആയ്യൎഭടീയത്തി�
െന്റ ഗണിതപാദത്തിേലയും ഗീതികാപാദത്തിേലയും പ്രാരംഭേശ്ലാകങ്ങൾ ആസ്പദ�
മാക്കി േനാക്കുേമ്പാൾ ആയ്യൎഭടീയം ബ്രഹ്മസിദ്ധാന്തെത്ത അടിസ്ഥാനെപ്പടുത്തിയാ�
ണു് എഴുതിയിട്ടുള്ളെതന്നു കാണാവുന്നതാണു്. ആയ്യൎഭടീയത്തിെന്റ വ്യാഖ്യാതാക്ക�
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ന്മാെരല്ലാവരും േകരളീയരാകുന്നു. മാത്രമല്ല, ആയ്യൎഭടീയഭാഷ്യകാരനായ േകളല്ലൂർ
നീലകണ്ഠേസാമയാജിപ്പാടു്, ആയ്യൎഭടെന്റ ജന്മേദശെത്തപ്പറ്റി “അശ്മകജനപദജാ�
തഃ” എന്നു േരഖെപ്പടുത്തീട്ടുള്ളതും ശ്രേദ്ധയമാകുന്നു. അശ്മകപദത്തിനു് ആപ്റ്റിയുെട
സംസ്കൃതനിഘണ്ഡു (Apte’s Sanskrit Dictionary)വിൽ പ്രാചീനതിരുവിതാംകൂർ
എന്നാണു് അർത്ഥം െകാടുത്തിട്ടുള്ളതു്. ഇപ്രകാരം ഒരു േകരളീയനാെണന്നു് അനു�
മാനിക്കുവാൻ ഇടംനൽകുന്ന ഈ മഹാനുഭാവൻ എ. ഡി. 476-ൽ ജനിച്ചതായും
എ. ഡി. 499-ൽ ഗ്രന്ഥകാരനു േകവലം 23 വയസ്സുമാത്രം പ്രായമായിരുന്ന കാല�
ത്തു ആയ്യൎഭടീയനർമ്മിതി നടന്നതായും അസന്ദിഗ്ദ്ധമാംവിധം െതളിഞ്ഞിരിക്കുന്നു.
“ഷഷ്ട്യബ്ദാനാം ഷഷ്ടിർയദാ വ്യതീതാസ്ത്രയശ്ച യൂഗ പാദാഃ ത്ര്യധികാ വിംശതിരബ്ദാ�
സ്തേദഹ മമ ജന്മേനാതീതാഃ” എന്നു ഗ്രന്ഥകാരൻതെന്ന കാലക്രിയാപാദത്തിൽ
തെന്റ കാലെത്ത സൂചിപ്പിച്ചിട്ടുള്ളതു േനാക്കുക.

ആയ്യൎഭടീയസിദ്ധാന്തത്തിൽത്തെന്നയും കാലാനുേരാേധന ന്യൂനതകൾ കണ്ടു
തുടങ്ങിയതിനാലാണു് മുൻ പ്രസ്താവിച്ചേപാെല എ. ഡി. 684-ൽ ഏതാണ്ടു് ഒരു രണ്ടു
നൂറ്റാണ്ടു കഴിഞ്ഞേപ്പാൾ പരഹിതഗണിതം നടപ്പാവാനിടയായതു്. പരഹിതപദ്ധ�
തിയുെട നിർമ്മാതാവ് ആരാെണന്നു തീർത്തുപറയുവാൻ സാധിക്കുന്നിെല്ലങ്കിലും
ആ മഹാനും ഒരു േകരളീയനായിരിക്കണം എന്നൂഹിക്കുവാൻ അതിനു് ഇന്നും
േകരളത്തിൽ മാത്രമുള്ള പ്രചാരംതെന്ന മതിയായ കാരണമാകുന്നു. കൃത്യമായി
കാലനിർണ്ണയം െചയ്യുവാൻ തക്ക േരഖകൾ ഇെല്ലങ്കിലും േജ്യാതിശ്ശാസ്ത്രപാരാവാ�
രപാരംഗതന്മാരായ പല പണ്ഡിതവേരണ്യന്മാരും േകരളെത്ത അധിവസിച്ചിട്ടു�
െണ്ടന്നുള്ളതിനു് അവരുെട ചില കൃതികളും അവെരസ്സംബന്ധിച്ചുള്ള പല ഐതി�
ഹ്യങ്ങളും സാക്ഷ്യങ്ങളായി നില്ക്കുന്നുണ്ട്. “പറച്ചിെപറ്റ പന്തിരുകുല”ത്തിെന്റ പിതാ�
െവന്നു പ്രസിദ്ധനായ, വാക്യകാരൻ എന്ന േപരിൽ അറിയെപ്പടുന്ന, വരരുചിയും
പാഴൂർ പടിപ്പുരയുെട മാഹാത്മ്യത്തിനു േഹതുഭൂതനായിത്തീർന്ന തലക്കുളത്തു ഭട്ട�
തിരിയും ‘ജീേവ പരസ്പരന്യായ’ത്തിെന്റ മൂലകത്തൎ ാവായ സങ്ഗമഗ്രാമ മാധവനും
മഹിഷമംഗലം നമ്പൂതിരി, തൃക്കണ്ടിയൂർ അച്ചുതപ്പിഷാരടി തുടങ്ങിയുള്ളവരും മറ്റും
േജ്യാതിശ്ശാസ്ത്രപഥചാരികളുെട ഭക്ത്യാദരബഹുമാനങ്ങൾക്കു പാത്രങ്ങളായി യശശ്ശ�
രീരികളായി േകരളം ഉള്ള കാലേത്താളം ജീവിച്ചിരിക്കുന്നവരാകുന്നു.

അന്നെത്ത ഏറ്റവും പരിഷ്കരിച്ച ഗണിതപദ്ധതിയായിരുന്ന പ്രസ്തുത പരിഹി�
തത്തിലും കാലാന്തരത്തിൽ സ്ഖലിതങ്ങൾ കണ്ടുതുടങ്ങി. തൽഫലമായി ദൃഗ്ഗണിതം
എന്ന നൂതനപദ്ധതി നടപ്പിൽ വന്നു. ഏകേദശം ഒരഞ്ഞൂറുെകാല്ലം കൂടുേമ്പാൾ
ഗണിതപദ്ധതിയിൽ മാറ്റങ്ങൾ വരുേത്തണ്ടി വരുെമന്നു് ആചായ്യൎന്മാർ തെന്ന പ്ര�
വചിച്ചിട്ടുണ്ട്. ദൃഗ്ഗണിതം നടപ്പിൽ വന്നതു് “ശാേക ത്രീഷു വിശ്വമിേത കൃതം” എന്ന
വാക്യം അനുസരിച്ച് ശകാബ്ദം 1353-നു് എ. ഡി. 1430-ൽ ആെണന്നു സിദ്ധമാകു�
ന്നു. എ. ഡി. 684-ൽ നടപ്പിൽ വന്ന പരഹിതത്തിൽ ശാസ്ത്രദൃഷ്ട്യാ പിഴകൾ കണ്ടു
തുടങ്ങീട്ടും പിേന്നയും ഒന്നു രണ്ടു നൂറ്റാണ്ടുകൂടി കഴിഞ്ഞതിനു േശഷമാണു് ദൃഗ്ഗണിതം
നടപ്പിൽ വന്നെതന്നു് ഇതിൽനിന്നും വ്യക്തമാകുന്നുണ്ടേല്ലാ. ദൃഗ്ഗണിതകത്തൎ ാവായ
വടേശ്ശരി പരേമശ്വരൻനമ്പൂതിരി—പരേമശ്വരാചായ്യൎർ—ആലത്തൂർ ഗ്രാമക്കാരനും
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ഭാസ്കരാചായ്യൎകൃതമായ ലീലാവതിക്കും മറ്റു പല ജ്യൗതിഷികഗ്രന്ഥങ്ങൾക്കും വ്യാ�
ഖ്യാനങ്ങൾ എഴുതീട്ടുള്ള ആളുമാകുന്നു. ഇേദ്ദഹം 55 െകാല്ലക്കാലം നിളാനദിയുെട
(ഭാരതപ്പുഴയുെട) തീരത്തു കിടന്നുെകാണ്ടു നക്ഷത്രനിരീക്ഷണം നടത്തിയതിെന്റ
ഫലമായിട്ടാണു് ദൃഗ്ഗണിതം ഉണ്ടായെതന്നു വിശ്വാസേയാഗ്യമായ ഒൈരതിഹ്യം
ഇന്നും പ്രചാരത്തിലുണ്ട്. പ്രസ്തുത ദൃഗ്ഗണിതകത്തൎ ാവു മാത്രമല്ല അന്നു ഗണിത�
പദ്ധതിയിൽ െതറ്റുകളുെണ്ടന്നും അവെയ യഥാകാലം തിരുേത്തണ്ടതാെണന്നും
ഉൽേഘാഷിച്ചിട്ടുള്ളതു്. പരേമശ്വരാചായ്യൎരുെട അടുത്തു മുമ്പു ജീവിച്ചിരുന്നവെരന്ന്
മിക്കവാറും ഗണിക്കെപ്പട്ടിട്ടുള്ള രണ്ടു വിദ്വച്ഛിേരാമണികളുെട േപരുകൾ ഇവിെട
പ്രേത്യകം പ്രസ്താവേയാഗ്യമാകുന്നു. “നൂതനഗൃഹ േസാമസുതാ രചിതായാഃ കരണ�
പദ്ധേതർവിദുഷാ” എന്നിങ്ങെന ‘കരണപദ്ധതി’യുെട പ്രേണതാെവന്നു പ്രസിദ്ധ�
നായ പുതുമനേച്ചാമാതിരിപ്പാടും ‘ജീേവ, പരസ്പരന്യായ’ത്തിെന്റ ജനയിതാെവന്നു
മുൻ സൂചിപ്പിച്ച സങ്ഗമഗ്രാമമാധവനും ആകുന്നു ആ രണ്ടു മാന്യവ്യക്തികൾ. കര�
ണപദ്ധതിയുെട കത്തൎ ാവ് ഗ്രഹണസംബന്ധിയായ പ്രതിപാദനത്തിൽ സ്ഫുടങ്ങെള
ദൃക്കുെകാണ്ട് (നിരീക്ഷണംെകാണ്ട്) ശരിെപ്പടുത്തുവാനുള്ള മാർഗ്ഗങ്ങെള നിർേദ്ദ�
ശിച്ചിരിക്കുന്നതും േവണ്വാേരാഹാദി മഹൽഗ്രന്ഥങ്ങളുെട കർത്താവായ മാധവൻ
പരഹിതസ്ഫുടങ്ങെള നിരീക്ഷണഫലങ്ങളുമായി ഒത്തു േനാക്കുന്നതും അന്നു നടപ്പി�
ലിരുന്ന ഗണിതപദ്ധതിയിൽ പ്രത്യക്ഷമായിരുന്ന സ്ഖാലിത്യങ്ങെള പുരസ്കരിച്ചായി�
രുന്നുെവന്നു വിശിഷ്യ പറേയണ്ടതായിട്ടില്ലേല്ലാ. ഈ മാധവൻ അപരിമിതേശ്രണി�
കൾ മുേഖന പരിധിമാനെത്ത സൂക്ഷ്മെപ്പടുത്തി ആദ്യെത്ത േകരളീയേനാ അഥവാ
ആദ്യെത്ത ഭാരതീയേനാ ആെണന്നും ഈ ഗണിതവിദ്യാസൂത്രം പാശ്ചാത്യർ കണ്ടു�
പിടിച്ചതായി അഭിമാനിക്കുന്നതു് ഒന്നു രണ്ടു നൂറ്റാണ്ടിനു േശഷം മാത്രമാെണന്നും
കൂടി ഇവിെട അഭിമാനപൂവ്വ ൎം േരഖെപ്പടുത്തിെക്കാള്ളെട്ട.

പ്രസ്തുത പരേമശ്വരാചായ്യൎരുെട ദൃഗ്ഗണിതപദ്ധതി നടപ്പിൽവരുന്നുെവങ്കിലും
അതിനു േകരളെമാട്ടുക്കും സവ്വൎസമ്മതമായ ആനുകൂല്യം ലഭിച്ചിരുന്നിെല്ലന്ന് ഊഹി�
ക്കുവാൻ അവകാശമുണ്ട്. ആലത്തൂർ ഗ്രാമക്കാെരാഴിെക േശഷം ഗ്രാമക്കാർ ഒരു
സിദ്ധാന്തം എന്നേപാെല ഇന്നും മുഹൂത്തൎ ാദികൾക്ക് ആ പഴയ പരഹിതസിദ്ധാ�
ന്തെത്തത്തെന്ന മുറുെക പിടിച്ചു വരുന്നുണ്ടേല്ലാ. ആ സ്ഥിതിക്ക് അന്നെത്ത കഥ
എന്തായിരുന്നിരിക്കാം! ഇതരഗ്രാമക്കാരുെട മാമൂൽപ്രിയത്വേമാ അജ്ഞതേയാ
എന്താണു് ഇതിനു േഹതുെവന്നു മനസ്സിലാവുന്നില്ല. എ. ഡി. 1430-ൽ നടപ്പിൽ
വന്ന ഇന്നെത്ത ദൃഗ്ഗണിതത്തിൽത്തെന്ന സ്ഫുടങ്ങളിൽ ന്യൂനതകൾ കാണുന്നുെണ്ട�
ന്നും കാലാനുസൃതം ഈ പദ്ധതിയും പരിഷ്കരിേക്കണ്ട കാലം അതിക്രമിച്ചുെവന്നും
േകരളത്തിെല േജ്യാതിശ്ശാസ്ത്രവിശാരദന്മാർ ഐകകേണ്ഠന അഭിപ്രായെപ്പടുക�
യും പരിഷ്കരണാർത്ഥം കഴിയുംവിധം പരിശ്രമിക്കയും െചയ്തുവരുന്ന ഇക്കാലത്തു്,
എ. ഡി. 684-ൽ നടപ്പിൽ വന്ന ആ പഴഞ്ചൻ പരഹിത പദ്ധതി സ്വീകായ്യൎമാെണ�
ന്നു കരുതി പിഴച്ച മുഹൂർത്തങ്ങളിൽ മികച്ച കർമ്മങ്ങൾ അനുഷ്ഠിച്ചു േപാരുന്നവരുെട
മനസ്ഥിതിെയക്കുറിെച്ചന്തു പറേയണ്ടു! പഞ്ചാംഗപുസ്തകങ്ങളിൽ പരഹിതത്തിലും
ദൃക്കിലും െവേവ്വെറ ഗ്രഹസ്ഫുടങ്ങളും പകർച്ചകളും മറ്റും കാണിക്കുന്നതിലും ഗണി�
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തപാഠവിദ്യാർത്ഥികെള െവറുെത രണ്ടു വഴിക്കും നടത്തി ബുദ്ധിമുട്ടിപ്പിക്കുന്നതിലും
എത്രേത്താളം ഔചിത്യമുെണ്ടന്നുള്ള സംഗതിയും സവിേശഷം ചിന്തനീയമാകുന്നു.

ആചായ്യൎരുെട പ്രസ്തുത ദൃഗ്ഗണിതഗ്രന്ഥം നാളിതുവെര കണ്ടുകിട്ടിയിട്ടിെല്ലന്നുള്ള�
തു േവദനാജനകമായിരിക്കുന്നു. പേക്ഷ, അതിെന്റ ഒരു പരിഷ്ക്കരിച്ച പതിപ്പു് നമുക്കു
കിട്ടിയിട്ടുണ്ട്. അതാണു് “തന്ത്ര സംഗ്രഹം” എന്ന േപരിൽ സുപ്രസിദ്ധമായ ഗ്രന്ഥം.
തന്ത്രസംഗ്രഹകത്തൎ ാവു്, ദൃഗ്ഗണിതകത്തൎ ാവിെന്റ ഒരു മകനായ ദാേമാദരൻ നമ്പൂതി�
രിയുെട ശിഷ്യനും ആയ്യൎഭടീയ ഭാഷ്യകത്തൎ ാെവന്നു വിഖ്യാതനുമായ േകളല്ലൂർ നീല�
കണ്ഠേസാമയാജിപ്പാടുതെന്നയാകുന്നു. ഇതിെന്റ നിർമ്മിതി “േഹ വിേഷ്ണാ നിഹിതം
കൃത്സ്നം” എന്ന കലിയനുസരിച്ചു്. എ. ഡി. 1500-ാമാണ്ടിനടുത്താെണന്നു കാണുന്നു.
ഈ തന്ത്രസംഗ്രഹമാണു് “യുക്തിഭാഷ” എന്ന പ്രകൃതഗ്രന്ഥത്തിെന്റ ആധാരം.
തന്ത്രസംഗ്രഹത്തിൽ പ്രതിപാദിച്ചിട്ടുള്ള വിഷയങ്ങളുേടയും ക്രിയകളുേടയും തത്തൽ�
ക്രമത്തിലുള്ള യുക്തികൾ നമുക്കു യുക്തിഭാഷയിൽ കാണാം. േഗാളഗണിതത്തിനും
അതിനുപയുക്തമായ സാമാന്യഗണിതത്തിന്നും അവശ്യം ആവശ്യമായ എല്ലാ ഭാ�
ഗങ്ങളുേടയും യുക്തികെള സവിസ്തരം ഉപപാദിക്കുക എന്നതു യുക്തിഭാഷയുെട ഒരു
പ്രേത്യകതയായ് കണക്കാക്കാം. “േയ േഗാളപഥസ്ഥാസ്സ്യുഃ” എന്ന കലിദിനത്തിൽ
(എ. ഡി. 1639-ൽ) യുക്തിഭാഷ എഴുതി അവസാനിപ്പിച്ചതായി കാണുന്നു. “അേല�
ഖി യുക്തിഭാഷാ വിേപ്രണ ബ്രഹ്മദത്തസംേജ്ഞന”—ഇത്യാദി േശ്ലാകംെകാണ്ടു
യുക്തിഭാഷാകത്തൎ ാവ് ‘ബ്രഹ്മദത്തൻ’ എെന്നാരു ബ്രാഹ്മണനാെണന്നു െതളിയുന്നു�
ണ്ട്. ഈ ബ്രാഹ്മണസത്തമൻ—ബ്രഹ്മദത്തൻനമ്പൂതിരി—ഏതു നാട്ടുകാരനാെണ�
േന്നാ ഏതു് ഇല്ലക്കാരനാെണേന്നാ സൂക്ഷ്മേത്താളം അറിയുവാൻ സാധിച്ചിട്ടില്ല.
എന്നു വരികിലും, ആലത്തൂർ ഗ്രാമത്തിൽെപ്പട്ട “പറേങ്ങാട്” എന്ന ഇല്ലെത്ത ഒരംഗ�
മാണു് ഇേദ്ദഹെമന്നു തൽഗ്രാമവാസികൾ ഇന്നും പരമ്പരയാ വിശ്വസിച്ചും പറഞ്ഞും
വരുന്നുെണ്ടന്നുള്ള സംഗതി ഇവിെട പ്രസ്താവ്യമാകുന്നു. പരമ്പരാഗതമായി നിലനി�
ന്നു വരുന്ന ആ ഐതിഹ്യം േകവലം തള്ളിക്കുളയത്തക്കതാെണന്നു േതാന്നുന്നില്ല.
ദൃഗ്ഗണിത തന്ത്രസംഗ്രഹാദിഗുരുകാരണവന്മാരുെട വർഗ്ഗത്തിൽെപ്പട്ട ഈ യുക്തിഭാ�
ഷാ ശിശുവിെന്റയും ഉൽപ്പത്തി ആ ഗ്രാമത്തിൽത്തെന്നയാവാനാണേല്ലാ അധികം
ന്യായം.

യുക്തിഭാഷയിൽ പ്രതിപാദിതമായ വിഷയം തൽകത്തൎ ാവിെന്റ സ്വന്തമെല്ല�
ന്നും അതു പ്രാധാേന്യന തന്ത്രസംഗ്രഹത്തിനു കീെഴ്പട്ടാണു് വർത്തിക്കുന്നെതന്നും
മുൻ സൂചിപ്പിച്ചിട്ടുണ്ടേല്ലാ. എന്നാൽ േവെറ ചില പ്രാമാണിക ഗ്രന്ഥങ്ങളുെട തണ�
ലിലും ഗ്രന്ഥകാരൻ അഭയം പ്രാപിച്ചിട്ടുള്ളതായി കാണുന്നുണ്ടു്. മദ്രാസ് ഗവർേമ്മ�
ണ്ടു വകയായുള്ള പൗരസ്ത്യ കെയ്യഴുത്തു ഗ്രന്ഥാലയത്തിൽ (Madras Government
Oriental manuscripts Library-ൽ) “ഗണിതയുക്തിഭാഷ” എെന്നാരു സംസ്കൃ�
തഗ്രന്ഥമുെണ്ടന്നും വിഷയസാമ്യം േനാക്കുേമ്പാൾ ഏെതങ്കിലും ഒന്നു മറ്റതിെന്റ
തർജ്ജമയാവണെമന്നും സൂക്ഷ്മദൃക്കായ ഒരു മഹാൻ അഭിപ്രായെപ്പട്ടിട്ടുണ്ട്. “ക്രി�
യാക്രമകരീ” എന്ന ലീലാവതീവ്യാഖ്യാനത്തിെന്റ കത്തൎ ാവ് (അജ്ഞാതനാമാവു്)
യുക്തിഭാഷാഗ്രന്ഥകാരൻതെന്നയല്ലേയാ എന്നു ബലമായ് ആരും സംശയിച്ചുേപാ�
കുംവിധം അത്രയ്ക്കു സാപ്തപദീനമായ സാദൃശ്യം രണ്ടു ഗ്രന്ഥങ്ങൾക്കും തമ്മിൽ ചില
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സ്ഥലങ്ങളിൽ കാണെപ്പടുന്നുണ്ട്. ദൃഷ്ടാന്തത്തിനു് ഒരു രണ്ടു വരി ഇവിെട ഉദ്ധരിച്ചു്
കാണിക്കാം. ക്രിയാക്രമകരിയിെല “കഥം പുനരത്ര മുഹുർവിഷമസംഖ്യാഹരേണന
ലഭ്യസ്യ പരിേധരാസന്നത്വം അന്ത്യസംസ്കാേരണാപാദ്യേത; ഉച്യേത. തത്രതാവദു�
ക്തരൂപസ്സംസ്കാരസ്സൂേക്ഷ്മാ നേവതി പ്രഥമം നിരൂപണീയം” എന്ന ഭാഗവും യുക്തി�
ഭാഷയിെല “എങ്ങിെന പിെന്ന ഇവിെട പിേന്നയും പിേന്നയും മീേത്ത മീേത്തയു�
ള്ള വിഷമസംഖ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലങ്ങെള സംസ്കരിച്ചിരിക്കുന്നതു പരിധിേയാടു്
അടുത്തുവന്നൂ, ഒടുക്കെത്ത സംസ്കാരം െചയ്താൽ, എന്ന പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നു.
അവിെട ഇെച്ചാല്ലിയ സംസ്കാരംതെന്ന സൂക്ഷ്മേമാ അല്ലേയാ എന്നു നേട നിരൂപി�
േക്കണ്ടുവതു്” എന്ന ഭാഗവും ഒപ്പംെവച്ചു വായിച്ചു േനാക്കുക. ഇങ്ങിെന ചുഴിഞ്ഞു
േനാക്കുകയാെണങ്കിൽ വിഷയെത്ത സംബന്ധിച്ചിടേത്താളം യുക്തിഭാഷാ കത്തൎ ാ�
വിനു സ്വയം അഭിമാനിക്കുവാൻ വളെരെയാന്നുമിെല്ലന്നു പറേയണ്ടിവരും. എന്നാൽ
യുക്തിഭാഷാ കത്തൎ ാവിെനേപ്പാെലയുള്ള ഒരു പണ്ഡിതൻ ഇപ്രകാരം “സർവ്വനി
ബന്ധനഹത്തൎ ാ” വായിത്തീരുേമാ എന്നതും ചിന്തനീയമാണു്. യുക്തിഭാഷയിെല
വിഷയങ്ങളുെട ഉപപത്തി േകരളത്തിെല ജ്യൗതിഷിക കുടുംബങ്ങളിൽ രൂഢമൂലമാ�
യും പരമ്പരാസിദ്ധമായും എന്നാൽ നാനാവിധമായും കിടന്നിരുന്നതായി വിചാരി�
പ്പാൻ വിേരാധമില്ല. േദശേഭദേത്താടും പാഠേഭദേത്താടും പ്രകാരേഭദേത്താടും കൂടി�
ക്കിടന്നിരുന്ന തൽസംബന്ധികളായ ക്രിയകൾക്ക് ഒൈരക്യരൂപ്യവും സ്വച്ഛതയും
വരുത്തുവാൻ യുക്തിഭാഷാകത്തൎ ാവു് യത്നിക്കുകയും ചിന്നിച്ചിതറിക്കിടന്നിരുന്നതു
പലതും സംഭരിക്കയും സംേശാധിച്ചു േക്രാഡീകരിക്കയും െചയ്ത കൂട്ടത്തിൽ വിഷ�
യസമഗ്രതയ്ക്കുേവണ്ടി മറ്റു ചില ഗ്രന്ഥങ്ങെള േനാക്കുകേയാ അവയിൽനിന്നു ചില
ഭാഗങ്ങൾ അേതപടി തർജ്ജമെചയ്യുകേയാ െചയ്തിട്ടുെണ്ടങ്കിൽത്തെന്ന അതു ക്ഷ�
ന്തവ്യമല്ലാത്ത ഒരപരാധമായിേപ്പാെയന്നു വിധിച്ചുകൂടാത്തതാകുന്നു.

പ്രതിപാദനരീതിെയക്കുറിച്ചു പറയുകയാെണങ്കിൽ യുക്തിഭാഷാകത്തൎ ാവു്
എത്രയും പ്രശംസനീയനും അനുകരണീയനുമാകുന്നു. ഏതു വിഷയവും മൂലതത്വ�
ത്തിൽനിന്നു തുടങ്ങുകയും അതിെന േകന്ദ്രമാക്കിെക്കാണ്ടു ശാേഖാപശാഖകളായി
സാവധാനം സംക്രമിക്കുകയും ഒടുവിൽ അേതവെര പ്രതിപാദിച്ച ഭാഗങ്ങളുെട ഒരു
പുനഃപരിേശാധനയ്ക്കുേശഷം ഉപസംഹരിക്കുകയും െചയ്യുന്ന സമ്പ്രദായവിേശഷം
െകാണ്ടു യുക്തിഭാഷാകത്തൎ ാവു പ്രതിപാദ്യവിഷയെത്ത അനുവാചകന്മാരിൽ ശി�
ലാേരഖേപാെല പതിയുമാറാക്കിത്തീർക്കുന്ന കൗശലം അനുഭൈവകേവദ്യെമേന്ന
പറേയണ്ടൂ. പരിേലഖസഹായം കൂടാെത തെന്ന പ്രൗഢവും ഗഹനവുമായ വിഷയ�
ങ്ങെള പരിമിതപദങ്ങെള െകാണ്ടു സുഗമമാംവണ്ണം പ്രതിപാദിക്കുക എന്ന കായ്യൎ�
ത്തിൽ യുക്തി ഭാഷാകത്തൎ ാവിെന കവച്ചുെവയ്ക്കുവാൻ അധികംേപരുണ്ടാകുെമന്നു
േതാന്നുന്നില്ല. ഭാഷെയ സംബന്ധിച്ചാെണങ്കിൽ അതിെന്റ ഹൃദയം ഗമത്വവും അനി�
തരസാധാരണത്വവും വാചാമേഗാചരംതെന്നയാണു്. അന്നെത്ത വിദ്യാസമ്പന്ന�
ന്മാർ സർവ്വസാധാരണം സംസാരഭാഷയായി സ്വീകരിച്ചു േപാന്നിരുന്ന ആ ഭാഷ
അേതവിധംതെന്നയാണു് ഇതിൽ സാകേല്യന ഉപേയാഗിച്ചിട്ടുള്ളതു്. ഉദാഹരണ�
ത്തിനു് ഏതാനും വരികൾ ഇവിെട കാണിക്കാം.
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“കണ്ണൎത്രയഘാതെത്ത േക്ഷത്രഫലംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഇരട്ടിച്ച വ്യാസമാ�
യിട്ടിരിക്കും.” “ഇങ്ങിെന രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം അവറ്റിെന്റ ചാപേയാഗ�
ത്തിേന്റയും അന്തരത്തിേന്റയും ജ്യാക്കൾ രണ്ടും തങ്ങളിെല ഘാതമായിട്ടിരിക്കും,
മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായം െകാണ്ടു്.” “നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു ശൂന്യം, രണ്ടാേമടത്തു
നാലു്, പിെന്ന ശൂന്യം, പിെന്ന ഋണം രണ്ട്, പിെന്ന അഞ്ചാംസ്ഥാനത്തു ധനമായി�
ട്ടു രണ്ടു്—ഇങ്ങിെന ക്രമം—സംസ്ക്കാരഫലേയാഗം പിെന്ന.” “ഭൂമുഖഘാതാദ്ധൎെത്ത
േവെറെവച്ച് അവറ്റിെന്റ അദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത അതിങ്കൽ സംസ്കരിപ്പൂ. പി�
െന്ന ദക്ഷിേണാത്തര ബാഹുഘാതാദ്ധൎത്തിൽ അവറ്റിെന്റ അദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാ�
ഗെത്ത സംസ്കരിപ്പൂ. പിെന്ന ഇങ്ങിെന സംസ്കൃതങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഘാതാദ്ധൎത്തിൽ
രണ്ടും തങ്ങളിൽ കൂട്ടു. അതു േയാഗാന്തരങ്ങളിൽ ഒന്നായിട്ടിരിക്കും.” ഇത്രയുംെകാണ്ട്
ഇതിെല ഭാഷാരീതി സാമാേന്യന ഗ്രഹിക്കാവുന്നതാണേല്ലാ. ഭാഷെയേപ്പാെലത�
െന്ന തുേലാം ശ്ലാഘനീയമാണു് ഇതിെല സാേങ്കതികസംജ്ഞാനിർമ്മാണയുക്തി�
യും. യുക്തിഭാഷാകത്തൎ ാവു്, വൃത്തഭാഗത്തിെന്റ ഏതാനുെമാരുഭാഗത്തിന്നു ചാപം
(arc, bow) എന്നും ചാപമൂലാഗ്രങ്ങളുെട ഇടയ്ക്കുള്ള ഋജുേരഖയ്ക്കു ജ്യാ (chord, bow-
string)െവന്നും ജ്യാമദ്ധ്യത്തിൽനിന്നു ചാപമദ്ധ്യാവധിയായ േരഖയ്ക്കുശര(one of the
two segments into which the chord divides the diameter perpendicular
to it, arrow)െമന്നും നാമകരണം െചയ്തിരിക്കുന്നതു് എത്രേത്താളം അന്വത്ഥൎ മായി�
രിക്കുന്നുെവന്നു േനാക്കുക. ഇതുേപാെലതെന്ന മറ്റു സംജ്ഞകളുെട കായ്യൎത്തിലും
കാണാവുന്നതാണു്.

ഇനി രണ്ടു വാക്കു പറയുവാനുള്ളതു് ഇതിെന്റ വ്യാഖ്യാനെത്തക്കുറിച്ചാകുന്നു.
മാടരാജവംശം ശാസ്ത്രപാണ്ഡിത്യത്തിനു പണ്ടയ്ക്കുപേണ്ട പ്രസിദ്ധിെപറ്റതാണു്. ആ
വംശത്തിെല സമാദരണീയമായ സാത്വികദീപ്തിേയാടുകൂടിയ ഒരു മണിദീപമാണു്
മഹാമഹിമശ്രീ രാമവമ്മൎ മരുത്തമ്പുരാൻ ബി. എ. തിരുമനസ്സുെകാണ്ടു്. ൈഗവ്വൎാണീ�
ഹൗണിമാരാൽ പരിേസവിതനും ശാസ്ത്രമതിയുമായ തിരുമനസ്സിെല ഏതാനും നാ�
ളെത്ത നിസ്തന്ദ്രമായ പരിശ്രമത്തിെന്റ പരിണതഫലമാണു് േകരളീയരായ നമുക്ക്
ഇന്നു ലഭിച്ചിട്ടുള്ള ഈ യുക്തിഭാഷാ വ്യാഖ്യാനം. തിരുമനസ്സുെകാണ്ടു േജ്യാതിശ്ശാസ്ത്ര�
വിഷയകമായി േവെറയും പല വിലപിടിച്ച േലഖനങ്ങളും എഴുതീട്ടുണ്ട്. അവയിൽ,
1120-ൽ “ഗണിതഗേവഷകന്മാരുെട ശ്രദ്ധയ്ക്ക്” എന്ന േപരിൽ മലയാളത്തിലും
1121-ൽ “The Date and Authorship of Karana Paddhati” എന്ന േപരിൽ
ഇംഗ്ലീഷിലും അവിടുന്നു് എഴുതി പ്രസിദ്ധെപ്പടുത്തീട്ടുള്ള േലഖനങ്ങൾ വിജ്ഞാന�
വാരിധിയായ ഉള്ളൂരിെന്റ പ്രശംസയ്ക്കുകൂടി പാത്രമായിത്തീന്നൎവയാെണന്നു മാത്രം
സ്ഥാലീപുലാകന്യാേയന ഇവിെട പ്രസ്താവിച്ചുെകാള്ളെട്ട. തിരുമനസ്സിെല വ്യാഖ്യാ�
നപരമായ ഈ മഹദുദ്യമമാകെട്ട അവിടുെത്ത ശാസ്ത്രപാണ്ഡിത്യത്തിെന്റ മെറ്റാരു
നിദർശനമാകുന്നു. ഈ ഉദ്യമത്തിൽ പലരും പലവിധത്തിലും തിരുമനസ്സിെല േപ�
രിൽ സഹായിച്ചിട്ടുെണ്ടങ്കിലും ആദ്യന്തം വലംൈകയായിനിന്നു സഹായിച്ച ഒേര
ഒരു വ്യക്തി ഗണിതശാസ്ത്രവിചക്ഷണനായ ബ്രഹ്മശ്രീ എ. ആർ. അഖിേലശ്വരയ്യർ,
എം. എ. എൽ. ടി. അവർകളാകുന്നു. അേദ്ദഹത്തിെന്റ കൂട്ടുെകട്ടുെകാണ്ട് അഥവാ
അേദ്ദഹത്തിെന്റ തീക്ഷ്ണബുദ്ധിയാകുന്ന ശാേണാപലേത്താടുള്ള സമ്പക്കൎംെകാണ്ടു്



േജ്യഷ്ഠേദവൻ: യുക്തിഭാഷാ xvii

ഈ വ്യാഖ്യാനരത്നം കൂടുതൽ ആകഷൎകവും കൂടുതൽ പ്രകാശമാനവും ആയിത്തീന്നൎി�
ട്ടുെണ്ടന്നുള്ളതിൽ രണ്ടുപക്ഷമില്ല. രണ്ടുേപരുേടയും കൂടിയുള്ള ഈ മഹൽ പ്രയത്നം
ഉദ്ദിഷ്ടഫലപ്രാപ്തിയിലായിട്ടുെണ്ടന്നു് ഏതു നിഷ്പക്ഷനിരീക്ഷകനും സമ്മതിക്കും. പാ�
ശ്ചാത്യഗണിതഗേവഷകവിദഗ്ദ്ധന്മാരുെട സിദ്ധാന്തങ്ങെള ‘യുക്തിഭാഷ’യുമായി
താരതമ്യെപ്പടുത്തി േനാക്കുക, വിവരണങ്ങൾ വിഷയഗ്രഹണത്തിനു പയ്യൎാപ്തങ്ങളാ�
കുന്നിെല്ലന്നു േതാന്നുന്ന ഘട്ടങ്ങളിൽ പരിേലഖങ്ങൾ െകാടുക്കുക, അതുെകാണ്ടും
മതിയാവാത്ത സ്ഥലങ്ങളിൽ ചുവെട ഇംഗ്ലീഷിൽ “ഫുട്ട്േനാട്ട്” േചക്കുൎക എന്നി�
ങ്ങെന ദുർഗ്രഹങ്ങളായ യുക്തികെള സുഗ്രഹമാക്കിത്തീക്കുൎന്നതിനു് എെന്തല്ലാം
െചയ്യാേമാ അെതല്ലാം ഇതിൽ െചയ്തിട്ടുണ്ട്. യുക്തിഭാഷയിൽ ഉപേയാഗിച്ചിട്ടുള്ള
സാേങ്കതിക സംജ്ഞകളുെട ഒരു പട്ടിക അകാരാദിക്രമത്തിൽ തുല്യാത്ഥൎ പ്രസി�
ദ്ധങ്ങളായ ഇംഗ്ലീഷ് പദങ്ങേളാടുകൂടി പുസ്തകത്തിെന്റ ഒടുവിൽ കാണിച്ചിട്ടുള്ളതും
“കുട്ടാരകാരക്രിയ”യ്ക്കു് ഒരു പ്രേത്യക വിവരണം നൽകീട്ടുള്ളതും മറ്റും വ്യാഖ്യാനത്തി�
െന്റ സമീചീനമായ സുഗ്രാഹ്യതയ്ക്കുേവണ്ടി വ്യാഖ്യാതാക്കന്മാർ സഹിച്ച ബുദ്ധിമുട്ടുക�
ളുെട സജീവചിത്രങ്ങളാകുന്നു. വ്യാഖ്യാതാക്കന്മാരുെട ഈ അത്യുദാരകൃത്യത്തിനു
േജ്യാതിശ്ശാസ്ത്രത്തിൽ ൈകകായ്യൎം െചയ്യുന്നവർ മാത്രമല്ല െപാതുവിൽ േകരളീയെര�
ല്ലാവരുംതെന്ന എെന്നന്നും കൃതജ്ഞരായിരിേക്കണ്ടതാണു്.

ഇത്രേത്താളം സമുൽകൃഷ്ടമായ വ്യാഖ്യാനേത്താടുകൂടിയ ഈ മഹൽഗ്രന്ഥ�
െത്ത മഹാജനസമക്ഷം അവതരിപ്പിക്കുക എന്ന മഹനീയകൃത്യത്തിനു കൂടുതൽ
അഹൎതയും േയാഗ്യതയും തികഞ്ഞ പലരും ഇന്നു േകരളത്തിലുണ്ട്. അവെര ആേര�
യും ഏല്പിക്കാെത, വ്യാഖ്യാതാക്കന്മാരിൽ പ്രാതഃസ്മരണീയനായ തമ്പുരാൻ തിരു�
മനസ്സുെകാണ്ട്, ആ ഭാരം ഇയ്യുള്ളവേനാടു നിവ്വ ൎഹിക്കുവാൻ കല്പിച്ചതു് എന്തുേദ്ദശ�
ത്തിേന്മലാെണന്ന് എത്ര ആേലാചിച്ചിട്ടും കിട്ടുന്നില്ല. േജ്യാതിശ്ശാസ്ത്ര സമുദ്രത്തിെന്റ
അപാരതയിലും ഗംഭീരതയിലും അത്ഭുതസ്തിമിതനായി പരിഭ്രാന്തനായി അതിെന്റ
ഇേങ്ങക്കരയിൽ െവറുെത കണ്ണുംമിഴിച്ചു നില്ക്കുവാൻ മാത്രം േപാന്ന ഞാൻ തമ്പുരാൻ
കല്പിച്ചതനുസരിച്ചു് ചിലെതല്ലാം എഴുതിക്കൂട്ടിെയേന്നയുള്ളൂ. വിഷയങ്ങളുെട ഉള്ളിൽ�
ക്കടന്നു നിന്നുെകാണ്ടുള്ള ചച്ചൎയ്ക്കു ഞാൻ തുനിഞ്ഞിട്ടില്ല. അഥവാ, അതിനുള്ള േശഷി
ഇയ്യുള്ളവനില്ലതെന്ന. ചുരുക്കത്തിൽ എനിെക്കാന്നു പ്രാത്ഥൎ ിക്കുവാനുള്ളതു് ഇതു
മാത്രമാണു്. “ഗണിതകലയുെെട ഏതു വശവും യുക്തിപൂവ്വ ൎം സ്പശൎിച്ചുെകാണ്ടു് വി�
രാജിക്കുന്ന ഈ യുക്തിഭാഷാഗ്രന്ഥം, ഏതദ്  വ്യാഖ്യാനസഹിതം, നമ്മുെട ൈഹ�
സ്ക്കൂളുകളിലും േകാേളജുകളിലും, ഒരു പാഠ്യപുസ്തകമായിട്ടെല്ലങ്കിൽ പാഠ്യപുസ്തക
നിമ്മൎാതാക്കൾെക്കാരു മാഗ്ഗൎദശൎക ഗ്രന്ഥമായിെട്ടങ്കിലും അചിേരണ പ്രേവശിക്കു�
മാറാകെട്ട; തദ്വാരാ, പാശ്ചാത്യെര അേപക്ഷിച്ചു ഭാരതീയർ, വിശിഷ്യ േകരളീയർ,
ഗണിതമാർഗ്ഗത്തിൽ എത്ര ദൂരം മുേന്നറി നിന്നിരുന്നു എന്ന വാസ്തവം ജനസാമാന്യം
ഗ്രഹിക്കുമാറാകെട്ട.” ഈ പ്രാത്ഥൎ നേയാെട വ്യാഖ്യാനത്തിനും വ്യാഖ്യാതാക്കന്മാൎ�
ക്കും സവ്വൎഭാവിഭാവുകങ്ങളും ആശംസിച്ചുെകാണ്ട്, ഈ ഗ്രന്ഥതല്ലജെത്ത ഞാനിതാ
സജ്ജനസമക്ഷം സാദരം അവതരിപ്പിച്ചുെകാള്ളുന്നു.

ചാലക്കുടി,
}

1-4-1123 പണ്ഡിതർ, പി. ശ്രീധരേമേനാൻ





1
പരികർമ്മാഷ്ടകം

|| ഹരിഃ ശ്രീ ഗണപതേയ നമഃ അവിഘ്നമസ്തു ||

പ്രത്യുഹവ്യൂഹവിഹതികാരകം പരമം മഹഃ |
അന്തഃകരണശുദ്ധിം േമ വിദധാതു സനാതനം ||

ഗുരുപാദാംബുജം നത്വാ നമസ്കായ്യൎതമം മയാ |
ലിഖ്യേത ഗണിതം കൃത്സ്നം ഗ്രഹഗത്യുപേയാഗി യൽ1 ||

വ്യാഖ്യാനം 1: ഗ്രന്ഥാരംഭത്തിൽ വിഘ്നശാന്തിക്കായിെക്കാണ്ടു് അഭീഷ്ടേദവതാനമസ്ക്കാര�
െത്ത െചയ്യുകയും ഗ്രേന്ഥാേദ്ദശെത്ത പറയുകയും െചയ്യുന്നു.

“ഗുരുപാദാംബുജദ്വന്ദം നമസ്ക്കായ്യൎതമം മയാ |
നത്വാ വിലിഖ്യേത കൃത്സ്ന ഗണിതന്യായസംഗ്രഹഃ” ||

എന്നു രണ്ടാമെത്ത േശ്ലാകത്തിെന്നാരു പാഠേഭദവുമുണ്ടു്.

സംഖ്യാസ്വരൂപം
അവിെട നേട തന്ത്രസംഗ്രഹെത്ത അനുസരിച്ചുനിന്നു ഗ്രഹഗതിയിങ്കൽ ഉപേയാഗ�
മുള്ള ഗണിതങ്ങെള മുഴുവേന െചാല്ലുവാൻ തുടങ്ങുേന്നടത്തു നേട സാമാന്യഗണിത�
ങ്ങളായിരിക്കുന്ന സങ്കലിതാദിപരികമ്മൎങ്ങെളെച്ചാല്ലുന്നൂ. അവിെട ഗണിതമാകുന്ന�
തു ചില സംേഖ്യയങ്ങളിെല സംഖ്യാവിഷയമായിട്ടിരിേപ്പാരു പരാമശൎവിേശഷം.2

വ്യാഖ്യാനം 2: സംേഖ്യയങ്ങൾ എന്ന പദത്തിനു് സംഖ്യാനം െചയ്യുവാൻ േയാഗ്യങ്ങളാ�
യവ—എണ്ണുവാൻ സാദ്ധ്യമായിട്ടുള്ളവ—എന്നത്ഥൎ ം. സംേഖ്യയങ്ങളിലുള്ളതായിട്ടു ശാസ്ത്രകാ�
രന്മാർ സ്വീകരിച്ചിട്ടുള്ള ഒരു ധമ്മൎം അെല്ലങ്കിൽ ഒരു വസ്തുവാണു് സംഖ്യ. പരാമശൎവിേശഷം
എന്നതിന്നു് ഒരു പ്രേത്യക തരത്തിൽ ചച്ചൎ െചയ്യൽ എന്നത്ഥൎ ം. ചില സംേഖ്യയങ്ങളിെല
ധമ്മൎമായ സംഖ്യകെള വിഷയീകരിച്ചുള്ള ഒരുതരം ചച്ച ൎ െചയ്യുന്നതാണു് ഗണിതം.

ചില സംഖ്യാവിേശഷങ്ങൾ ഗണിതത്തിനു സാധനമാകുന്നു. ഈ സംഖ്യാവിേശഷ�
ങ്ങൾക്കു ചില സ്ഥാന വിേശഷങ്ങളുെട കല്പിച്ചാൽ മാത്രേമ വ്യവഹാരക്ഷമത്വമുണ്ടാവൂ.

1



2 അദ്ധ്യായം 1. പരികർമ്മാഷ്ടകം

“ഏകപങ്ക്തിശതാദീനാം ദശഘ്നാനാം യേഥാത്തരം|
സ്ഥാനാനി ദക്ഷിണാദീനി ന്യേസ്യൽ സവ്യാവധീനി ച”||

എന്നു സ്ഥാനകല്പനേത്തയും ശാസ്ത്രകാരന്മാർ വ്യവഹാരാത്ഥൎ മായി കല്പിച്ചിട്ടുണ്ടു്.

സംഖ്യകൾ പിെന്ന ഒന്നുതുടങ്ങി പേത്താളമുള്ളവ പ്രകൃതികൾ3 എന്ന േപാെല
ഇരിക്കും. ഇവെറ്റ പ്രേത്യകം പത്തിൽ െപരുക്കി നൂേറ്റാളമുള്ളവ ഇവറ്റിെന്റ വികൃ�
തികൾ എന്നേപാെല ഇരിക്കും. ഒന്നു തുടങ്ങിയുള്ള വറ്റിെന്റ സ്ഥാനത്തിങ്കന്നു് ഒരു
സ്ഥാനം കേരറീട്ടിരിപ്പൂതും െചയ്യും ഇവെറ്റ പത്തിൽ ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന വറ്റിെന്റ സ്ഥാ�
നം. പിെന്ന ഇവ4 പ്രകൃതികൾ എന്ന േപാെലയിരുന്നിട്ടു് ഇവറ്റിെന്റ സ്ഥാനത്തിങ്ക�
ത്തിങ്കന്ന് ഒരു സ്ഥാനം കേരറിയിരിക്കും ഇവെറ്റ പത്തിൽ െപരുക്കിയവ ആയിര�
േത്താളമുള്ള സംഖ്യകൾ. ഇങ്ങെന അതാതിെന പത്തിൽ പത്തിൽ ഗുണിച്ചവ പി�
െന്ന പിന്നെത്ത സംഖ്യകളാകുന്നവ. അവറ്റിനു് ഒേരാേരാ സ്ഥാനം െകാണ്ടു് ഉൽക്കൎ �
ഷവുമുണ്ടു്. ഇങ്ങെനയിരിക്കുന്ന പതിെനട്ടു സ്ഥാനത്തിങ്കേല വറ്റിനുള്ള സംജ്ഞകൾ
ഇവ.

വ്യാഖ്യാനം 3: പ്രകൃതി വികൃതി — പാൽ ൈതരിെന്റ പ്രകൃതിയാണു്. ൈതരു േമാരിെന്റ
പ്രകൃതിയാണു്. ൈതരു പാലിെന്റ വികൃതിയും, േമാരു ൈതരിെന്റ വികൃതിയുമാണു്. അതായ�
തു് ഒരു വസ്തു അതിെന്റ സ്വേതയുള്ള രൂപെത്ത ഉേപക്ഷിച്ചു് (താർക്കികന്മാർ ഇതിന്നു നാശ�
െമന്നു പറയുന്നു) മെറ്റാരു രൂപെത്ത സ്വീകരിക്കുേന്നടത്തു് ആദ്യെത്ത രൂപേത്താടുകൂടിയതി�
െന പ്രകൃതിെയന്നും രണ്ടാമെത്ത രൂപേത്താടു കൂടിയതിെന ആദ്യേത്തതിെന്റ വികൃതിെയ�
ന്നും പറയുന്നു. എന്നാൽ ഒരു പൂമാലയിൽ പൂവ് അതിെന്റ രൂപെത്ത തീെര ഉേപക്ഷിക്കു�
ന്നിെല്ലങ്കിലും പൂവിെന പ്രകൃതിെയന്നും മാലെയ അതിെന്റ വികൃതിെയന്നും സാധാരണയാ�
യിട്ടു പറയാറുണ്ടു്. ഇതുേപാെല തെന്ന ഒന്നുമുതൽ പത്തുവെരയുള്ള സംഖ്യകൾ അവിടുന്നു്
നൂറുവെരയുള്ള സംഖ്യകളിൽ അവയുെട രൂപെത്ത തീെര ഉേപക്ഷിക്കുന്നിെല്ലങ്കിലും, ഒന്നു മു�
തൽ പത്തുവെരയുള്ള സംഖ്യകെള പ്രകൃതികെളന്നു കല്പിച്ചാൽ പത്തുമുതൽ നൂറുവെരയുള്ള
സംഖ്യകെള അവയുെട വികൃതികെളന്നു പറയാം. ശാസ്ത്രകാരന്മാർ ഇതു സമ്മതിക്കുന്നതല്ല
അതുെകാണ്ടാണു് “പ്രകൃതികൾ എന്നേപാെല ഇരിക്കും” “വികൃതികൾ എന്ന േപാെല ഇരി�
ക്കും” എെന്നല്ലാം ഗ്രന്ഥകത്തൎ ാവുപേയാഗിച്ചിരിക്കുന്നതു്.

വ്യാഖ്യാനം 4: പത്തുമുതൽ നൂറുവെരയുള്ളവ.

“ഏകദശശതസഹസ്രായുതലക്ഷപ്രയുതേകാടയഃ ക്രമശഃ |
അബുൎദമബ്ജം5 ഖവൎനിഖവ ൎമഹാപത്മശംകവസ്തസ്മാൽ ||
ജലധിശ്ചാന്ത്യം മദ്ധ്യം പരാദ്ധൎമിതി ദശഗുേണാത്തരാസ്സംജ്ഞാഃ |
സംഖ്യായാ സ്ഥാനാനാം വ്യവഹാരാത്ഥൎ ം കൃരാഃ പൂർൈവഃ” || ഇതി.

വ്യാഖ്യാനം 5: ‘അബ്ബുൎ ദവൃേന്ദ’ എന്നു പാഠേഭദം.

ഇങ്ങെന സംഖ്യയ്ക്കു ഗുണനവും സ്ഥാനേഭദവും കല്പിയായ്കിൽ സംേഖ്യെട േപക്കുൎ ് അവ�
സാനമില്ലായ്കയാൽ സംഖ്യകൾ തങ്ങേളയും അവറ്റിെന്റ ക്രമെത്തയും അറിഞ്ഞുകൂ�
ടാ. എന്നിട്ടു വ്യവഹായിരത്തിനായിെക്കാണ്ടു് ഇെവ്വണ്ണം കല്പിപ്പൂ. അവിെട ഒന്നുതുട�
ങ്ങി ഒമ്പേതാളമുള്ള സംഖ്യകൾക്കു സ്ഥാനം നേടേത്തതു്. പിെന്ന ഇവെറ്റ എല്ലാേറ്റ�
യും പത്തിൽ ഗുണിച്ചവറ്റിെന്റ സ്ഥാനം രണ്ടാമതു്. അതു് ഇടത്തു കല്പിക്കുന്നൂ. ഏക�
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സ്ഥാനം, ദശസ്ഥാനം എന്നിങ്ങെന തുടങ്ങി ഇവറ്റിെന്റ േപരു്. ഇങ്ങെന സംഖ്യാസ്വ�
രൂപം.

അനന്തരം ഇവെറ്റെക്കാണ്ടുള്ള ഗണിതേഭദങ്ങെള കാട്ടുന്നൂ. അവിെട രണ്ടുപ്ര�
കാരമുള്ളൂ ഗണിതം—വൃദ്ധിസ്വരൂപമായിട്ടും ക്ഷയസ്വരൂപമായിട്ടും. അവിെട വൃദ്ധിക്കു
സ്ഥാനമാകുന്ന ഗണിതം, േയാഗം, ഗുണം, വഗ്ഗൎം, ഘനം എന്നിവ പിെന്ന ക്ഷയത്തി�
നു സ്ഥാനമാകുന്നതു വിേയാഗം, ഹരണം, വഗ്ഗൎമൂലം, ഘനമൂലം എന്നിവ. ഇവിെട
േയാഗത്തിന്നു ഗുണനത്തിങ്കലുപേയാഗമുണ്ടു്; ഗുണനത്തിന് വഗ്ഗൎത്തിങ്കൽ, വഗ്ഗൎത്തി�
ന്നു ഘനത്തിങ്കൽ. ഇവ്വണ്ണ േമ വിേയാഗത്തി ന്നു ഹരണത്തിങ്കലുപേയാഗമുണ്ടു്; ഹര�
ണത്തിന്നു വഗ്ഗൎമൂലത്തിങ്കൽ, വഗ്ഗൎമൂലത്തിന്നു ഘനമൂലത്തിങ്കൽ. ഇങ്ങെന മുമ്പിേലവ
പിന്നേത്തവറ്റിലുപേയാഗിക്കും.

സംകലിതവ്യവകലിതങ്ങൾ
അനന്തരം ഈ ഉപേയാഗപ്രകാരെത്ത കാട്ടുന്നൂ. അവിെട ഒരു സംഖ്യയിൽ രൂപം
ക്രേമണ കൂട്ടിയാൽ അതിങ്കന്നുതുടങ്ങി നിരന്തേരണ ഉള്ള േമെല േമെല സംഖ്യക�
ളായിട്ടു വരുമവ. പിെന്ന ഒേരറിയ സംഖ്യയിങ്കന്ന് ഓേരാന്നിെന ക്രേമണ കളയുക.
എന്നിരിക്കുേമ്പാൾ അതിങ്കന്നു തുടങ്ങി നിരന്തേരണ കീെഴ കീെഴ സംഖ്യകളായിട്ടു
വരും. എന്നിങ്ങെന എല്ലാസ്സംഖ്യകൾ തങ്ങളുെട സ്വരൂപം ഇരിക്കുന്നൂ. അവിെട
ഒരിഷ്ടസംഖ്യയിങ്കന്നു ക്രേമണ േമെല േമെല സംഖ്യകെള ഓക്കുൎേമ്പാൾ ക്രേമണ
ഓേരാ സംഖ്യകളുെട േയാഗരൂപമായിട്ടിരിക്കും അതു്. പിെന്ന ഇഷ്ടത്തിങ്കന്നു തെന്ന
ക്രേമണ കീെഴ കീെഴ സംഖ്യകെള ഓക്കുൎേമ്പാൾ ക്രേമണ ഓേരാെരാ സംേഖ്യെട
വിേയാഗരൂപമായിട്ടിരിക്കുമസ്സംഖ്യകൾ. എന്നാൽ സംഖ്യാസ്വരൂപെത്ത ക്രേമണ
േമേല്പാട്ടും കീേഴ്പാട്ടും ഓർക്കുേമ്പാൾ തെന്ന ഓേരാെരാ സംേഖ്യെട േയാഗവിേയാഗ�
ങ്ങൾ സിദ്ധിക്കും. പിെന്ന അയിഷ്ടസംഖ്യയിൽ ഒന്നിെന എത്ര ആവൃത്തി കൂട്ടുവാൻ
നിനച്ചൂ അത്ര ഒന്നിെന േവെറ ഒേരടത്തുകൂടി അതിെന ഒരിക്കാെല ഇഷ്ടസംഖ്യയിൽ
കൂട്ടു. എന്നാലും െവേവ്വെറ കൂട്ടിയേപാെല സംഖ്യതെന്ന വരും. എന്നിതും ഓർക്കു�
േമ്പാൾ അറിയായിട്ടിരിക്കും. അവ്വണ്ണം എത്ര ആവൃത്തി ഒന്നിെനക്കളവാൻ നിനച്ചൂ
അവെറ്റ ഒക്ക ഒരിക്കാെല കളകിലും ഇഷ്ടത്തിങ്കന്നു് അത്ര കീെഴ സംഖ്യ വരും
എന്നും അറിയാം. ആകയാൽ േമേല്പാട്ടും കീേഴ്പാട്ടുമുള്ള എണ്ണം അറിയേപ്പാകുെമ�
ങ്കിൽ േയാഗവിേയാഗങ്ങൾ സിദ്ധിക്കും. ഈ േയാഗവിേയാഗങ്ങെള സംകലിതവ്യ�
വകലിതങ്ങൾ എന്നു െചാല്ലുന്നൂ. ഒന്നിെന രൂപെമന്നും വ്യക്തിെയന്നും െചാല്ലുന്നു.
ഇങ്ങെന സംകലിതവ്യവകലിതങ്ങൾ.6

വ്യാഖ്യാനം 6:
ആദ്യസ്ഥാനാൽ സമാരഭ്യ കയ്യൎാൽ േയാഗാന്തേര ക്രമാൽ |
രാേശരല്പതരസ്യാന്ത്യസ്ഥാനാദുൽക്രമേതാപി വാ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
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സാമാന്യഗുണനം
അനന്തരഗുണനം: അതാകുന്നതു സംകുലിതം തെന്നയെത്ര ഓക്കുൎേമ്പാൾ.7 അവി�
വ്യാഖ്യാനം 7: ഗുണ്യം = 8, ഗുണകാരം = 5 എന്നു കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ, ഗുണ്യമാകു�
ന്ന 8-െന തെന്ന ഗുണകാരമാകുന്ന അഞ്ചാവൃത്തി കൂട്ടിയാൽ 8 + 8 + 8 + 8 + 8 = 40

എന്നു വരും. അേപ്പാൾ േയാഗത്തിെന്റ പ്രാകാരാന്തരം തെന്ന ഗുണനെമന്നു വന്നു.

െട ഒന്നിെന ഒന്നിെനെക്കാണ്ടു് ഗുണിക്കുേമ്പാൾ യാെതാന്നിെന ഗുണിക്കുന്നൂ അതി�
ന്നു ഗുണ്യെമന്നു േപർ; യാെതാന്നുെകാ ണ്ടു ഗുണിക്കു ന്നു അതി നു ഗുണകാരെമന്നു
േപർ. അവിെട ഗുണ്യത്തിൽ കൂട്ടുന്നൂ, ഗുണ്യെത്തത്തെന്ന കൂട്ടുന്നൂതും, എന്നു വിേശ�
ഷമാകുന്നതു്. അവിെട ഗുണകാരത്തിങ്കൽ എത്ര സംഖ്യാവ്യക്തികളുള്ളൂ അത്ര ആവൃ�
ത്തി ഗുണ്യെത്ത കൂട്ടുന്നൂതും. എന്നീ നിയമേത്താടുകൂടിയുള്ള േയാഗം ഗുണനമാകുന്ന�
തു് ഇതിെന കാട്ടുന്നൂ.

ഇവിെട ഗുണ്യത്തിെന്റ ഒടുക്കെത്ത സ്ഥാനെത്ത ഗുണകാരം െകാണ്ടു നേട
ഗുണിേക്കണ്ടു. എന്നാൽ ഗുണിച്ച സംഖ്യകളും ഗുണിയാത്ത സംഖ്യകളും തങ്ങളിൽ
കൂടുകയില്ല എെന്നാെരളുപ്പമുണ്ടു്. അവിെട ഗുണ്യത്തിെന്റ ഒടുക്കെത്ത സ്ഥാനത്ത്
ഒരു സംഖ്യ8 ഉണ്ടു് എന്നിരിപ്പൂ. അതിെന നൂറുെകാണ്ടു ഗുണിേക്കണ്ടൂ എന്നും കല്പിപ്പൂ.
വ്യാഖ്യാനം 8: ‘ഒരു സംഖ്യ’ എന്നതിന്ന് ഒന്ന് അെല്ലങ്കിൽ രൂപെമന്നത്ഥൎ ം.

അേപ്പാൾ ആ ഒന്നിെന നൂറ്റിൽ ആവർത്തിേക്കണം. അവിെട അതിെന പത്തിൽ
ആവർത്തിക്കുേമ്പാൾ ദശസ്ഥാനത്തു് ഒന്നു കേരറും മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായംെകാ�
ണ്ടു്. പിേന്നയും ഒരിക്കൽ ആ ഒന്നിെന പത്തിൽ ആവർത്തിക്കുേമ്പാൾ ദശസ്ഥാ�
നത്തു രണ്ടുണ്ടാകും. ഇങ്ങെന നൂറുവട്ടം ആവർത്തിക്കുേമ്പാൾ ശതസ്ഥാനത്തു ഒന്നു�
ണ്ടാകും. ആകയാൽ ഗുണകാരത്തിങ്കൽ ശതസ്ഥാനത്തു ഒരു സംഖ്യയുണ്ടായ്കിൽ
ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യസ്ഥാനെത്ത അവിടുന്നു ശതസ്ഥാനത്തുെവയ്പ്പൂ. എന്നാൽ
അതിെന നൂറ്റിൽ ഗുണിച്ചൂതായിട്ടുവരും. അേപ്പാൾ ഗുണ്യത്തിങ്കൽ കീഴു ചില സം�
ഖ്യയുെണ്ടന്നു കല്പിേക്കണ്ടാ. അേന്നരത്തു് അവെറ്റെക്കാണ്ടുപേയാഗമില്ല, എന്നിട്ടു്.
അവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യസ്ഥാനത്തിനു േനെര ആദ്യസ്ഥാനം വരു�
മാറു ഗുണകാരെത്ത വയ്പ്പൂ. പിെന്ന ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യസ്ഥാനെത്ത ഗുണകാര�
ത്തിെന്റ അന്ത്യസ്ഥാനത്തിനുേനെര െവയ്പ്പൂ, ഗുണകാരാന്ത്യസ്ഥാനത്തിങ്കൽ ഒന്നു
സംഖ്യ എന്നുകിൽ. അവിെട സംഖ്യ രെണ്ടങ്കിൽ ഗുണ്യാന്തസ്ഥാനെത്ത രണ്ടിൽ
ആവർത്തിച്ചിട്ടു െവയ്പ്പൂ. അേപ്പാൾ ഗുണകാരത്തിെന്റ അന്ത്യ സ്ഥാനെത്തെക്കാ�
ണ്ടു് ഗുണിച്ചതായി. പിെന്ന അന്ത്യസ്ഥാനത്തു് അടുത്തു കീേഴതിന്നു് ഉപാന്ത്യെമന്നു
േപർ. ഇങ്ങെന ഉപാന്ത്യസ്ഥാനത്തിങ്കൽ എത്ര ഗുണകാരത്തിനു സംഖ്യ ഉള്ളൂ ആ
സ്ഥാനത്തു് അത്രയിലാവർത്തിച്ചിട്ടു െവയ്പ്പൂ ഗുണ്യാന്ത്യസ്ഥാനെത്ത എന്നാലതി�
െനെക്കാണ്ടു് ഗുണിച്ചൂതായി. ഇങ്ങെന ഗുണകാരത്തിെന്റ ആദ്യസ്ഥാനേത്താളമുള്ള
വെറ്റെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അതതിെന്റ സ്ഥാനത്തു േനെര െവയ്പ്പൂ ഗുണ്യാന്ത്യസ്ഥാ�
നസംഖ്യെയ. എന്നാൽ ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യസ്ഥാനെത്ത ഗുണകാരസ്ഥാനങ്ങൾ
എല്ലാം െകാണ്ടും ഗുണിച്ചൂതായിട്ടു വരും. അവിെട ഗുണകാരത്തിെന്റ യാെതാരു
സ്ഥാനത്തു സംഖ്യയില്ലായ്കയാൽ അവിടം ശൂന്യസ്ഥാനമാകുന്നൂ, അതിനുേനെര
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ഗുണ്യെത്ത െവേയ്ക്കണ്ടാ. മേറ്റ സ്ഥാനങ്ങളിെല സംഖ്യകൾ കേരറി ഉണ്ടാകുമേത്ര
അവിെട സംഖ്യ. പിെന്ന ഗുണ്യത്തിെന്റ ഉപാന്ത്യസ്ഥാനത്തിനു േനെര ഏകസ്ഥാ�
നം വരുമാറു െവയ്പ്പൂ ഗുണകാരെത്ത. അതിേനയും ഇവ്വണ്ണം ഗുണിപ്പൂ. ഇവ്വണ്ണം
ഗുണ്യാന്ത്യസ്ഥാനേത്താളവും. അേപ്പാൾ ഗുണ്യെത്ത മുഴുവനും ഗുണിച്ചൂതായി.9

വ്യാഖ്യാനം 9:
ഗുണ്യാന്തിമപേദാദ്ധൎ്വസ്ഥം ഗുണകാദ്യം യഥാ തഥാ |
ന്യസ്യാഥ ഗുണകാരസ്യ യാ യാ സംഖ്യാ പേദ പേദ ||
ഗുണ്യാന്ത്യാംകാം തയാവൃത്താം ന്യേസത്തത്തൽ പദാദധഃ |
അപസായ്യൎഗുണം തദ്വദുപാന്ത്യാദീംശ്ച താഡേയൽ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം).

ഈ ക്രിയ സ്ഥാനനിയമനെത്ത അനുസരിച്ചു കവടിെകാണ്ടു െചയ്യാറുള്ളതുതെന്ന. ഇവിെട
ഗുണ്യം = 647; ഗുണകാരം = 234.

2 3 4 ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യസ്ഥാനത്തിനു മീെത
6 4 7 ഗുണകാരത്തിെന്റ ആദ്യസ്ഥാനം വരുമാറു െവയ്ക്കുന്നു

1 2 ഗുണ്യാന്ത്യസ്ഥാനം × ഗുണകാരാന്ത്യസ്ഥാനം
1 8 ഗുണ്യാന്ത്യസ്ഥാനം × ഗുണകാേരാപാന്ത്യസ്ഥാനം

1 3 8 ഇവയുെട േയാഗം
2 4 ഗുണ്യാന്ത്യസ്ഥാനം × ഗുണകാരാദ്യസ്ഥാനം

1 4 0 4 ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യെത്ത ഗുണകാരം മുഴുവൻെകാണ്ടു ഗുണിച്ചത്
2 3 4 ഗുണകാരെത്ത ഒരു സ്ഥാനം ഇറക്കിവച്ചു

4 7 അന്ത്യംെകളഞ്ഞ ഗുണ്യം
1 4 0 4 ഗുണ്യാന്ത്യം × ഗുണകാരം

8 ഗുേണ്യാപാന്ത്യം × ഗുണകാരാന്ത്യം
1 4 8 4 ഗുണ്യാന്ത്യം × ഗുണകാരം + ഗുേണ്യാപാന്ത്യം × ഗുണകാരാന്ത്യം

1 2 ഗുേണ്യാപാന്ത്യം × ഗുണകാേരാപാന്ത്യം
1 4 9 6 ഗുണ്യാന്ത്യം × ഗുണകാരം + ഗുേണ്യാപാന്ത്യം × (ഗുണകാരാന്ത്യം + ഗുണകാേരാപാന്ത്യം)

1 6 ഗുേണ്യാപാന്ത്യം × ഗുണകാരാദ്യം
1 4 9 7 6 (ഗുണ്യാന്ത്യം + ഗുേണ്യാപാന്ത്യം) × ഗുണകാരം

2 3 4 ഗുണകാരെത്ത ഒരു സ്ഥാനവുംകൂടി ഇറക്കി
7 ഗുണ്യത്തിെന്റ അേന്ത്യാപാന്ത്യങ്ങെള കളഞ്ഞതു്

1 4 9 7 6 (ഗുണ്യാന്ത്യം + ഗുേണ്യാപാന്ത്യം) × ഗുണകാരം
1 4 ഗുണ്യാദ്യം × ഗുണകാരാന്ത്യം

1 5 1 1 6 (ഗുണ്യാന്ത്യം + ഗുേണ്യാപാന്ത്യം) × ഗുണകാരം+ ഗുണ്യാദ്യം × ഗുണകാരാന്ത്യം
2 1 ഗുണ്യാദ്യം × ഗുണകാേരാപാന്ത്യം

1 5 1 3 7 (ഗുണ്യാന്ത്യം + ഗുേണ്യാപാന്ത്യം) × ഗുണകാരം + ഗുണ്യാദ്യം (ഗുണകാരാന്ത്യം + ഗുണകാേരാപാന്ത്യം

2 8 ഗുണ്യാദ്യം × ഗുണകാരാദ്യം
1 5 1 3 9 8 ഗുണ്യം × ഗുണകാരം



6 അദ്ധ്യായം 1. പരികർമ്മാഷ്ടകം

പിെന്ന ഇവ്വണ്ണമാകിലുമാം ഗുണനപ്രകാരം. ഗുണ്യത്തിെന്റ ഓേരാ സ്ഥാനങ്ങ�
ളിെല സംഖ്യെയ േവെറ എടുത്തുെകാണ്ടു ഗുണകാരെത്ത ഇവ്വണ്ണം ഗുണിച്ചു് അതാതു
സ്ഥാനമാദിയായിട്ടു കൂട്ടി ഒരുമിച്ചുെകാള്ളൂ എന്നാകിലുമാം. അവിെട അന്ത്യസ്ഥാനം
തുടങ്ങൂ എന്നുള്ള നിയമം േവണ്ടാ. സംഖ്യകൾ കലരുകയില്ല അേപ്പാൾ, എന്നിട്ടു്. ഗു�
ണ്യെത്ത എന്നവണ്ണം ഗുണകാരെത്ത ഖണ്ഡിച്ച ഗുണിക്കിലുമാം. അവിെട ഗുണകാര�
ത്തിന്നു മൂന്നുസ്ഥാനം എന്നിരിപ്പൂ. ഇരുന്നൂറ്റി മുപ്പത്തിനാലു് എന്നിരിപ്പൂ സംഖ്യ. അതി�
െന ഖണ്ഡിപ്പൂ മൂന്നായിട്ടു്. അവിെട ഒന്നു് ഇരുന്നൂറു്, ഒന്നു മുപ്പതു്, ഒന്നു നാലു് ഇങ്ങെന
മൂന്നു ഗുണകാരം എന്നു കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന ഗുണ്യെത്ത മുഴുവേന മൂേന്നടത്തു െവച്ചു് ഇവ
ഓേരാന്നിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിപ്പൂ. പിെന്ന സ്ഥാനം പകരാെത തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ ഇതും
മുമ്പിെലേപ്പാെല ഗുണിച്ചതായി വരും. അവിെട ഇരുന്നൂറ്റിൽ ആവർത്തിച്ചതു് ഒന്നു്,
മുപ്പതിൽ ആവർത്തിച്ചതു് േവെറ ഒന്നു്, നാലിലാവർത്തിച്ചതു് േവെറ ഒന്നു്. പിെന്ന
ഇവ ഒക്ക കൂടുേമ്പാൾ ഇരുന്നൂറ്റിമുപ്പത്തിനാലിൽ ഗുണിച്ചതായിട്ടുവരും.

അനന്തരം സ്ഥാനനിയമം കൂടാെത മെറ്റാരു പ്രകാരം സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു
െപരുക്കിലുമാം. അവിെട ഒന്നു നൂെറ്റാരുപതു്, ഒന്നു നൂറ്റിരുപത്തിനാലു് ഇങ്ങെന
താൻ ഖണ്ഡിപ്പൂ. ഇവ്വണ്ണം ഗുണ്യെത്ത ആകിലുമാം. ഇങ്ങെന രൂപവിഭാഗവും സ്ഥാ�
നവിഭാഗവും എന്നു രണ്ടുപ്രകാരം ഖണ്ഡിക്കാം. ഇങ്ങെന ഗുണനപ്രകാരം െകാണ്ടു
തെന്ന ഖണ്ഡഗുണനപ്രകാരവുമുണ്ടാകും.10

വ്യാഖ്യാനം 10:
ഖണ്ഡയിത്വാഥവാ ഗുണ്യം ഖണ്ഡാേനതാൻ പൃഥൿ പൃഥൿ |
ഗുണേകന ഹതാൻ യുജ്ഞ്യാൽ . . . . . . . . . || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

സ്ഥാനനിയമംകൂടാെത പ്രകാന്തേരണ ഗുണനെത്ത പറയുന്നു.
സ്ഥാനവിഭാഗെത്ത അനുസരിച്ചു്:
ഇവിെട ഗുണ്യം = 647; ഗുണകാരം = 234

647× 200 = 129400

647× 30 = 19410

647× 4 = 2588

647× 234 = 151398

രൂപവിഭാഗെത്ത അനുസരിച്ചു്:
647× 110 = 71170

647× 124 = 80228

647× 234 = 151398

പിെന്ന ഇങ്ങെന ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന സംഖ്യെയ േക്ഷത്രമായിട്ടും കല്പിക്കാം.11

വ്യാഖ്യാനം 11: ഗുണ്യഗുണകാരങ്ങൾ അതുല്യങ്ങെളങ്കിൽ േക്ഷത്രം ഒരു ഘാതേക്ഷത്രമാ�
യിരിക്കും. അതു ഗുണ്യസംഖ്യേയാളം നീളവും ഗുണകാര്യസംഖ്യേയാളം ഇടവുമുള്ളതായിരി�
ക്കും.

പരിേലഖം 1-ൽ ഗുണ്യം = 11, ഗുണകാരം = 7.
േക്ഷത്രഫലം = ആെകയുള്ള ഖണ്ഡങ്ങൾ = 77.
ഗുണിതഫലം = 11× 7 = 77.

ഗുണ്യഗുണകാരങ്ങൾ തുല്യങ്ങളാകുേമ്പാൾ, േക്ഷത്രം സമചതുരശ്രമായിരിക്കും.
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പരിേലഖം 2-ൽ ഗുണ്യം = ഗുണകാരം = 8.
േക്ഷത്രഫലം = 64.

ഗുണിതഫലം 8× 8 = 8
2 = 64.

പരിേലഖം (1) പരിേലഖം (2)

എന്നാലുണ്ടു ചില എളുപ്പം. അവിെട േക്ഷത്രെമന്നതു സമതലമായി ചതുരശ്രമായിരി�
േപ്പാരു പ്രേദശം. അതു നീണ്ടിട്ടിരിക്കിലുമാം സമചതുരശ്രമായിട്ടാകിലുമാം. അവിെട
ഗുണ്യം വലുത് ഗുണകരം െചറുതു് എന്നിരിക്കുേമ്പാൾ േകാൽ വിരൽ എന്നിവറ്റിേല�
താനും ഒരു മാനംെകാണ്ടു് ഗുണ്യസംഖ്യേയാളം നീളമായി ഗുണകാരസംഖ്യേയാളം
ഇടമായി ഇരുെന്നാന്നു് ഈ േക്ഷത്രമാകുന്നതു് എന്നു കല്പിേക്കേവണ്ടുവതു്. പിെന്ന
ഇതിങ്കൽ േകാൽമാനമാകുന്നതു് എങ്കിൽ ഒരിേക്കാെലാരിേക്കാൽ അകലത്തിൽ
നീളവും വിലങ്ങും ചില േരഖകെള ഉണ്ടാക്കൂ. അേപ്പാൾ ഒരിക്കൽ േപാേന്നാ ചിലവ
സമചതുരശ്രങ്ങെളെക്കാണ്ടു് നിറയെപ്പട്ടിരിക്കും ഈ േക്ഷത്രം. ഈ ഖണ്ഡങ്ങൾ
പങ്  ക്തികളായിട്ടു് ഇരിപ്പൂതും െചയ്യും. അവിെട നീളത്തിലുള്ള ഓേരാ വരിയിൽ ഗു�
ണ്യത്തിെന്റ സംഖ്യേയാളം ഖണ്ഡങ്ങളുള്ളവ, ഗുണകാരസംഖ്യേയാളം വരിയുമുള്ളവ.
പിെന്ന വിലങ്ങത്തിൽ വരിയാകുന്നു എന്നു കല്പിക്കുന്നൂതാകിൽ വരിയിേലാേരാ�
ന്നിൽ ഗുണകാരേത്താളം ഖണ്ഡങ്ങൾ. ഗുണ്യസംഖ്യേയാളം വരികൾ എന്നാകിലു�
മാം. ഈ ഖണ്ഡങ്ങൾക്കു േക്ഷത്രഫലം എന്നു േപർ. ഈ വണ്ണം കല്പിക്കുേമ്പാൾ
േക്ഷത്രത്തിെന്റ നീളവും ഇടവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചാൽ ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലങ്ങളു�
ണ്ടാം എന്നു വരും. പിെന്ന ഗുണ്യെത്തെക്കാണ്ടു് ആവർത്തിച്ചിരിക്കും ഗുണകാര�
െമന്നും ഗുണകാരെത്തെക്കാണ്ടു് ആവർത്തിച്ചിരിക്കും ഗുണ്യെമന്നും വ്യക്തമാകും.
ഗുണിതഫലത്തിങ്കൽ ഇതു സമകണ്ണൎമായിരിെപ്പാന്നു േക്ഷത്രം. ഇവിെട പിെന്ന
ചതുരശ്രേക്ഷത്രത്തിെന്റ ഒരു േകാണിൽ നിന്നു തുടങ്ങി േക്ഷത്രമേദ്ധ്യകൂടി മെറ്റ േകാ�
ണിൽ സ്പർശിക്കുന്ന സൂത്രം കണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഇതിന്നു ഘാതേക്ഷത്രെമന്നുേപർ.
ഘാതെമന്നും സംവഗ്ഗൎെമന്നും ഗുണനത്തിന്നു േപർ. പിെന്ന വഗ്ഗൎേത്തയും േക്ഷത്രരൂ�
േപണ കല്പിക്കാം. അവിെട വഗ്ഗൎേക്ഷത്രെമങ്കിൽ സമചതുരശ്രമായിേട്ട ഇരിക്കുമെത്ര
എന്നു നിയതം. ഇങ്ങെന സാമാന്യഗുണനം.

ഗുണനത്തിങ്കൽ ചില വിേശഷങ്ങൾ
അനന്തരം ഗുണ്യത്തിങ്കത്താൻ ഗുണകാരത്തിങ്കത്താൻ ഒരിഷ്ടസംഖ്യകൂട്ടിത്താൻ
കളഞ്ഞുതാൻ ഇരിക്കുന്നവെറ്റ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചുെവങ്കിൽ േകവലങ്ങളാകുന്ന ഗുണ�
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ഗുണ്യങ്ങളുെട ഘാതത്തിങ്കന്നു് എത്ര ഏറിതാൻ കുറഞ്ഞുതാൻ ഇരിക്കുന്നു ഈ ഘാ�
തം എന്നതിെന അറിയുംപ്രകാരം. ഇവിെട ഗുണഗുണ്യങ്ങളിൽെവച്ചു െചറിയതിങ്ക�
ന്നു് ഒരിഷ്ടസംഖ്യെയ കളഞ്ഞിട്ടു േശഷെത്തെക്കാണ്ടു് വലിയതിെന ഗുണിപ്പൂതാകിൽ
ആ േക്ഷത്രം അത്ര ഇടം കുറഞ്ഞിരിക്കും. ഇഷ്ടം എത്ര സംഖ്യ അത്ര വരി കുറഞ്ഞിരി�
ക്കും. ആകയാൽ ആ ഇഷ്ടെത്തെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ച വലിയതിെന കൂേട്ടണം. എന്നാൽ
തികയും വരി. ഇഷ്ടസംഖ്യ കൂട്ടീട്ട് എങ്കിൽ അത്ര വരി ഏറി. എന്നിട്ടു് ഇഷ്ടം െകാണ്ടു
ഗുണിച്ച വലിയതിെന കളേയണം. എന്നാൽ തികയും വരി. ഇഷ്ടസംഖ്യെയ കൂട്ടീട്ടു് 
എങ്കിൽ അത്രവരി ഏറി എന്നീട്ടു്. ഈവണ്ണം വലിയതിങ്കന്നു് ഒരിഷ്ടസംഖ്യേയ കള�
കതാൻ കൂട്ടുകുതാൻ െചയ്തിട്ടു് ഗുണിച്ചൂതാകിൽ ഇഷ്ടെത്തെക്കാണ്ടു െചറിയതിെന
ഗുണിച്ചിട്ടു കൂട്ടുകതാനു കളകതാൻ െചേയ്യണം എന്നതു വിേശഷമല്ല.12

വ്യാഖ്യാനം 12:
യേദ്വേഷ്ടാനഗുണേഘ്നത്ര ഗുണ്യമിഷ്ടാഹതം ക്ഷിേപൽ |
ഇഷ്ടാഢ്യഗുണനിഘ്നാദ്വാ ഗുണ്യമിഷ്ടാഹതം ത്യേജൽ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

പരിേലഖം (3) പരിേലഖം (4)

പരിേലഖം 3: ഗുണ്യം = 9.
ഗുണകാരം = 5.

ഇഷ്ടസ്യം = 2.
9× 5 എന്നതിെന്റ േക്ഷത്രം = സരിഗമ . (പരിേലഖം 3)

9× (5 + 2) എന്നതിെന്റ േക്ഷത്രം = സരിധപ .
സരിഗമ = സരിധപ − മഗധപ .

9× 5 = 9× (5 + 2)− 9× 2.

ഇഷ്ടസംഖ്യെയ ഗുണകാരത്തിങ്കന്നു കളയുന്ന പക്ഷം:

9× 5 എന്നതിെന്റ േക്ഷത്രം = സരിഗമ . (പരിേലഖം 4)
9× (5− 2) എന്നതിെന്റ േക്ഷത്രം = സരിധപ .

പരിേലഖം 4:

സരിഗമ = സരിധപ + മഗധപ .
9× 5 = 9.(5− 2) + 9× 2.
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അനന്തരം ഗുണഗുണ്യങ്ങളിൽ െചറിയതിൽ വലിെയാരിഷ്ടം കൂട്ടൂ; വലിയതിങ്ക�
ന്നു െചറിെയാരിഷ്ടം കളയൂ. പിെന്ന ഇവ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചൂെവങ്കിൽ അവിെടെയ�
ത്രകൂട്ടി അത്ര വരി ഏറിേപ്പായി. എത്രയുണ്ടു മേറ്റതിങ്കന്നു കളഞ്ഞതു് അത്രച്ച വരിയി�
െല ഖണ്ഡസംഖ്യയും കുറഞ്ഞും േപായി. ഇങ്ങെന ഇരിെപ്പാന്നു് അേക്ഷത്രം. അവി�
െട വലിയ ഗുണ്യത്തിങ്കന്നു കുറെഞ്ഞാരു സംഖ്യ കളഞ്ഞതു്, െചറിയ ഗുണകാരത്തി�
ങ്കൽ ഏറിയസംഖ്യ കൂട്ടിയതു് എന്നു കല്പിക്കുേമ്പാൾ ഇഷ്ടം േപായഗുണ്യേത്താളന്നീ�
ളമുള്ള വരികൾ ഏറിയതു്. അവിെട പിേന്നയും ഗുണകാരത്തിങ്കെല ഇഷ്ടേത്താളം
വരികൾ ഏറി. എന്നിട്ടു ഗുണകാരത്തിങ്കൽ കൂട്ടിയ ഇഷ്ടെത്തെക്കാണ്ടു ഇഷ്ടം േപാ�
യഗുണ്യെത്ത ഗുണിച്ചിട്ടുള്ളതു് ഈ േക്ഷത്രത്തിങ്കന്നു കളേയണം. പിെന്ന ഗുണ്യത്തി�
ങ്കെല ഇഷ്ടേത്താളം വിലങ്ങുള്ള വരികൾ കൂേട്ടണ്ടുവതു് . ആകയാൽ േകവലഗുണകാ�
രെത്ത ഗുണ്യത്തിങ്കെല ഇഷ്ടെത്തെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു കൂേട്ടണ്ടൂ. എന്നിങ്ങെന സ്ഥിത�
മിതു് . ഈവണ്ണം ഗുണഗുണ്യങ്ങളിൽ രണ്ടിങ്കലും ഇഷ്ടെത്ത കൂട്ടുകതാൻ കളകതാൻ
െചയ്യുേന്നടത്തും ഊഹിച്ചുെകാള്ളൂ.13

വ്യാഖ്യാനം 13: ഗുണ്യം = 9; ഗുണകാരം = 5; ഗുണ്യത്തിൽ കളഞ്ഞ ഇഷ്ടം = 2;
ഗുണകാരത്തിൽ കൂട്ടിയ ഇഷ്ടം = 3.

പരിേലഖം (5)

9× 5 = സരിഗമ ;
(9− 2)× 5 = സനിതമ .

(9− 2)× (5 + 3) = സനിധപ .
സരിഗമ = സനിധപ + നിര ിഗത − മതധപ

9× 5 = (9− 2)(5 + 3) + 2× 5− 3× (9− 2)

അനന്തരം ഗുണകാരെത്ത ഏതാനും ഒരിഷ്ടെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലെത്ത
തന്നിൽ തെന്ന കൂട്ടി പിെന്ന അതിെനെക്കാണ്ടു ഗുണ്യെത്ത ഗുണിപ്പൂ എങ്കിൽ അതി�
ങ്കന്ന് എത്ര കളേയണ്ടൂ എന്ന്. അവിെട ഗുണകാരസംഖ്യ പന്ത്രണ്ടു് എന്നു കല്പിപ്പൂ.
പന്ത്രണ്ടിൽ തെന്ന ഹരിച്ച ഫലം ഒന്നും കൂട്ടിയതു് എന്നും കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന ഇതി�
െനെക്കാണ്ടു ഗുണിപ്പൂ ഗുണ്യെത്ത. എന്നാൽ ഗുണ്യേത്താളന്നീളമുള്ള പതിമ്മൂന്നുവ�
രികൾ ഉണ്ടാകും. അവിടുന്നു ഒരുവരി േപാവാനായിെക്കാണ്ടു പതിമ്മൂന്നിൽ ഹരിച്ച
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ഫലം കളേയണ്ടുവതു്, പന്ത്രണ്ടിൽ ഹരിച്ച ഫലമല്ല. േകവലത്തിെന്റ പന്ത്രണ്ടാെലാ�
ന്ന് യാെതാന്നു് ഈ അംശേത്താടുകൂടിയതിങ്കന്നു പതിമ്മൂന്നാെലാന്നായിരിക്കും
ഈ ഫലം. എന്നീവണ്ണം വ്യക്തമാകയാൽ യാെതാരു ഹാരകം െകാണ്ടു നാേട ഹരി�
ച്ചൂ അതിൽ ഒരു സംഖ്യ കൂട്ടിയതു പിന്നയ്ക്കു ഹാരകമാകുന്നതു്. പതിമ്മൂന്നു വരിയുള്ള
അംശകേക്ഷത്രത്തിങ്കന്നു് ഒരു വരി കളേയണ്ടുേമ്പാൾ അതു പതിമ്മൂന്നാെലാന്നാ�
യിരിക്കും. നേട പന്ത്രണ്ടാെലാന്നുകൂട്ടീട്ടു പതിമ്മൂന്നായി. പിെന്ന പതിമ്മൂന്നാെലാന്നു�
കളഞ്ഞാൽ പന്ത്രണ്ടു വരുന്നൂ, എന്നിട്ടു്. പിെന്ന ഇവ്വണ്ണം പന്ത്രണ്ടാെലാന്നുകളക
െചയ്തതു പന്ത്രണ്ടിങ്കന്നു് എങ്കിൽ, പിെന്ന േശഷത്തിങ്കന്നുള്ള പതിെനാന്നാെലാന്നു
കൂട്ടിയാൽ പന്ത്രണ്ടാകുന്നു. ആകയാൽ യാെതാരു ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ചു ഗുണ�
കാരത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞുേവാ; ഗുണിച്ച ഫലത്തിങ്കന്നു അതിെലാന്നു കുറഞ്ഞ ഹാര�
കംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം കൂേട്ടണം. എന്നാൽ വാസ്തവമായിരിക്കുന്ന ഫലം വരും.
ഇങ്ങെന ഗുണിച്ച ഫലത്തിങ്കന്നു െചാല്ലിയ ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലെത്ത
കൂട്ടുകതാൻ കളകതാൻ െചയ്യാം, ഔചിത്യത്തിനു തക്കവണ്ണം. ഗുണിക്കുന്നതിനു
മുമ്പിെല ഗുണഗുണ്യങ്ങളിൽ ഒന്നിങ്കന്നു് ഈയംശെത്ത ഉണ്ടാക്കി തന്നിൽതെന്ന
കളയുകതാൻ കൂട്ടുകതാൻ െചയ്കിലുമാം. എന്നാലും ഫലെമാക്കും. അവിടയ്ക്കു ഹാര�
കം മുമ്പിൽ െചാല്ലിയതു തെന്ന. ഒന്നു കളകതാൻ കൂട്ടുകതാൻ െചയ്തതു മുമ്പിെല
ഹാരകത്തിൽ, അതു പിെന്നയ്ക്കു ഹാരകമാകുന്നതു് എന്നു െചാല്ലെപ്പട്ടതു്. അവി�
െട യാെതാരുപ്രകാരം ഗുണകാരത്തിങ്കൽ കൂട്ടിയ അംശെത്ത അതിങ്കന്നുതെന്ന
കളഞ്ഞാൽ വാസ്തവമായിരിക്കുന്ന ഫലം വരുന്നൂ, അവ്വണ്ണം ഗുണ്യത്തിെന്റ ആയം�
ശെത്ത അതിങ്കന്നു കളഞ്ഞാലും ഫലം തുല്യം. ഗുണകാരത്തിങ്കന്നുതെന്ന കളയു�
േമ്പാൾ വാസ്തവമായിരിക്കുന്ന വരികൾ ഉണ്ടാവും എന്നു വരുന്നതു്. ഗുണ്യത്തിങ്കന്നു
കളയുന്നതാകിൽ വരിയിെല ഖണ്ഡസംഖ്യ കുറക െചയ്യുന്നതു് എേന്ന വിേശഷമുള്ളൂ.
വാസ്തവേക്ഷത്രേത്തക്കാൾ ഇടേമറി നീളംകുറഞ്ഞു എന്നു വരുന്നേത ഉള്ളൂ. േക്ഷത്ര�
ഫലം തുല്യം.

അനന്തരം ഗുണഗുണ്യങ്ങളിൽ വച്ചു് ഗുണകാരം പന്ത്രണ്ടു് എന്നു കല്പിേച്ചടത്തു്
അതിെന പന്ത്രണ്ടിൽ ഹരിക്കുന്നൂ എന്നിരിക്കുന്ന ഫലെത്ത പിെന്ന ഏതാനുെമാ�
ന്നുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു പന്ത്രണ്ടിൽ കൂട്ടി എന്നിരിക്കുന്നതാകിൽ അവിെട വിേശഷം.
ഇവിെട പന്ത്രണ്ടിൽ ഹരിച്ച ഫലെത്ത അഞ്ചിൽ ഗണിച്ചിട്ടു് ഗുണകാരമാകുന്ന പന്ത്ര�
ണ്ടിൽ കൂട്ടി എന്നു കല്പിക്കുന്നൂ. അവിെട അഗ്ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന
ഫലേക്ഷത്രത്തിങ്കൽ പതിേനഴുവരിയുണ്ടാവും. അവിെട ഒരു വരിയിെല ഖണ്ഡസം�
ഖ്യ ഉണ്ടാവാൻ േക്ഷത്രഫലെത്ത പതിേനഴിൽ ഹരിേക്കണ്ടൂ. പിെന്ന ആ സംഖ്യെയ
അഞ്ചിൽ ഗണിച്ചിട്ടു് ഉണ്ടായതിെന മുമ്പിൽ ഉണ്ടായ േക്ഷത്രഫലത്തിങ്കന്നു കളക�
േവണം, വാസ്തവമായിരിക്കുന്ന േക്ഷത്രഫലമുണ്ടാവാൻ. അവിെട നേടെത്ത ഹാ�
രകത്തിെന്റ ഫലെത്തെയത്രെകാണ്ടു ഗുണിച്ചൂ അഗ്ഗുണകാരെത്ത കൂട്ടിയ ഹാരകം
പിെന്നയ്ക്കു ഹാരകമാകുന്നതു് എന്നു വരും.

ഈവണ്ണം ഫലെത്ത കളയുന്നതാകിൽ അവിെട േക്ഷത്രഫലം ഏഴുവരിയാ�
യിരിക്കും. അവിെട ഏഴിൽ ഹരിച്ചിട്ടു് വരിയിെല ഖണ്ഡസംഖ്യ ഉണ്ടാേക്കണ്ടൂ. ആക�
യാൽ അവിെട ഫലഗുണകാരമാകുന്ന അഞ്ചിെന കളകേവണ്ടതു പന്ത്രണ്ടിങ്കന്ന്.
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അതു പിെന്നയ്ക്കു ഹാരമാകുന്നെതന്നും വരും. ഗുണകാരം ഫലത്തിേന്റതു നേടെത്ത
അഞ്ചു തെന്നയെത്രതാനും രേണ്ടടത്തും. എന്നിങ്ങെന ഇപ്രകാരങ്ങെളല്ലാേറ്റയും
അറിയുന്ന ഈ ഘാതെത്ത േക്ഷത്രഫലമാക്കീട്ടു നിരൂപിക്കുേമ്പാൾ അറിയുേന്നട�
േത്തയ്ക്കു് എളുപ്പമുണ്ടു്.14

വ്യാഖ്യാനം 14: പരിേലഖം 6-ൽ
സരി = ഗുണ്യം = 20;
സമ = ഗുണകാരം = 12.

േക്ഷത്രഫലം = 20× 12 = 240.

ഇവിെട ഗുണകാരത്തിൽ അതിൽ പന്ത്രണ്ടാെലാന്നിെന നാലിൽ ഗുണിച്ചതു് (അതായതു 4)
കൂട്ടുന്നു.

പരിേലഖം (6)

അേപ്പാൾ സധപരി എന്ന േക്ഷത്രം വരുന്നു.
അതിെന്റ േക്ഷത്രഫലം = 20× (12 + 4) = 320.

സരിഗമ = സധപരി − മധപഗ .
= 320− 20× 4 = 240.

നാലു് പതിനാറിെന്റ എത്ര അംശമാേണാ പതിനാറിെന്റ ആ അംശെത്ത പതിനാറിൽ നി�
ന്നു കളഞ്ഞു ഗുണ്യംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാലും ഇരുപതിെന്റ ആ അംശെത്ത ഗുണ്യത്തിങ്കൽനിന്നു
കളഞ്ഞു ഗുണകാരെത്ത ഗുണിച്ചാലും ഫലം തുല്യമായിരിക്കും.

4 =
1

4

× 16.

20×
(

16− 1

4

× 16

)
= 240 =

(
20− 1

4

× 20

)
× 16.

(“യാെതാരുപ്രകാരം ഗുണകാരത്തിങ്കൽ കൂട്ടിയ അംശെത്ത അതിങ്കന്നുതെന്ന കളഞ്ഞാൽ
വാസ്തവമായിരിക്കുന്ന ഫലം വരുന്നു, അവ്വണ്ണം ഗുണ്യത്തിെന്റ ആയംശെത്ത അതിങ്കന്നുത�
െന്ന കളഞ്ഞാലും ഫലം തുല്യം” എന്ന വാക്യത്തിെന്റ അത്ഥൎ മാണു് കാണിച്ചിരിക്കുന്നതു്.)
അതായതു േക്ഷത്രം സരിഗമ = േക്ഷത്രം സധയനി .

പിെന്ന പന്ത്രണ്ടു ഗുണകാരമാകുേന്നടത്തു് അപ്പന്ത്രണ്ടിെന്റ നാലിൽ ഹരിച്ചാൽ
അപ്ഫലം മൂന്നു്. ആ മൂന്നിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിപ്പൂ ഗുണ്യെത്ത. പിെന്ന അഗ്ഗുണിച്ചിരി�



12 അദ്ധ്യായം 1. പരികർമ്മാഷ്ടകം

ക്കുന്നതിെന തെന്ന നാലാകുന്ന ഹാരകംെകാണ്ടും ഗുണിപ്പൂ. അേപ്പാൾ അതു പന്ത്ര�
ണ്ടിൽ ഗുണിച്ചതായിട്ടു വരും. അവിെട നേട ഗുണ്യെത്ത മൂന്നിൽ ഗുണിക്കുേമ്പാൾ
ഗുണ്യം മൂന്നു വരിയായിട്ടുണ്ടാവും. പിെന്ന അതിെന നാലിൽ ഗുണിക്കുേമ്പാൾ മുമ്മൂ�
ന്നുവരിയായിട്ടുണ്ടാകും, നാേലടത്തു. അേപ്പാൾ പന്ത്രണ്ടുവരി ഉണ്ടാകും. ആകയാൽ
ഗുണഗുണ്യങ്ങളിൽെവച്ചു് ഒന്നിെന ഏതാനും ഒരു ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ മുടി�
യുെമങ്കിൽ ഈ ഹാരകം െകാണ്ടു ഗുണഗുണ്യങ്ങളിൽ മേറ്റതിെന ഗുണിപ്പൂ. പിെന്ന
ഗുണിച്ചതിെനതെന്ന ഹരിച്ച ഫലെത്തെക്കാണ്ടും ഗുണിപ്പൂ. അേപ്പാൾ ഇഷ്ടഗുണഗു�
ണ്യങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചൂതായിട്ടു് വരും. ഇങ്ങെന പല പ്രകാരത്തിലുള്ള ഗുണന�
െത്ത െചാല്ലീതായി.15

വ്യാഖ്യാനം 15:
. . . . . . . . . യദ്വാ േയന ഹൃേതാ ഗുണഃ |
ശുേദ്ധ്യേത്തന ഹതം ഗുണ്യം പുനഹൎന്യാൽ ഫേലന ച || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

പരിേലഖം (7)

ഗുണകാരെത്ത യാെതാരു സംഖ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ മുടിയുന്നു അസ്സംഖ്യെകാണ്ടു ഗുണ്യ�
െത്ത ഗുണിക്ക. ഇങ്ങെന ഗുണിച്ചിരിക്കുന്നതിെന ഗുണകാരെത്ത ഹരിച്ചു കിട്ടിയ ഫലം
െകാണ്ടും ഗുണിക്ക. എന്നാൽ ഗുണഗുണ്യങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതായി.

ഹരണം
അനന്തരം ഹരണം. അവിെട യാെതാന്നിെന ഹരിക്കുന്നൂ അതിന്നു ഹായ്യൎെമന്നു
േപർ. യാെതാന്നിെനെക്കാണ്ടു ഹരിക്കുന്നൂ അതിന്നു ഹാരകെമന്നു േപർ. അവിെട
ഹായ്യൎെത്ത ഒരു ഘാതേക്ഷത്രെമന്നു കല്പിച്ചു് ഇതിെന്റ ഒരു പാശൎ്വത്തിെന്റ നീളം
ഒരു ഹാരകസംഖ്യേയാളെമന്നു കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന ഈ ഹാരകെത്ത എത്ര ആവൃ�
ത്തികളയാം ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ നിന്നു് അത്രവേര ഉണ്ടു് ആ ഘാതേക്ഷത്രത്തിങ്കൽ
ഹാരകേത്താളം വരിയിൽ ഓേരാന്നിെല ഖണ്ഡസംഖ്യ. ഇങ്ങെന ഫലവും ഹാര�
കവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചിരിേപ്പാരു ഘാതേക്ഷത്രം ഈ ഹായ്യൎമാകുന്നതു്. അവിെട
ഹാരകെത്ത ഹായ്യൎത്തിെന്റ ശതസ്ഥാനമാദിയായിട്ടുെവച്ചിട്ടു വാങ്ങാെമങ്കിൽ നൂ�
റു് ആവൃത്തി കളഞ്ഞതായിട്ടുവരും ഹാരകം. അവിെട ഫലം നൂറുണ്ടായിട്ടു വരും.
ശതസ്ഥാനത്തു് ഒന്നുെവക്കുേമ്പാൾ അതു നൂറായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ യാെതാ�
രിടമാദിയായിട്ടു ഹായ്യൎത്തിങ്കന്നു ഹാരകെത്ത കളഞ്ഞു ആ സ്ഥാനത്തു ഫലെത്ത
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െവേക്കണ്ടൂ. എത്ര ആവൃത്തി അവിടന്നു കളഞ്ഞു അത്ര ഫലം ആ സ്ഥാനത്തുള്ളൂതും.
ഇങ്ങെന ആദ്യ സ്ഥാനേത്താളം ഫലം ഉണ്ടാക്കൂ. എന്നിങ്ങെന ഹരണപ്രകാരം.16

വ്യാഖ്യാനം 16:
ഹായ്യൎാന്ത്യസ്ഥാനതുല്യാന്ത്യം ഹാരമൂദ്ധൎ്വമേധാപി വാ |
ന്യസ്യ യൽഗുണിേതാ ഹാരശ്ശുേദ്ധ്യത്തത്തൽഗുണം ത്യേജൽ ||
ഹായ്യൎേതാഥ ഹരാവൃത്തിസമം ന്യേസ്യൽ ഫലം പൃഥൿ ||
ഹായ്യൎം തമപസാേയ്യൎാഥ ഹേരാേവമ്മുഹുമ്മുൎഹുഃ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

വഗ്ഗൎം
അനന്തരം വഗ്ഗൎം. അവിെട വഗ്ഗൎമാകുന്നതു ഗുണനംതെന്നയെത്ര. ഗുണ്യവും ഗുണ�
കാരവും സംഖ്യെകാണ്ടു തുല്യെമന്നു വിേശഷമാകുന്നതു്. ആകയാൽ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം
സമചതുരശ്രമായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ രണ്ടുവരിയിെല ഖണ്ഡസംഖ്യകളും തുല്യ�
ങ്ങളായിട്ടിരിക്കും, ഇവിെട. മുമ്പിൽ ഗുണനെത്ത െചാല്ലിേയടത്തു ഗുണ്യത്തിെന്റ
അന്ത്യസ്ഥാനത്തിന്നു േനെര ആദ്യസ്ഥാനം വരുമാറു ഗുണകാരെത്തെവച്ചു ഗുണ്യാ�
ന്ത്യസ്ഥാനെത്ത ഗുണകാരത്തിെന്റ അതതു സ്ഥാനെത്ത സംഖ്യെകാണ്ടു് ഗുണിച്ചു്
അതതു സ്ഥാനത്തിെന്റ േനെര െവപ്പൂ എന്നെല്ലാ മുമ്പിൽ െചാല്ലിയതു്. അവ്വണ്ണമാ�
കുേമ്പാൾ ഗുണഗുണ്യങ്ങളുെട സ്ഥാനേയാഗത്തിങ്കന്നു് ഒന്നുേപായ സ്ഥാനസംഖ്യ�
യിങ്കൽ ഗുണിച്ചതിെന േവേക്കണ്ടൂ എന്നു വന്നിരിക്കും. ഇവിെട പിെന്ന ഗുണഗുണ്യ�
ങ്ങൾക്കു സ്ഥാനം തുല്യമാകയാൽ വഗ്ഗൎ്യസ്ഥാനെത്ത ഇരട്ടിച്ചതിൽ ഒന്നു് കുറഞ്ഞതു്
ഒരു ഓജസ്ഥാനമായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ അന്ത്യെത്ത അന്ത്യംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതു്
ഒരു ഓജസ്ഥാനത്തു വരും. അന്ത്യെത്ത ഉപാന്ത്യംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതു് അതിനടുത്തു
കീെഴ യുഗ്മസ്ഥാനത്തിങ്കൽ, ഉപാന്ത്യെത്ത അന്ത്യംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതും ആ സ്ഥാ�
നത്തുതെന്ന വരും. പിെന്ന ഉപാന്ത്യെത്ത ഉപാന്ത്യംെകാണ്ടു് ഗുണിച്ചതു് അതിനു
കീെഴ ഓജസ്ഥാനത്തിങ്കൽ. ഇങ്ങെന തുല്യസ്ഥാനങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിന്നു്
ഓജസ്ഥാനമാകുന്നത്. അതുല്യസ്ഥാനങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിന്നു യുഗ്മം. ആക�
യാൽ അന്ത്യസ്ഥാനത്തിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത നേട ഒരിടത്തു െവയ്പൂ. പിെന്ന വഗ്ഗൎത്തിങ്കൽ
വഗ്ഗൎ്യത്തിെന്റ എല്ലാ സ്ഥാനേത്തയും എല്ലാ സ്ഥാനംെകാണ്ടും ഗുണിേക്കണ്ടുകയാൽ
തുല്യസ്ഥാനഘാതത്തിന്നു വഗ്ഗൎെമന്നും അതുല്യസ്ഥാനങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗണിച്ചതി�
ന്നു ഘാതെമന്നും േപർ. എന്നിട്ടു പറയുന്നൂ ഒറ്റെപ്പട്ടതിന്നു് ഓജെമന്നും ഇരട്ടെപ്പ�
ട്ടതിന്നു യുഗ്മെമന്നും േപർ. ഒട്ടുസംഖ്യ കൂട്ടിയതിന്നു രാശി എന്നും േപർ. അവിെട
അന്ത്യവഗ്ഗൎംെവച്ചു് അനന്തരം ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യവും ഗുണകാരത്തിെന്റ ഉപാ�
ന്ത്യവും പിെന്ന ഗുണ്യത്തിെന്റ ഉപാന്ത്യവും ഗുണകാരത്തിെന്റ അന്ത്യവും തങ്ങളിൽ
ഗുണിച്ചാൽ സ്ഥാനവും സംഖ്യയും ഒന്നു് ആകയാൽ അന്ത്യസ്ഥാനെത്ത ഇരട്ടിച്ചു്
ഉപാന്ത്യസ്ഥാനെത്ത ഗുണിച്ചു് ഉപാന്ത്യസ്ഥാനത്തിനു േനെര െവയ്പൂ. അന്ത്യസ്ഥാ�
നത്തിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത െവച്ചതിനടുത്തു കീെഴയിരിക്കുമതു്. പിെന്ന ഈവണ്ണംതെന്ന
ഇരട്ടിച്ച അന്ത്യെത്തെക്കാണ്ടു് ഗുണിച്ച ഉപാന്ത്യത്തിന്നു കീെഴസ്സംഖ്യകൾ എല്ലാേറ്റ�
യും അതതിനു േനെര കീെഴ െവയ്പൂ. പിെന്ന അന്ത്യസ്ഥാനെത്ത കളയാം. ഗുണ്യാ�
ന്തംെകാണ്ടും ഗുണകാരാന്ത്യംെകാണ്ടും ഗുണിേക്കണ്ടുവതു് ഒക്ക കഴിഞ്ഞു, എന്നിട്ടു്.
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പിെന്ന ഉപാന്ത്യാദി സ്ഥാനങ്ങെള ഒക്ക ഒരു സ്ഥാനം കിഴിച്ചിട്ടു െവയ്പൂ. അേപ്പാൾ
മുമ്പിൽ അന്ത്യസ്ഥാനത്തിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത യാെതാരിടത്തുെവച്ചൂ അതിങ്കന്നു് അടു�
ത്തു കീേഴതിന്നു േനെര കീെഴ ഇരിക്കും. അവിെടത്തെന്ന ഉപാന്ത്യസ്ഥാനത്തിെന്റ
വഗ്ഗൎെത്ത കൂട്ടൂ. പിെന്ന ഉപാന്ത്യസ്ഥാനെത്ത ഇരട്ടിച്ചതിെനെക്കാണ്ടു് അതിനു കീെഴ�
സ്ഥാനങ്ങെള ഗുണിച്ചു അതതിനു േനെര കൂട്ടൂ. പിെന്ന ഉപാന്ത്യെത്ത കളവൂ. പിെന്ന
ഒരു സ്ഥാനം കിഴിച്ചു് ഉപാന്ത്യത്തിനു കീെഴ സ്ഥാനത്തിെന്റ വഗ്ഗൎം കൂട്ടു. പിെന്ന
ഇതിെന ഇരട്ടിച്ചു് അതിന്നു കീെഴ സ്ഥാനങ്ങെള ഗുണിച്ചിട്ടു് അേന്നരത്തിരിക്കുന്ന
സ്ഥാനത്തിന്നു േനെര കൂട്ടു. പിെന്ന കിഴിച്ചിട്ടു വഗ്ഗൎം. ഇങ്ങെന സ്ഥാനെമാടുങ്ങുേവാ�
ളം ഇെച്ചാല്ലിയ ക്രിയെയ െചയ്ക. ഇങ്ങെന വഗ്ഗൎമാകുന്നതു ഗുണനം തെന്ന. ഗുണന�
മാകുന്നതു സംകലിതംതെന്നയെത്ര എേന്നാ മുമ്പിൽ െചാല്ലിയെല്ലാ. എന്നാലിതും
സംകലിത വിേശഷമെത്ര. ഇങ്ങെന ഒരു പ്രകാരം വഗ്ഗൎെത്ത െചാല്ലീതായി.17

വ്യാഖ്യാനം 17:
സമേയാസ്തു ദ്വേയാരാേശ്യാഘൎാേതാവഗ്ഗൎ ഇതി സ്മൃതഃ |
അന്ത്യാംകവഗ്ഗൎം ദ്വിഘ്നാന്ത്യതാഡിതാനിതരാനപി ||
സ്വേസ്വാപരി ക്രമാന്ന്യേസ്യ ദന്ത്യഹീനമേധാഗതം |
ദക്ഷിേണന സമാനീയ ക്രമാേദവമ്മുഹുഃ ക്രിയാ |
ആദിമാദ്വാ സമാരഭ്യ കർത്തവ്യാ സ്യാദയം വിധിഃ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഗുണ്യവും ഗുണകാരവും സമമാകുന്നിടത്തു് ഫലത്തിനു വഗ്ഗൎെമന്നു േപർ. വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം അതു�
െകാണ്ടു സമചതുരശ്രേക്ഷത്രമായിരിക്കും.

ഒരു സ്ഥാനം മാത്രമുള്ള സംഖ്യെയ വഗ്ഗൎിച്ചാൽ വഗ്ഗൎത്തിൽ ഒേന്നാ രേണ്ടാ സ്ഥാനങ്ങ�
ളുണ്ടായിരിക്കും. 2× 2 = 4; 5× 5 = 25. രണ്ടു സ്ഥാനമുള്ള സംഖ്യെയ വഗ്ഗൎിച്ചാൽ ഫല�
ത്തിങ്കൽ മൂേന്നാ നാേലാ സ്ഥാനങ്ങളുണ്ടായിരിക്കും. 12× 12 = 144; 75× 75 = 5625.
ഇങ്ങെന േമേല്പാട്ടു കണ്ടുെകാൾക. ഒരു സംഖ്യയുെട വഗ്ഗൎത്തിൽ ആദ്യസ്ഥാനെമല്ലാേയ്പാഴും
ഫലത്തിങ്കൽ ഒേരാജസ്ഥാനത്തായിട്ടിരിക്കും. അതുെകാണ്ടാണു് ഓജസ്ഥാനെത്ത വഗ്ഗൎ�
സ്ഥാനെമന്നും യുഗ്മസ്ഥാനെത്ത അവഗ്ഗൎസ്ഥാനെമന്നും പറയുന്നതു്. മൂലത്തിങ്കെല എത്രാം
സ്ഥാനെത്ത സംഖ്യെയയാേണാ വഗ്ഗൎിക്കുന്നതു് ആ സ്ഥാനസംഖ്യെയ ഇരട്ടിച്ചതിൽ ഒന്നു�
േപായ സ്ഥാനത്തായിരിക്കും ഫലത്തിൽ ആ സംഖ്യയുെട വഗ്ഗൎത്തിെന്റ ആദ്യസ്ഥാനം

1× 1 = 1— വഗ്ഗൎാദ്യസംഖ്യകളുെട സ്ഥാനം 2× 1− 1 = 1

10× 10 = 100— . . . . . . 2× 2− 1 = 3

100× 100 = 10000— . . . . . . 2× 3− 1 = 5

ക്രിയയുെട യുക്തി: മൂലത്തിെല അന്ത്യസ്ഥാനെത്ത സംഖ്യ ക എന്നും, ഉപാന്ത്യ സ്ഥാ�
നേത്തതു ഖ എന്നും ആദ്യസ്ഥാനേത്തതു ഗ എന്നും കല്പിക്കുക.

അേപ്പാൾ മൂലസംഖ്യ = 100×ക + 10× ഖ + ഗ .
വഗ്ഗൎം = (ക×100 + ഖ×10 + ഗ )(ക×100 + ഖ×10 + ഗ )

(1)ക × 100×ക × 100 = ക2 × 10000 — അഞ്ചാംസ്ഥാനത്തു ക2.
(2)ക × 100× ഖ × 10 = ക .ഖ × 1000 — നാലാംസ്ഥാനത്തു ക .ഖ .
(3)ക × 100× ഗ = ക .ഗ × 100 — മൂന്നാംസ്ഥാനത്തു ക .ഗ .
(4) ഖ × 10×ക × 100 = ക .ഖ × 1000 — നാലാംസ്ഥാനത്തു ക .ഖ .
(5) ഖ × 10× ഖ × 10 = ഖ2 × 100 — മൂന്നാംസ്ഥാനത്തു ഖ2.
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(6) ഖ × 10× ഗ = ഖ .ഗ × 10 — രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു ഖ .ഗ .
(7) ഗ ×ക × 100 = ക .ഗ × 100 — മൂന്നാംസ്ഥാനത്തു ക .ഗ .
(8) ഗ × ഖ × 10 = ഖ .ഗ × 10 — രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു ഖ .ഗ .
(9) ഗ × ഗ = ഗ2 — ആദ്യസ്ഥാനത്തു ഗ2.

ഈ ഒമ്പതു സംഖ്യകളുെടയും േയാഗം വഗ്ഗൎം.
വഗ്ഗൎത്തിൽ അഞ്ചാംസ്ഥാനത്തു ക2; നാലാംസ്ഥാനത്തു 2×ക × ഖ ; മൂന്നാംസ്ഥാന�

ത്തു 2×ക × ഗ , ഖ2; രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു 2× ഖ × ഗ ; ആദ്യസ്ഥാനത്തു ഗ2.
ക്രിയ:    (i) ക എന്നതിെന വഗ്ഗൎിച്ചു അഞ്ചാംസ്ഥാനത്തു െവക്കുക. (ii) 2× ക എന്നതു�

െകാണ്ടു ഖ , ഗ എന്നവെറ്റ ഗുണിച്ചു നാലാംസ്ഥാനത്തിലും മൂന്നാംസ്ഥാനത്തിലും െവയ്ക്കുക.
(iii) മൂലത്തിെല ക എന്നതിെന കളഞ്ഞു, ഖ , ഗ എന്ന സംഖ്യകെള ഒരു സ്ഥാനം കീേഴ്പാ�
ട്ടിറക്കി െവക്കുക. അേപ്പാൾ ഖ ഫലത്തിങ്കെല മൂന്നാംസ്ഥാനത്തിേന്റയും ഗ രണ്ടാംസ്ഥാന�
ത്തിേന്റയും േനെര വരും. പിെന്ന ഖ എന്നതിെന വഗ്ഗൎിച്ച മൂന്നാംസ്ഥാനത്തിൽ കൂട്ടു. 2× ഖ
എന്നതിെനെക്കാണ്ടു ഗ എന്നതിെന ഗുണിച്ച ഫലെത്ത രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു െവക്കു. (iv) മൂല�
ത്തിെല ഖ എന്നതിേനയും കളഞ്ഞു ഗ എന്നതിെന ഒരു സ്ഥാനം ഇറക്കിെവക്കു. അേപ്പാൾ
ഗ എന്നതു ഫലത്തിങ്കെല ആദ്യസ്ഥാനത്തിനു േനെര വരും.ഗ എന്നതിെന വഗ്ഗൎിച്ചാദ്യസ്ഥാ�
നത്തുെവക്കു, ഇങ്ങെന വഗ്ഗൎീകരണം.

അനന്തരം ഇതിെനത്തെന്ന േക്ഷത്രത്തിങ്കൽ കാട്ടുന്നൂ. അവിെട വഗ്ഗൎെമെന്നാ�
രു സമചതുരശ്രേക്ഷത്രം. ഇതിെന്റ അന്ത്യസ്ഥാനത്തിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത െവയ്ക്കുേമ്പാൾ
അത്രേപാെന്നാരു സമചതുരശ്രമമുണ്ടാകും. അെതാരുേകാടിയിലുണ്ടാകും. അതും
പിെന്നയിവിെട വഗ്ഗൎ്യരാശി ഖണ്ഡിച്ചിട്ടു വഗ്ഗൎിക്കുമാറു് ഓർക്കുന്നു. അവിെട അതിെന്റ
അന്ത്യസ്ഥാനം ഒരു ഖണ്ഡം. കീെഴസ്ഥാനങ്ങൾ ഒക്ക കൂടിയതു് ഒരു ഖണ്ഡം. ഇങ്ങ�
െന ഗുണകാരേത്തയും പിെന്ന ഗുണ്യെത്തയും ഖണ്ഡിപ്പൂ ഇവ്വണ്ണം തെന്ന. എന്നാൽ
ഗുണകാരത്തിെന്റ അന്ത്യഖണ്ഡം െകാണ്ടു ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യഖണ്ഡെത്ത ഗുണി�
ച്ചതു് ഒന്നു്. ഗുണ്യത്തിെന്റ ആദ്യഖണ്ഡെത്ത ഗുണിച്ചതു് രണ്ടാമതു്. പിെന്ന ഗുണകാ�
രത്തിെന്റ ആദ്യഖണ്ഡെത്തെക്കാണ്ടു ഗുണ്യത്തിെന്റ അന്ത്യഖണ്ഡെത്ത ഗുണിച്ചതു
മൂന്നാമതു്. ഇതിെനെക്കാണ്ടു് ആദ്യഖണ്ഡെത്ത ഗുണിച്ചതു നാലാമതു്. ഇങ്ങെന വഗ്ഗൎ�
േക്ഷത്രം നാലുഖണ്ഡമായിട്ടിരുെന്നാന്നു്. അവിെട നേടെത്ത ഖണ്ഡവും നാലാമതും.
സമചതുരശ്രമായിട്ടിരുെന്നാന്നു് . എന്നിട്ടു് ഇവ രണ്ടും വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം. രണ്ടാമതും മൂന്നാ�
മതും ഘാതേക്ഷത്രം. അവിെട നൂറ്റിഇരുപത്തിമൂന്നിെന്റ വഗ്ഗൎം േവണ്ടുവതു് എന്നിരി�
ക്കുേമ്പാൾ, ശതസ്ഥാനത്തിങ്കെല ഒന്നു് ഒരു ഖണ്ഡമാകുന്നതു്, കീെഴ സ്ഥാനങ്ങൾ
രണ്ടുംകൂടി ഇരുപത്തിമൂന്നു മേറ്റഖണ്ഡമാകുന്നത്. അവിെട നേട നൂറ്റിെന്റ വഗ്ഗൎം െവ�
യ്ക്കുേമ്പാൾ നൂറുവരിയും ഓേരാ വരിയിൽ നൂറുനൂറു ഖണ്ഡങ്ങളുംകൂടിയിരിേപ്പാരു സമ�
ചതുശ്രമുണ്ടാകും. ഇതു് ഈശ േകാണിൽ എന്നു കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന ഘാതങ്ങൾ രണ്ടും
ഇതിെന്റ െതക്കും പടിഞ്ഞാറും െവയ്പൂ.

അവ രണ്ടും നൂറു നീളവും ഇരുപത്തിമൂന്നു് ഇടവും ഇങ്ങെന ഇരിേപ്പാ ചില രണ്ടു
േക്ഷത്രങ്ങൾ ഇവ. പിെന്ന ഇരുപത്തിമൂന്നിെന്റ വഗ്ഗൎം നിതൃതിേകാണിൽ വരും. പി�
െന്ന ആ േക്ഷത്രത്തിങ്കലും ഇരുപതും മൂന്നും ഇങ്ങെന സ്ഥാനെത്ത ഖണ്ഡിച്ചു വഗ്ഗൎി�
ക്കാം. അവിെട ഇരുപതിെന്റ വഗ്ഗൎം അവിടെത്ത ഈശേകാണിൽ കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന
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ഇരുപതു നീളവും മൂന്നിടവും ഇങ്ങെന രണ്ടു ഘാതേക്ഷത്രം െതക്കും പടിഞ്ഞാറും. പി�
െന്ന മൂന്നിെന്റ വഗ്ഗൎം ഇതിെന്റ നിതൃതിേകാണിൽ. ഇങ്ങെന സ്ഥാനെമാടുങ്ങുേവാളം.
ഇങ്ങെന ഒരു വഗ്ഗൎപ്രകാരം. ഇങ്ങെന ഒരു രാശിെയ വഗ്ഗൎിേക്കണ്ടുേമ്പാൾ അതിെന
രണ്ടായി ഖണ്ഡിച്ചു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചിരിട്ടിച്ചു രണ്ടു ഖണ്ഡത്തിേന്റയും വഗ്ഗൎവും കൂട്ടി�
യാൽ ഖണ്ഡേയാഗത്തിെന്റ വഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും എന്നു െചാല്ലി.18

വ്യാഖ്യാനം 18: വഗ്ഗൎിേക്കണ്ടുന്ന സംഖ്യെയ ക , ഖ എന്നു രണ്ടു സംഖ്യകളായിട്ടു ഖണ്ഡി�
ക്കുക. പരിേലഖം 8-ൽ

വലിയ േക്ഷത്രം = ഒരു സമചതുരശ്രം
= (ക + ഖ )2.

പരിേലഖം (8) പരിേലഖം (9)
ഇതിൽ നാലു ഖണ്ഡങ്ങളുണ്ടു്. അതിെലാന്നു ക2 രണ്ടാമതു ഖ2 മൂന്നാമതും നാലാമതും

ഘാതേക്ഷത്രങ്ങൾ. ഈ ഘാതേക്ഷത്രങ്ങേളാേരാന്നും ക × ഖ എന്നതിേനാടു തുല്യം.
അേപ്പാൾ (ക + ഖ )2 = ക2 + ഖ2 + 2ക × ഖ .
ഇവിെട ഖണ്ഡിക്കുന്നതു സ്ഥാനക്രേമണയും സംഖ്യാക്രേമണയുമാവാം. 25-െന 20, 5

എന്നും 15, 10 എന്നും രണ്ടു വിധത്തിൽ ഖണ്ഡിക്കാം.
ഖണ്ഡേയാവ്വ ൎഗ്ഗൎേയാേഗ വാ ദ്വിഘ്നീം ഖണ്ഡാഹതീം ക്ഷിേപൽ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

പരിേലഖം 9: ഇവിെട 123-െന സ്ഥാനക്രേമണ 100, 20, 3 ഇങ്ങെന മൂന്നായി ഖണ്ഡിച്ചി�
ട്ടാണുദാഹരിച്ചിരിക്കുന്നതു്. എന്നാൽ പരിേലഖം 9-ൽ എളുപ്പത്തിനുേവണ്ടി 25-െന 12,
8, 5 എന്നിങ്ങെന സംഖ്യാക്രേമണ മൂന്നായിട്ടു ഖണ്ഡിച്ചിട്ടാണുദാഹരിച്ചിരിക്കുന്നതു്. ഇവിെട
വലിയ േക്ഷത്രം 25-െന്റ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം. ഇതിൽ ഒമ്പതു ഖണ്ഡങ്ങളുണ്ടു്. അവ 12-െന്റ വഗ്ഗൎേക്ഷ�
ത്രം, 8-െന്റ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം, 5-െന്റ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം, 12× 8, 12× 5, 8× 5 ഈ ഘാതങ്ങളുെട
ഈ രണ്ടു േക്ഷത്രങ്ങൾ.

25
2 = (12 + 8 + 5)2 = 12

2 + 2× 12× 8 + 2× 12× 5 + 8
2 + 2× 8×

5 + 5
2.

അനന്തരം ഖണ്ഡഘാതെത്ത നാലിൽ ഗുണിച്ചിട്ടു് അതിൽ ഖണ്ഡാന്തരവഗ്ഗൎവും
കൂട്ടൂ. എന്നാലും ഈ വഗ്ഗൎമുണ്ടാകും. ഇതിൻപ്രകാരം ഇവിെട ഘാതേക്ഷത്രമാകുന്നതു
വലിയ ഖണ്ഡേത്താളം നീളവും െചറിയ ഖണ്ഡേത്താളമിടവും ഉണ്ടായിരിക്കും. ഇതി�
ങ്കൽ ഒരു കണ്ണൎേരഖയും വരപ്പൂ. ഇങ്ങെന നാലുള്ള ഇവെറ്റെക്കാണ്ടു വഗ്ഗൎേക്ഷത്രമു�
ണ്ടാക്കും പ്രകാരം. ഈ ഘാതേക്ഷത്രത്തിൽ ഒന്നിെന വഗ്ഗൎേക്ഷത്രത്തിെന്റ ഈശ�
േകാണിൽനിന്നു തുടങ്ങി െതേക്കാട്ടു െവയ്പൂ. പിെന്ന ഒന്നിെന ഇതിെന്റ അഗ്നിേകാ�
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ണിൽനിന്നു പടിഞ്ഞാേറാട്ടു്. പിെന്ന നിതൃതിേകാണിങ്കന്നു വടേക്കാട്ടു്. പിെന്ന വാ�
യുേകാണിങ്കന്നു കിഴേക്കാട്ടു്. ഇങ്ങെനെവച്ചാൽ േക്ഷത്രമദ്ധ്യത്തിൽ ഖണ്ഡാന്തരവൎ�
ഗ്ഗേത്താളം േപാരാെതയിരിക്കും. അതും കൂട്ടിയാൽ തികയും. െചറിയ ഖണ്ഡേത്താ�
ളം ഇരുപുറവുമുണ്ടാകുേമ്പാൾ നടുവിൽ അന്തരേത്താളം േശഷിക്കും, എന്നിട്ട്. ആക�
യാൽ നാലുഘാതവും അന്തരവഗ്ഗൎവും കൂട്ടിയാലും ഖണ്ഡേയാഗവഗ്ഗൎം ഉണ്ടാകും. പി�
െന്ന ഇെച്ചാല്ലിയതുെകാണ്ടു തെന്ന, ഖണ്ഡങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാഗം ഘാതെത്ത ഇരട്ടിച്ച�
തും അന്തരവഗ്ഗൎവും കൂടിയായിരിക്കും എന്നു വരും. ഇതിൽ ഖണ്ഡഘാതെത്ത ഇരട്ടി�
ച്ചതിെന കൂട്ടീട്ടെല്ലാ മുമ്പിൽ വഗ്ഗൎെത്ത ഉണ്ടാക്കി, എന്നിട്ടു്.19

വ്യാഖ്യാനം 19: ഖണ്ഡങ്ങെള ക , ഖ എന്നു കല്പിക്കു.
ക എന്നതിേനാളം നീളത്തിലും ഖ എന്നതിേനാളം ഇടമായിട്ടും സ , ര ി , ഗ , മ എന്ന

നാലു ഘാതേക്ഷത്രങ്ങെള ഉണ്ടാക്കു. േയാഗവഗ്ഗൎേക്ഷത്രത്തിൽ [(ക + ഖ )2 എന്നതിെന്റ
േക്ഷത്രം] ഇവെയ പരിേലഖം 10-ൽ കാണിച്ചിരിക്കുന്ന മാതിരി െവക്കു. അേപ്പാൾ നടുവിൽ
ഒരു വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം േശഷിക്കും. അതിെന്റ ബാഹു = ക + ഖ − 2× ഖ = ക − ഖ .

അേപ്പാൾ (ക + ഖ )2 = 4ക .ഖ + (ക − ഖ )2 എന്നു വന്നു.
(ക + ഖ )2 = ക2 + ഖ2 + 2ക .ഖ = 4ക .ഖ + (ക − ഖ )2

∴ ക2 + ഖ2 = 2ക .ഖ + (ക − ഖ )2.

പരിേലഖം (10)

മൂലത്തിൽ ഘാതേക്ഷത്രത്തിെന്നാരു കണ്ണൎേരഖ വരയ്ക്കുവാൻ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടു്. അതു േമലിൽ
പറയുവാൻ േപാകുേന്നടേത്തയ്ക്കു് ഉേദ്ദശിക്കെപ്പട്ടതാകെകാണ്ടു പരിേലഖം 10-ൽ വരച്ചിട്ടില്ല.

ഇവിെട പിെന്ന ഖണ്ഡവഗ്ഗൎേയാഗെത്ത ഒരു േക്ഷത്രെമന്നു കല്പിക്കുേമ്പാൾ
ഘാതേക്ഷത്രത്തിെന്റ കണ്ണൎം സമചതുരശ്രബാഹുവായിട്ടിരിേപ്പാരു വഗ്ഗൎേക്ഷത്രമതു്
എന്നു വരും. ഇതിൻപ്രകാരം. അവിെട നാലു ഘാതേക്ഷത്രെത്ത െവച്ചു് അവറ്റിന്നു്
ഓേരാ കണ്ണൎേരഖകൾ മുമ്പിൽ െചാല്ലിയവറ്റിെന്റ അഗ്രം. സമചതുരശ്രേകാണിൽ
അല്ലാ േവണ്ടൂ, മേറ്റ േകാടികെള സ്പശൎിക്കുമാറു് ഇരിേക്കണ്ടൂ. ഇങ്ങെന ഇരിക്കുേന്നട�
ത്തു് ആ കണ്ണൎേരഖാമാേഗ്ഗൎണ െപളിച്ചു പുറത്തു ഖണ്ഡങ്ങൾ ഓേരാന്നു നാലിങ്കന്നും
കളയൂ. അേപ്പാൾ അതിന്നകം അക്കണ്ണൎേരഖകൾ ചതുരശ്രബാഹുക്കൾ നാലുമായി�
ട്ടിരിേപ്പാരു സമചതുരശ്രം േശഷിക്കും. പിെന്ന കളഞ്ഞ ഖണ്ഡങ്ങൾ നാലിൽ ഈര�
ണ്ടു തങ്ങളിൽ കൂട്ടിയാൽ രണ്ടു ഘാതേക്ഷത്രങ്ങൾ ഉണ്ടാകും. ഈ വണ്ണമാകുേമ്പാൾ
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വഗ്ഗൎേയാഗം കണ്ണൎവഗ്ഗൎെമന്നും വഗ്ഗൎേയാഗത്തിങ്കൽ ഇരട്ടിയിങ്കന്നു േയാഗവഗ്ഗൎം അന്ത�
രവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു് കുറഞ്ഞിരിക്കുെമന്നും വരും. ആകയാൽ ഇവിെട വഗ്ഗൎേയാഗത്തി�
ങ്കന്നു ഘാതത്തിലിരട്ടി കളഞ്ഞാലും േയാഗവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു ഘാതത്തിൽ നാന്മടങ്ങു
േപായാലും വഗ്ഗൎേയാഗത്തിൽ ഇരട്ടിയിങ്കന്നു േയാഗവഗ്ഗൎം േപായാലും മൂന്നിങ്കലും
അന്തരവഗ്ഗൎം േശഷിക്കും എന്നും വരും.20

വ്യാഖ്യാനം 20: പരിേലഖം 10-െലേപ്പാെല വഗ്ഗൎേക്ഷത്രത്തിൽ നാലു ഘാതേക്ഷത്രങ്ങേള�
യും െവക്കു. നാലിനും ഓേരാ കണ്ണൎേരഖേയയും വരയ്ക്കു. ഈ കണ്ണൎങ്ങൾ വഗ്ഗൎേക്ഷത്ര േകാ�
ണുകളിൽ കൂടിയല്ലാത്തവയായിരിക്കണം (പരിേലഖം 11 േനാക്കുക). ഇവിെട േയാഗവഗ്ഗൎ�
േക്ഷത്രം സരിഗമ . സകയച , ച രടര ി , ലടഗത , കമതവ ഇങ്ങെന നാലു ഘാതേക്ഷത്ര�
ങ്ങൾ, അേപ്പാൾ വലരയ അന്തരവഗ്ഗൎേക്ഷത്രമാകുന്നു. കച , ച ട , ടത , തക എന്ന കണ്ണൎ �
ങ്ങെള ഉണ്ടാക്കൂ. അേപ്പാൾ ത്ര്യശ്രം സകച = ത്ര്യശ്രം ച ടരി = ത്ര്യശ്രം ടതഗ =
ത്ര്യശ്രം തകമ = ഘാതേക്ഷത്രാദ്ധൎം.

∴ നാലു ത്ര്യശ്രങ്ങളുംകൂട്ടി ഇരട്ടിച്ച ഘാതേക്ഷത്രത്തിേനാടു തുല്യം.
ഈ ത്ര്യശ്രങ്ങൾ നാലിേനയും കണ്ണൎേരഖാമാേഗ്ഗൎന മുറിച്ചു കളയു. അേപ്പാൾ േയാഗവഗ്ഗൎ�

േക്ഷത്രത്തിൽ കതടച എന്ന േക്ഷത്രം േശഷിക്കും. ഇതു കണ്ണൎം ബഹുവായിട്ടിരിക്കുന്ന ഒരു
സമചതുരശ്രം.

പരിേലഖം (11)

കതടച = കണ്ണൎവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം
= േയാഗവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം− 2×ഘാതേക്ഷത്രം.

∴ കണ്ണൎവഗ്ഗൎം = േയാഗവഗ്ഗൎം− 2×ഘാതം
= വഗ്ഗൎേയാഗം.

കണ്ണൎവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം = കതടച
= വ ലരയ + ത്ര്യശ്രം കയച + ത്ര്യശ്രം ച രട
+ ത്ര്യശ്യ്രം ടലത + ത്യ്രശ്രം കതവ .

ഇവിേടയും ത്ര്യശ്രം കയച = ത്ര്യശ്രം ച രട
= ത്ര്യശ്രം ടലത
= ത്ര്യശ്രം തകവ
= ഘാതേക്ഷത്രാദ്ധൎം.

നാലുേക്ഷത്രങ്ങളും കൂടി ഇരട്ടിച്ച ഘാതേക്ഷത്രത്തിേനാടു തുല്യം.

∴ കണ്ണൎവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം = അന്തരവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം + 2×ഘാതേക്ഷത്രം.
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കണ്ണൎവഗ്ഗൎം = അന്തരവഗ്ഗൎം + 2×ഘാതം.
കണ്ണൎവഗ്ഗൎം = േയാഗവഗ്ഗൎം− 2×ഘാതം.

∴ 2×കണ്ണൎവഗ്ഗൎം = 2×വഗ്ഗൎേയാഗം = അന്തരവഗ്ഗൎം + േയാഗവഗ്ഗൎം.
അതായതു േയാഗവഗ്ഗൎം = 2×വഗ്ഗൎേയാഗം−അന്തരവഗ്ഗൎം.

അേപ്പാൾ അനന്തരവഗ്ഗൎം =


വഗ്ഗൎേയാഗം− 2×ഘാതം
േയാഗവഗ്ഗൎം− 4×ഘാതം
2×വഗ്ഗൎേയാഗം− േയാഗവഗ്ഗൎം

എെന്നല്ലാം വന്നുകൂടി.

അനന്തരം വഗ്ഗൎിേക്കണ്ടുന്ന രാശിെയ രേണ്ടടത്തുെവച്ചു് ഒന്നു ഗുണകാരെമന്നും
ഒന്നു ഗുണ്യെമന്നും കല്പിച്ചു് ഇതിൽ ഒന്നിങ്കന്നു് ഒരിഷ്ടസംഖ്യെയ കളവൂ. അതിെന�
ത്തെന്ന മേറ്റതിൽ കൂട്ടൂ. പിെന്ന തങ്ങളിൽ ഗുണിപ്പൂ. ആ േക്ഷത്രം ഇേഷ്ടാനേത്താ�
ളം ഇടവും ഇഷ്ടാധികേത്താളം നീളവുമായിട്ടിരിക്കും. അവിെട നീളം ഏറിയതിെന
മുറിച്ചു് ഇടം േപാരാേത്തടത്തു െവയ്പൂ. അേപ്പാൾ ഒരു േകാണിൽ ഇഷ്ടവഗ്ഗൎേത്താളം
േപാരാെതയിരിക്കും. അതും കൂട്ടിയാൽ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം മുമ്പിലെത്തതു തെന്ന.21

വ്യാഖ്യാനം 21:
ഇേഷ്ടാേനഷ്ടാഢ്യേയാരാേശ്യാഘൎാേത േവഷ്ടകൃതിം ക്ഷിേപൽ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

വഗ്ഗൎിേക്കണ്ടും രാശിെയ രേണ്ടടത്തുെവച്ചു് ഒന്നിെന ഗുണ്യെമന്നും മെറ്റതിെന ഗുണകാരെമ�
ന്നും കല്പിക്കൂ. പരിേലഖം 12-ൽ ഈ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രംസകടദ എന്നു്. ഇവിെടസക ഗുണകാരം,
സദ ഗുണ്യം. ഗുണകാരത്തിൽ ഒരിഷ്ടസംഖ്യെയ കൂട്ടൂ, ഗുണ്യത്തിൽനിന്ന് ആ ഇഷ്ടസംഖ്യെയ�
ത്തെന്ന കളയൂ. ഇങ്ങെനയിരിക്കുന്ന ഗുണഗുണ്യങ്ങളുെട ഘാതേക്ഷത്രംസരിഗമ . ഗുണകാ�
രത്തിേലറിയതുെകാണ്ടു േക്ഷത്രത്തിേലറിയ ഭാഗംകചഗരി . ഈ ഭാഗെത്ത മുറിച്ചു മപതദ
എന്ന സ്ഥാനത്തുെവക്കു.

അേപ്പാൾ സരിഗമ = സമചക + മദതപ
= സദടക −പതടച .

ഇവിെട സദടക ആദ്യെത്ത വഗ്ഗൎേക്ഷത്രവും പതടച ഇഷ്ടവഗ്ഗൎേക്ഷത്രവുമാകുന്നു.
അേപ്പാൾ സരിഗമ = ആദ്യവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം − ഇഷ്ടവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം.
വഗ്ഗൎിേക്കണ്ടും സംഖ്യെയ അ എന്നും ഇഷ്ടസംഖ്യെയ ഇ എന്നും കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ,

(അ +ഇ )(അ −ഇ ) =അ2 −ഇ2 എന്നു വന്നു.
അ2 = (അ +ഇ )(അ −ഇ ) +ഇ2.

പരിേലഖം (12)
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അനന്തരം ഈ ഖണ്ഡവഗ്ഗൎന്യായം െചാല്ലിയതിെനെക്കാണ്ടു തെന്ന ഒരിഷ്ടരാ�
ശിെയ വഗ്ഗൎിച്ചതിെന രേണ്ടടത്തുെവച്ചു രണ്ടാമെതാരു ഇഷ്ടസംഖ്യെയ കല്പിപ്പൂ. പി�
െന്ന പ്രഥമദ്വിതീേയഷ്ടങ്ങളുെട ഘാതെത്ത ഇരട്ടിച്ചു് അതിെന ഒന്നിൽ കൂട്ടൂ, ഒന്നിൽ
കളയൂ. പിെന്ന ദ്വിതീേയഷ്ടവഗ്ഗൎം രണ്ടിലും കൂട്ടൂ. അേപ്പാൾ പ്രഥേമഷ്ടത്തിൽ ദ്വിതീേയ�
ഷ്ടം കൂട്ടിയതിേന്റയും കളഞ്ഞതിേന്റയും വഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കുമവരണ്ടും. പിെന്ന അവെറ്റ
മൂലിച്ചാൽ ഒരു േയാഗവഗ്ഗൎമൂലവും ഒരന്തരവഗ്ഗൎമൂലവുമായിട്ടിരിക്കുമവ.22

വ്യാഖ്യാനം 22: ക , ഖ എന്നു രണ്ടിഷ്ടരാശികൾ.
ക2 + 2ക .ഖ + ഖ2 = (ക + ഖ )2 → േയാഗവഗ്ഗൎം.
ക2 − 2ക .ഖ + ഖ2 = (ക − ഖ )2 → അന്തരവഗ്ഗൎം.

√
ക2 + 2ക .ഖ + ഖ2 = േയാഗവഗ്ഗൎമൂലം.√
ക2 − 2ക .ഖ + ഖ2 = അന്തരവഗ്ഗൎമൂലം.

}
ഇവിെട യാെതാന്നു മുമ്പിൽ ഖണ്ഡവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം െചാല്ലെപ്പട്ടതു് — ഈശേകാ�

ണിൽ വലിയ ഖണ്ഡത്തിെന്റ വഗ്ഗൎം, നിര്യതിേകാണിൽ െചറിയതിെന്റ വഗ്ഗൎം, മേറ്റ�
േകാണുകളിൽ ഖണ്ഡദ്വയഘാതേക്ഷത്രങ്ങളും — ഈ നാലു േക്ഷത്രവും കൂടിയതു്
അഖണ്ഡേയാഗവഗ്ഗൎേക്ഷത്രമാകുന്നതു്. എന്നിങ്ങെന െചാല്ലിേയടത്തു് ആ നിര്യതി
േകാണിെല ഖണ്ഡേക്ഷത്രം ഒരിഷ്ടവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം; പിെന്ന ഈശേകാണിേലതു മെറ്റാ�
രു ഇഷ്ടവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം. ഇവിെട ഈശേകാണിെല വഗ്ഗൎേക്ഷത്രെത്തക്കാട്ടിൽ മെറ്റ
മൂന്നു േക്ഷത്രങ്ങളും കൂടിയതു് അഖണ്ഡമായിരിക്കുന്ന വലിയ രാശിയുെട വഗ്ഗൎേക്ഷ�
ത്രത്തിൽ ഏറിയ ഭാഗമാകുന്നതു്. ആകയാൽ ആ േക്ഷത്രങ്ങൾ മൂന്നും കൂടിയതു് വ ൎ�
ഗ്ഗാന്തരമാകുന്നതു്. ഈ വഗ്ഗൎാന്തരേക്ഷത്രമാകുന്നതിെന വരുത്തുംപ്രകാരം പിെന്ന.
ഇവിെട ഈശേകാണിെല വഗ്ഗൎേക്ഷത്രത്തിെന്റ െതെക്കപ്പുറത്തും പടിഞ്ഞാെറപ്പുറ�
ത്തും ഓേരാ ഘാതേക്ഷത്രമുള്ളവ ഇവിടയ്ക്കു െചറിയ രാശിെയ രാശ്യന്തരംെകാണ്ടു്
ഗുണിച്ചതായിട്ടിരിക്കുമവ. പിെന്ന നിര്യതിേകാണിേലതു് അന്തരവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും.
ആകയാൽ െചറിയ രാശിെയ ഇരട്ടിച്ചതിെനയും രാശികൾ രണ്ടിേന്റയും അന്തര�
േത്തയും അന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിേക്കണം. ആകയാൽ െചറിയ രാശിയും വലിയ
രാശിയും കൂടിയുള്ള േയാഗെത്ത രാശ്യന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചിട്ടുള്ളതായിട്ടിരിക്കും.
െചറിയ രാശിയും അന്തരവുമുള്ള േയാഗം വലിയ രാശിയായിട്ടിരിക്കും, എന്നിട്ടു്.
േയാഗാന്തരാഹതിവൎഗ്ഗൎാന്തരെമന്നും വരും. ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ ഒന്നിെന്റ വഗ്ഗൎം
ഒന്നിൽനിന്നു ശൂന്യവഗ്ഗൎമായ ശൂന്യെത്ത കളഞ്ഞാൽ േശഷം ഒന്നു്. ഒന്നും രണ്ടും
ഉള്ള േയാഗം ആകുന്ന മൂന്നിെന അന്തരമാകുന്ന ഒന്നിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ
സംഖ്യാേഭദമില്ലായ്കയാൽ മൂന്നുതെന്ന േയാഗാന്തരാഹതിയാകുന്നതു്. ആകയാൽ
ഒന്നും രണ്ടും തങ്ങളിലുള്ള വഗ്ഗൎാന്തരം മൂന്നു്. ഈ മൂന്നിെന ഒന്നിെന്റ വഗ്ഗൎമാകുന്ന
ഒന്നിൽ കൂട്ടിയാൽ നാലു രണ്ടിെന്റ വഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും. ഈ വണ്ണം രണ്ടും മൂന്നും
കൂടിയ അഞ്ചു രണ്ടിേന്റയും മൂന്നിേന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരമാകുന്നതു്. പിെന്ന മൂന്നിേന്റയും
നാലിേന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരം ഏഴു്. നാലുമഞ്ചുമുള്ള വഗ്ഗൎാന്തരം ഒമ്പതു്. ഇങ്ങെന ഒന്നു
തുടങ്ങി ഈരണ്ടീരണ്ടു സംഖ്യ നിരന്തേരണ ഏറി ഏറിയിരിക്കും ഒന്നു തുടങ്ങിയു�
ള്ള നിരന്തരസംഖ്യകളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം. ആകയാൽ ഒന്നു തുടങ്ങി ഈരണ്ടീരേണ്ടറി
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ഇരിേപ്പാരു േശ്രഢീേക്ഷത്രമായിരിക്കുമതു്. ഏകാദിക്രേമണയുള്ള സംഖ്യകളുെട വ ൎ�
ഗ്ഗേക്ഷത്രമായിട്ടിരിക്കുമതു്. ഇങ്ങെന ആകുേമ്പാൾ ഏകാദിദ്വിചയേശ്രഢീേക്ഷത്രമാ�
യിട്ടും കല്പിക്കാം വഗ്ഗൎേക്ഷത്രെത്ത. അവിെട ചതുരശ്രബാഹുവിങ്കെല സംഖ്യേയാളം
വരി; നേടെത്ത വരിയിൽ ഒരു ഖണ്ഡം, പിന്നേത്തതിൽ മൂന്നു ഖണ്ഡം, പിന്നെത്ത
വരിയിൽ അഞ്ചു്, ഇങ്ങെന വരിയിൽ ഖണ്ഡസംഖ്യകൾ ഈ രണ്ടീരേണ്ടറീട്ടിരുേന്നാ
ചിലവ. ഇപ്രകാരം േശ്രഢീേക്ഷത്രസ്വഭാവം. ഇതിെന േമലിൽ വിസ്തരിക്കുന്നു ജ്യാ�
പ്രകരണത്തിങ്കൽ. ഇങ്ങെന െചാല്ലീതായി വഗ്ഗൎപരികമ്മൎം.23

വ്യാഖ്യാനം 23: ഒരു േയാഗവഗ്ഗൎേക്ഷത്രത്തിൽ രണ്ടു ഖണ്ഡവഗ്ഗൎേക്ഷത്രങ്ങളും രണ്ടു ഘാത�
േക്ഷത്രങ്ങളുമുെണ്ടന്നു് മുമ്പിൽ പറഞ്ഞുവേല്ലാ. അതായതുക ,ഖ എന്നു രണ്ടു രാശികെള കല്പി�
ക്കുകയാെണങ്കിൽ,

(ക + ഖ )2 = ക2 + ഖ2 + 2ക .ഖ .
∴ (ക + ഖ )2 −ക2 = ഖ2 + 2ക .ഖ .

ഇങ്ങെനഖ2 + 2ക .ഖ . എന്നതു ഒരു വഗ്ഗൎാന്തരമാകുന്നു. ഈ ബന്ധെത്ത പ്രകാരാന്തേരണ
കല്പിക്കാം.

ക + ഖ എന്ന േയാഗെത്ത ഗ എന്നു കല്പിക്കൂ.
അേപ്പാൾ ക + ഖ = ഗ .

∴ ക = ഗ − ഖ .

അേപ്പാൾ പരിേലഖം 13-ൽ ഈശേകാണിെല വഗ്ഗൎേക്ഷത്രെത്ത ഖ എന്നതിെന്റ വഗ്ഗൎേക്ഷ�
ത്രെമന്നും വലിയ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രെത്ത ഗ എന്നതിെന്റ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രെമന്നും കല്പിക്കുകയാെണ�
ങ്കിൽ, നിര്യതിേകാണിെല വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം ഒരു അന്തരവഗ്ഗൎേക്ഷത്രമാകുന്നു — (ഗ − ഖ )2.
ഓേരാ ഘാതേക്ഷത്രത്തിെന്റ ഫലം = ഖ × (ഗ − ഖ )

പരിേലഖം (13)

അേപ്പാൾ (ക + ഖ )2 − ഖ2 = ക2 + 2ക .ഖ .
ഗ2 − ഖ2 = (ഗ − ഖ )2 + 2(ഗ − ഖ ).ഖ .

= (ഗ − ഖ )(ഗ − ഖ + 2ഖ )
= (ഗ − ഖ )(ഗ + ഖ ).

ഇങ്ങെന േയാഗാന്തരാഹതിവ്വ ൎഗ്ഗൎാന്തരം എന്നു പ്രകാരാന്തേരണ കാണിച്ചു.
∴ 1

2 − 0
2 = (1 + 0)(1− 0) = 1.

2
2 − 1

2 = (2 + 1)(2− 1) = 3.
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3
2 − 2

2 = (3 + 2)(3− 2) = 5.
4

2 − 3
2 = (4 + 3)(4− 3) = 7.

5
2 − 4

2 = (5 + 4)(5− 4) = 9.

ഇവെയല്ലാം ഒരുമിച്ചു കൂട്ടുേമ്പാൾ,
5

2 − 0
2 = 5

2 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 എന്നു വരും.

പരിേലഖം (14)

1+ 3+ 5+ 7+ 9 എന്നതിെന പരിേലഖം 14-ൽ കാണിച്ചിരിക്കുന്ന മാതിരി ഒരു േശ്രഢീ�
േക്ഷത്രമായിട്ടു കല്പിക്കാം. അതുെകാണ്ടു് ഏകാദിക്രേമണയുള്ള സംഖ്യകളുെട വഗ്ഗൎങ്ങെളയും
ഇങ്ങെനയുള്ള േശ്രഢീേക്ഷത്രങ്ങളായിട്ടു കല്പിക്കാം. ഈ േശ്രഢീേക്ഷത്രത്തിൽ മൂലസംഖ്യ�
േയാളം വരി ഉണ്ടായിരിക്കും. ആദ്യെത്ത വരിയിെലാരു ഖണ്ഡം, രണ്ടാമേത്തതിൽ മൂന്നു്, മൂ�
ന്നാമേത്തതിൽ അഞ്ചു്, ഇങ്ങെന േമേല്പാട്ടു േമേല്പാട്ടു ഇരണ്ടീരണ്ടു ഖണ്ഡങ്ങേളറിയിരിക്കും.

1+ 3+ 5+ 7+ 9 എന്നിങ്ങെന േശ്രഢീേക്ഷത്രമായിട്ടു പരിേലഖം 14-ൽ കാണിച്ചി�
രിക്കുന്നു. ഈ േക്ഷത്രെത്ത സസ് എന്ന േരഖാമാേഗ്ഗൎണ െപാളിച്ചു പരിേലഖത്തിൽ കാണി�
ച്ചപ്രകാരം കൂട്ടിേച്ചക്കുൎകയാെണങ്കിൽ അഞ്ചിെന്റ വഗ്ഗൎേക്ഷത്രമാെയാരു സമചതുരശ്രമുണ്ടാ�
കും.
∴ 5

2 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9.

വഗ്ഗൎമൂലം
അനന്തരം മൂലം. അതു വഗ്ഗൎത്തിെന്റ വിപരീതക്രിയയായിരുെന്നാന്നു. അവിേടയു�
മാദ്യസ്ഥാനത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി അന്ത്യസ്ഥാനെമാടുക്കമായിട്ടുള്ള വഗ്ഗൎക്രിയയിങ്കന്നു
വിപരീതമായിരുെന്നാന്നു മൂലക്രിയ. അവിെട നൂറ്റിരുപത്തിമൂന്നിെന ആദ്യസ്ഥാന�
ത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി വഗ്ഗൎിക്കുംപ്രകാരം. ആദ്യസ്ഥാനെത്ത മൂന്നിെന്റ വഗ്ഗൎം ഒമ്പതിെന
ആദ്യസ്ഥാനത്തിനു േനെര െവയ്പൂ. അതു നേടെത്ത ക്രിയയാകന്നതു്. പിെന്ന ഈ മൂ�
ന്നിെന ഇരട്ടിച്ച ആറുെകാണ്ടു രണ്ടാംസ്ഥാനെത്ത രണ്ടിേനയും മൂന്നാംസ്ഥാനെത്ത
ഒന്നിേനയും ഗുണിച്ച് അതതിനുേനെര നേട വഗ്ഗൎം െവച്ചതിെന്റ വരിയിൽെവയ്പൂ. ഇതു
രണ്ടാംക്രിയ. പിെന്ന ദ്വിതീയസ്ഥാനെത്ത രണ്ടിേനയും തൃതീയസ്ഥാനെത്ത ഒന്നി�
േനയും ഓേരാ സ്ഥാനം േമേല്പാട്ടു നീക്കി രണ്ടിെന്റ വഗ്ഗൎം നാലിെന ശതസ്ഥാനത്തു
െവയ്പൂ എന്നു മൂന്നാംക്രിയ. പിെന്ന രണ്ടിെന ഇരട്ടിച്ച നാലിെനെക്കാണ്ടു മൂന്നാംസ്ഥാ�
നെത്ത ഒന്നിെന നീക്കി നാലാംസ്ഥാനത്തിനു േനെര ഇരിക്കുന്നതിെന ഗുണിച്ച
നാലിെന സഹസ്രസ്ഥാനത്തിന്നു േനെര െവയ്പൂ. ഇതു നാലാംക്രിയ. പിെന്ന മൂന്നാം�
സ്ഥാനത്തിരുന്ന ഒന്നിെന നീക്കി നാലാംസ്ഥാനത്താക്കിെവച്ചതു യാെതാന്നു്, പി�
േന്നയുമതിെന നീക്കി അഞ്ചാംസ്ഥാനത്തിങ്കൽ ഇതിെന്റ വഗ്ഗൎെമാന്നു െവയ്പൂ. ഇതു
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അഞ്ചാംക്രിയ. ഇങ്ങിെന മൂന്നു സ്ഥാനമുള്ളതിെന്റ ക്രിയ. ഇതിെന്റ മൂലം ഇെച്ചാല്ലിയ
വഗ്ഗൎക്രിയയിങ്കന്നു വിപരീതമായിട്ടിരിെപ്പാന്നു്. ഇവിെട എല്ലായിലും ഒടുക്കെത്ത ക്രി�
യയാകുന്നതു് അഞ്ചാംസ്ഥാനത്തിങ്കൽ ഒന്നിെന്റ വഗ്ഗൎം െവക്ക. അവിടുന്നു് ഒന്നിെന്റ
വഗ്ഗൎം വാങ്ങുക അവിെട നേടെത്ത ക്രിയ ആകുന്നതു്. പിെന്ന കീെഴ സ്ഥാനത്തി�
ങ്കന്നു് ഇതിെന ഇരട്ടിച്ചു ഹരിക്കുക. മുമ്പിൽ നാലാമതു ഗുണിച്ചു െവക്കുക. പിെന്ന
ഫലത്തിെന്റ വഗ്ഗൎം അതിന്നു കീെഴ സ്ഥാനത്തിങ്കിന്നു വാങ്ങുക. പിെന്നയീ സ്ഥാ�
നങ്ങൾ രണ്ടുംകൂടി കീെഴ സ്ഥാനത്തിങ്കന്നു ഹരിക്ക. പിെന്ന ഫലത്തിെന്റ വഗ്ഗൎം
അതിന്നു കീെഴ സ്ഥാനത്തിങ്കന്നു വാങ്ങുക. ഇങ്ങെന വിപരീതക്രിയയുെട പ്രകാരം
ഒടുക്കെത്ത ക്രിയ നേടെത്ത ക്രിയ, നേടെത്ത ക്രിയ ഒടുക്കെത്ത ക്രിയ. കൂട്ടുേന്നട�
ത്തു കളയുക, കളയുേന്നടത്തു കൂട്ടുക. സ്ഥാനം കേരറ്റുേന്നടത്തു കിഴിക്ക. ഇങ്ങെന
മൂലീകരണമാകുന്നതു വഗ്ഗൎക്രിയയുെട വിപരീതക്രിയ.24

വ്യാഖ്യാനം 24:

വഗ്ഗൎീകരണം 123× 123 ഫലം 123

മൂലീകരണം 15129

(1) 3-െന്റ വഗ്ഗൎം െവക്ക 9 (1) 100-െന്റ വഗ്ഗൎം കളയുന്നു.
1

51

(2) 3× 2× 120 കൂട്ടുന്നു. 7 2 . . . (2) ഫലം 1-െന ഇരട്ടിച്ച 2,
(3) 20× 20 കൂട്ടുന്നു 5-ൽ രണ്ടാവൃത്തി േപാവും.

(സ്ഥാനം കേരറ്റുന്നു.) 4 . . . . . . ഇങ്ങെന നാലു കളയുന്നു
4

11

(4) 2× 20× 100 കൂട്ടുന്നു 4 . . . . . . . . . (3) ഫലവഗ്ഗൎം കളയുന്നു
(5) 100× 100 കൂട്ടുക (ഫലെത്ത ഇറക്കുന്നു)

4

729

(സ്ഥാനം കേരറ്റുന്നു) 1 . . . . . . . . . . . . (4) ഫലം 12-െന്റ ഇരട്ടി 24,
72-ൽ മൂന്നാവൃത്തി േപാവുന്നു.
അതിെന കളയുന്നു.

72

9

വഗ്ഗൎം 1 5 1 2 9 (5) ഒടുക്കെത്ത ഫലവഗ്ഗൎം 9
കളയുന്നു. (സ്ഥാനം ഇറക്കുന്നു)

9

ഇങ്ങെന മൂലീകരണം വഗ്ഗൎീകരണത്തിെന്റ വിപരീതക്രിയയാകുന്നു.

വഗ്ഗൎേയാഗമൂലവും വഗ്ഗൎാന്തരമൂലവും
പിെന്ന ഈ ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന രണ്ടു വഗ്ഗൎങ്ങെള കൂട്ടി മൂലിച്ച മൂലമുണ്ടാക്കണെമ�
ങ്കിൽ െചറിയ രാശിയുെട വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു വലിയ രാശിെയ ഇരട്ടിച്ചതിെനെക്കാണ്ടു
ഹരിപ്പൂ. പിെന്ന ഫലത്തിെന്റ വഗ്ഗൎം വാങ്ങൂ. ഫലെത്ത ഇരട്ടിച്ചു ഹാരകത്തിൽ കൂട്ടൂ.
പിേന്നയുമിങ്ങെന. ഇവിെട ഹായ്യൎത്തിെന്റ എത്രാം സ്ഥാനത്തിങ്കന്നു ഹരിച്ചു, ഫല�
െത്ത ഇരട്ടിച്ചതിെന ഹാരകത്തിെന്റ അത്രാംസ്ഥാനത്തു കൂേട്ടണ്ടൂ എന്നു നിയമം.
പിെന്ന ഒടുക്കെത്ത ഹാരാദ്ധൎം േയാഗമൂലമാകുന്നതു്. അവിെട ഹരിച്ചാൽ എത്ര
ഫലമുണ്ടാകുെമന്നു് ഊഹിച്ചിട്ട് ആ ഫലെത്ത ഇരട്ടിയാെത ഹാരകത്തിൽ കൂട്ടീട്ടാ�



24 അദ്ധ്യായം 1. പരികർമ്മാഷ്ടകം

വു ഹരിപ്പതു് എങ്കിൽ പിെന്ന ഫലത്തിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത േവെറ വാേങ്ങണ്ടാ. അതു
കൂടി േപായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ഹരിച്ചാലും ഫലെത്ത ഹാരകത്തിൽ കൂട്ടൂ. അേപ്പാൾ
ഇരട്ടിച്ചു കൂട്ടിയതായിരിക്കും. പിെന്ന കീെഴ സ്ഥാനത്തിങ്കന്നു ഹരിക്കുേമ്പാൾ എത്ര
ഫലമുണ്ടാകുെമന്നതിെനക്കണ്ടു് അതിെന ഹാരകത്തിെന്റ കീെഴ സ്ഥാനത്തു കൂട്ടീട്ടു
ഹരിപ്പൂ. പിേന്നയും ഫലെത്ത കൂട്ടൂ. ഇങ്ങെന ഹായ്യൎെമാടുങ്ങുേവാളം ക്രിയ ൈച�
വൂ. ഹാരകാദ്ധൎം േയാഗവഗ്ഗൎമൂലം. ഇവിെട വഗ്ഗൎേയാഗത്തിങ്കന്നു വലിയ രാശീെട
വഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞു മൂലെത്ത ഇരട്ടിച്ചു െവച്ചിരിക്കുന്നതു ഹാരകമാകുന്നതു് എന്നു
കല്പിക്കുന്നതു്. സ്ഥാനവിഭാഗത്തിന്നു തക്കവണ്ണമല്ല നേടെത്ത വഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞു,
സംഖ്യാവിഭാഗത്തിന്നു തക്കവണ്ണമെത്ര എന്നു മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ മൂലീകരണക്രിയ�
യിങ്കന്നു വിേശഷമാകുന്നതു്. ഇങ്ങെന വഗ്ഗൎേയാഗമൂലീകരണം. പിെന്ന വഗ്ഗൎാന്തരമൂ�
ലമറിേയണ്ടിവരികിൽ ഇപ്രകാരംതെന്ന ഹായ്യൎേത്തയും ഹാരകേത്തയുംെവച്ചു ഹരി�
ക്കുേന്നടത്തു ഹാരകത്തിങ്കന്നു ഫലെത്ത കളഞ്ഞിട്ടു ഹരിേക്കണം. ഹരിച്ചനന്തരം
ഫലെത്ത കളവൂതും ൈചവൂ. പിെന്ന സ്ഥാനം കിഴിച്ചിട്ടു ഹരിക്കുേന്നടത്തുണ്ടാകുന്ന
ഫലെത്ത ഊഹിച്ചിട്ടു മുേമ്പ ഹാരകത്തിങ്കന്ന് അത്രാം സ്ഥാനത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞ
േശഷെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഹരിച്ചനന്തരം ഫലെത്ത കളവൂ. ഇങ്ങെന ഹായ്യൎാന്തം
ക്രിയാ. ഒടുക്കെത്ത ഹാരകെത്ത അദ്ധൎിച്ചതു വഗ്ഗൎാന്തരമൂലമായിട്ടിരിക്കും. ഇങ്ങെന
വഗ്ഗൎാന്തരമൂലം.25

വ്യാഖ്യാനം 25: ഇവിേടയും മൂലീകരണപ്രകാരം മുമ്പിൽ പറഞ്ഞതുേപാെലതെന്ന. മു�
മ്പിൽ സ്ഥാനവിഭാഗത്തിനു തക്കവണ്ണം ക്രിയെചയ്തു. ഇവിെട സംഖ്യാവിഭാഗത്തിന്നു തക്ക�
വണ്ണം ക്രിയ െചേയ്യണം.

12
2 + 9

2 എന്നതിെന്റ മൂലം വരുേത്തണം.
ആദ്യെത്ത ക്രിയ 12-െന്റ വഗ്ഗൎം കളയുക. േശഷം 81. ആദ്യഫലമായ 12-െന ഇരട്ടിച്ച�

തു 24 ഒരു ഹാരകം. 81 ഹായ്യൎം. ഹായ്യൎത്തിൽ ഹാരകം മൂന്നു് ആവൃത്തി േപാവും. േശഷം
9. രണ്ടാംഫലം 3. ഈ മൂന്നിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത 9-ൽ നിന്നു കളഞ്ഞാൽ േശഷം ശൂന്യം. രണ്ടാം
ഫലെത്ത ഇരട്ടിച്ചത് ആറു്. ദ്വിഘ്നഫലേയാഗം = 24+ 6 = 30. ഇതിെന്റ അദ്ധൎം 15. അതു
വഗ്ഗൎേയാഗമൂലം. ഇങ്ങെന രണ്ടു ക്രിയകളും തുല്യങ്ങൾ.

രണ്ടാംഫലെത്ത ദ്വിഘ്നാദ്യഫലത്തിൽകൂട്ടി അതു ഹാരകമായിട്ടു ക്രിയ െചയ്യുകയാെണ�
ങ്കിൽ, 27 എന്നു ഹാരകം കിട്ടും. ഇതുെകാണ്ടു ഹായ്യൎെത്ത ഹരിക്കുകയാെണങ്കിൽ 3 ഫലം
കിട്ടും. ഇവിെട ഫലവഗ്ഗൎം കളേയണ്ടാ. ഈ മൂന്നിെന 27-ൽ കൂട്ടി അദ്ധൎിച്ചാൽ വഗ്ഗൎേയാഗമൂലം
വരും.

24× 3 + 3× 3 = (24 + 3)× 3 = 81.
അന്തരമൂലീകരണത്തിൽ രണ്ടാംഫലെത്ത ആദ്യഫലത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞു ഹായ്യൎെത്ത

ഹരിേക്കണം. രണ്ടാംഫലെത്ത കളഞ്ഞ ആദ്യഫലത്തിങ്കന്നു് ഇവിെട കിട്ടിയ ഫലേത്തയും
കളേയണം.

The following algebraical formulae have been proved in this chapter.
Page Line

ab = a(b + x)− ax 8 28
ab = a(b− y) + by 8 6
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ab = (a− x)(b + y) + bx− (a− x)y 9 2

ab = a
(

b + b
n

)
− 1

n+1
× a

(
b + b

n

)
10 16

ab = a
(

b− b
n

)
+ 1

n−1
× a

(
b− b

n

)
10 20

ab = a
(

b + mb
n

)
− m

m+n × a
(

b + mb
n

)
10 7

(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab 16 4
(a− b)2 = a2 + b2 − 2ab 17 30
2(a2 + b2)− (a + b)2 = (a− b)2 18 18
a2 = (a + x)(a− x) + x2 20 16
a2 − x2 = (a + x)(a− x) 21 37
1 + 3 + 5 + ......to r terms = r2. 22 11
കവടിെവച്ചു വഗ്ഗൎിക്കുംപ്രകാരം:-
347-െന്റ വഗ്ഗൎം [േപജ് 14, ഫുട്ട്േനാട്ട്] 9 . . . . . . . . . . . . അന്ത്യവഗ്ഗൎം

(1) 2 4 . . . . . . . . . 2×അന്ത്യം×ഉപാന്ത്യം
4 2 . . . . . . 2×അന്ത്യം×ആദ്യം

1 1 8 2 . . . . . . േയാഗം
1 6 . . . . . . അന്ത്യെത്തക്കളഞ്ഞു് ഒരു സ്ഥാനം

(2) ഇറക്കിയ ഉപാന്ത്യവഗ്ഗൎം
5 6 . . . അപ്രകാരം തെന്നയുള്ള ഉപാന്ത്യെത്ത

ഇരട്ടിച്ചതുെകാണ്ടു ഗുണിച്ച ആദ്യം 1 2 0 3 6 . . . േയാഗം
(3) 4 9 ഉപാന്ത്യെത്തയും കളഞ്ഞു പിെന്നയും

ഒരു സ്ഥാനം ഇറക്കിയ ആദ്യവഗ്ഗൎം

1 2 0 4 0 9 സംഖ്യയുെട വഗ്ഗൎം

ഉപാന്ത്യെത്ത കളഞ്ഞു പിേന്നയും
(3)← . . . . . . . . . . . . . . . 7 ഒരു സ്ഥാനം ഇറക്കിയതു
(2)← . . . . . . . . . 4 7 . . . അന്ത്യെത്ത കളഞ്ഞു ഒരു സ്ഥാനം ഇറക്കിയതു
(1)← . . . 3 4 7 . . . . . . സംഖ്യ

(a+b+c+ . . . )2 = a2+2a(b+c+ . . . )+b2+2b(c+ . . . )+c2+ . . .





2
ദശപ്രേശ്നാത്തരം

അനന്തരം രണ്ടു രാശികളുെട േയാഗം, അന്തരം, ഘാതം, വഗ്ഗൎേയാഗം, വഗ്ഗൎാന്തരം
എന്നീ അഞ്ചു വസ്തുക്കളിൽ ഈരണ്ടു വസ്തുക്കെള അറിഞ്ഞാൽ അവ സാധനമായിട്ടു
രണ്ടു രാശികേളയും േവെറ അറിയുംപ്രകാരം.1

വ്യാഖ്യാനം 1:
“രാേശ്യാേയ്യൎാേഗാഭിദാഘാേതാ വഗ്ഗൎേയാഗസ്തദന്തരം |
ഏഷു ദ്വാഭ്യാം ദശവിധം രാേശ്യാരാനയനം ഭേവൽ ||
േയാേഗാ േഭദാദിസംയുേക്താ േഭേദാ ഘാതാദിനാ തഥാ |
േസ്വാത്തേരാത്തരസംയുക്താൈശ്ചവം ഘാതാദയഃപേര” || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

േയാഗം, അന്തരം, ഘാതം, വഗ്ഗൎേയാഗം, വഗ്ഗൎാന്തരം ഇവയിൽ ഏെതങ്കിലും രണ്ടു സാധനങ്ങ�
െളെക്കാണ്ടു രാശികെള േവെറ വരുത്തുംപ്രകാരെത്തയാണിവിെട വിവരിക്കുന്നതു്. ഇങ്ങെന
പ്രശ്നങ്ങൾ പത്തുവിധമുണ്ടു്.

(i) േയാഗം, അന്തരം (v) അന്തരം, ഘാതം (viii) ഘാതം, വഗ്ഗൎേയാഗം
(ii) േയാഗം,ഘാതം (vi) അന്തരം, വഗ്ഗൎേയാഗം (ix) ഘാതം, വഗ്ഗൎാന്തരം

(iii) േയാഗം, വഗ്ഗൎേയാഗം (vii) അന്തരം, വഗ്ഗൎാന്തരം (x) വഗ്ഗൎേയാഗം, വഗ്ഗൎാന്തരം
(iv) േയാഗം, വഗ്ഗൎാന്തരം

ഇവിെട രണ്ടു രാശിയുെട േയാഗത്തിൽ അവറ്റിെന്റ അന്തരെത്ത കൂട്ടിയാൽ വലിയ
രാശിയുെട ഇരട്ടിയായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ആ േയാഗത്തിങ്കന്നുതെന്ന ആയന്തരെത്ത
കളഞ്ഞാൽ െചറിയ രാശിയുെട ഇരട്ടിയായിരിക്കും. പിെന്ന രണ്ടിേനയും അദ്ധൎി�
ച്ചാൽ രാശികൾ രണ്ടുമുളവാകും.2

വ്യാഖ്യാനം 2: രാശികെള ക , ഖ എന്നു കല്പിക്കുക.
(i) ക + ഖ , ക − ഖ എന്നു ജ്ഞാതങ്ങൾ.

“രാശിദ്വയം പൃഥക്കായ്യൎം യഥാ തത്തു തേഥാച്യേത |
േയാേഗ േഭദയുേത ദ്വിേഘ്നാ മഹാനല്പസ്തദൂനിേത ||
അദ്ധൎീകൃതൗതു തൗ സ്യാതാം രാശീ ദ്വൗ മഹദല്പകൗ”. || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
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േയാഗാന്തരേയാഗാദ്ധൎം =
(ക + ഖ ) + (ക − ഖ )

2

= ക .

േയാഗാന്തരാന്തരാദ്ധൎം =
(ക + ഖ )− (ക − ഖ )

2

= ഖ .

അനന്തരം േയാഗവും ഘാതവും അറിഞ്ഞാൽ രാശികെള അറിയുംപ്രകാരം. അവിെട
മുമ്പിൽ പറഞ്ഞ ന്യായത്തിന്നു തക്കവണ്ണം േയാഗത്തിെന്റ വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു നാലിൽ
ഗുണിച്ച ഘാതെത്ത കളഞ്ഞ േശഷെത്ത മൂലിച്ചതു രാശ്യന്തരം. പിെന്ന മുമ്പിൽ പറ�
ഞ്ഞേപാെല േവർെപ്പടുത്തിെക്കാള്ളൂ രാശികൾ രണ്ടിേനയും.3

വ്യാഖ്യാനം 3: (ii) ക + ഖ , ക .ഖ .
രാേശ്യാശ്ചതുഗ്ഗുൎേണ ഘാേത ത്യേക്ത േയാഗസ്യ വഗ്ഗൎതഃ |
ശിഷ്യേതന്തരവഗ്ഗൎസ്തന്മൂലേയാഗാദിനാ തഥാ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

(ക + ഖ )2 − 4ക .ഖ = (ക − ഖ )2. പിെന്ന േയാഗാന്തരങ്ങെളെക്കാണ്ടുള്ളതുേപാെല
ക്രിയ.

പിെന്ന േയാഗവും വഗ്ഗൎേയാഗവും. അവിെട വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത ഇരട്ടിച്ചതിങ്കന്നു േയാഗ�
വഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞു മൂലിച്ചതു് അന്തരം.4

വ്യാഖ്യാനം 4: (iii) ക + ഖ , ക2 + ഖ2.
േയാഗവഗ്ഗൎാദ്വഗ്ഗൎേയാേഗ ത്യേക്ത ദ്വിഘ്നസ്തേയാവ്വ ൎിധഃ |
തദൂനിതാദ്വഗ്ഗൎേയാഗമൂലം േഭദാസ്തേതാപി തൗ (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

(ക + ഖ )2 − (ക2 + ഖ2) = 2ക .ഖ .
(ക + ഖ )2 − 4.ക .ഖ = (ക − ഖ )2.

}
∴ 2ക2+2ഖ2−(ക+ഖ )2 = (ക−ഖ )2

പിെന്ന േയാഗാന്തരങ്ങെളെക്കാണ്ടുള്ളതുേപാെല ക്രിയ.

പിെന്ന േയാഗെത്തെക്കാണ്ടു വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത ഹരിച്ചഫലം രാശ്യന്തരമായിട്ടുവരും,
മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായംെകാണ്ടു് .5

വ്യാഖ്യാനം 5: (iv) ക + ഖ , ക2 − ഖ2

വഗ്ഗൎാന്തരാേദ്യാഗഭേക്താ േഭദേസ്തനാപിപൂവ്വ ൎവൽ | (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
ക2 − ഖ2

ക + ഖ
= ക − ഖ .

പിെന്ന (i)-ൽ കാണിച്ചേപാെല ക്രിയ.

അനന്തരം അന്തരവും ഘാതവും. അവിെട ഘാതെത്ത നാലിൽ ഗുണിച്ചതിൽ അന്ത�
രവഗ്ഗൎെത്തകൂടി മൂലിച്ചതു രാശിേയാഗമായിട്ടിരിക്കും.6

വ്യാഖ്യാനം 6: (v) ക − ഖ , ക .ഖ .
േഭദകൃത്യാധിേകാ േയാഗവേഗ്ഗൎാ ഘാതാച്ചതുഗ്ഗുൎണാൽ |
േഭദവഗ്ഗൎയുതാത്തസ്മാന്മൂലം രാേശ്യായ്യുൎതിഭ ൎേവൽ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

4.ക .ഖ + (ക − ഖ )2 = (ക + ഖ )2

പിെന്ന (i)-ൽ കാണിച്ചേപാെല ക്രിയ.
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വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത ഇരട്ടിച്ചതിങ്കന്നു് അന്തരവഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞു മൂലിച്ചതു രാശിേയാഗം.7

വ്യാഖ്യാനം 7: (vi) ക − ഖ , ക2 + ഖ2

േഭദകൃത്യാധിേകാ വഗ്ഗൎേയാേഗാഘാതദ്വയാദിഹ |
ഘാതസ്തേതാ വഗ്ഗൎേയാഗാൽ േഭദവേഗ്ഗൎാനിതാദുളം || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ക2 + ഖ2 − (ക − ഖ )2 = 2ക .ഖ
∴ 2ക2 + 2ഖ2 − (ക − ഖ )2 = (ക + ഖ )2

പിെന്ന (i)-െലേപ്പാെല ക്രിയ.

പിെന്ന അന്തരെത്തെക്കാണ്ടു വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത ഹരിച്ചതു േയാഗം.8

വ്യാഖ്യാനം 8: (vii) ക − ഖ , ക2 − ഖ2.

വഗ്ഗൎാന്തരാൽ േഭദഭേക്താ േയാേഗാ രാശീ തു പൂവ്വ ൎവൽ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
ക2 − ഖ2

ക − ഖ = ക + ഖ .

പിെന്ന (i)-െലേപ്പാെല ക്രിയ.

അനന്തരം ഘാതവും വഗ്ഗൎേയാഗവും. അവിെട ഘാതെത്ത ഇരട്ടിച്ചതിെന വഗ്ഗൎേയാ�
ഗത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞു േശഷത്തിെന്റ മൂലം അന്തരം. നാലിൽ ഗുണിച്ച ഘാതത്തിൽ
അന്തരവഗ്ഗൎം കൂട്ടിമൂലിച്ചതു േയാഗം.9

വ്യാഖ്യാനം 9: (viii) കഖ , ക2 + ഖ2.
ദ്വിഘ്നഘാതയുേതാ വഗ്ഗൎേയാേഗാ േയാഗകൃതിഭ ൎേവൽ |
തദൂനിേതാ വഗ്ഗൎേയാേഗാ േഭദവഗ്ഗൎസൂേയാമ്മൎതഃ ||
തന്മൂലാഭ്യാം പ്രസാേദ്ധ്യതാം രാശീ േയാഗാദികമ്മൎണാ. (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

√
ക2 + ഖ2 + 2ക .ഖ = ക + ഖ .√
ക2 + ഖ2 − 2ക .ഖ = ക − ഖ .

പിെന്ന (i)-െലേപ്പാെല ക്രിയ.

പിെന്ന ഘാതവും വഗ്ഗൎാന്തരവും. അവിെട രാശികൾ രണ്ടിേന്റയും വഗ്ഗൎങ്ങളുണ്ടാകു�
ന്നതു്. അതിൻപ്രകാരം ഇവിെട രാശികെളെക്കാണ്ടു െചയ്യുന്ന ക്രിയകെള വഗ്ഗൎ�
ങ്ങളാകുന്ന രാശികെളെകാണ്ടു െചയ്യാം. എന്നാൽ ഫലങ്ങളും വഗ്ഗൎരൂപങ്ങളായി�
ട്ടിരിക്കും എേന്ന വിേശഷമുള്ളൂ. അവിെട ഘാതെത്ത വഗ്ഗൎിച്ചാൽ വഗ്ഗൎങ്ങളുെട ഘാ�
തമായിട്ടിരിക്കും, ഗുണനത്തിങ്കൽ ക്രമേഭദംെകാണ്ടു ഫലേഭദമില്ല. ആകയാൽ
വഗ്ഗൎങ്ങളുെട ഘാതവും അന്തരവും അറിഞ്ഞതു് എന്നു കല്പിച്ചിട്ടു രാശ്യന്തരവും ഘാ�
തവും അറിഞ്ഞിട്ടു രാശിേയാഗെത്ത ഉണ്ടാക്കുംവണ്ണം വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത ഉണ്ടാക്കാം.
അവിെട ഘാതവഗ്ഗൎെത്ത നാലിൽ ഗുണിച്ചു വഗ്ഗൎാന്തരവഗ്ഗൎവും കൂടി മൂലിച്ചതു വഗ്ഗൎേയാ�
ഗമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ഈ വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത രേണ്ടടത്തു െവച്ചു് ഒന്നിൽ വഗ്ഗൎാന്ത�
രെത്ത കൂട്ടൂ, മേറ്റതിങ്കന്നു കളവൂ. പിേന്ന രണ്ടിേനയും അദ്ധൎിപ്പൂ. അവ രാശികൾ
രണ്ടിേന്റയും വർഗ്ഗമായിട്ടിരിക്കും.10

വ്യാഖ്യാനം 10: (ix), (x) :
(ix) കഖ , ക2 − ഖ2, (x) ക2 + ഖ2, ക2 − ഖ2.
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വഗ്ഗൎാന്തരസ്യ വേഗ്ഗൎണ ഘാതവഗ്ഗൎശ്ചതുഗ്ഗൎണഃ |
യുേക്താേയാസ്യ പദം ദ്വിഷ്ഠം വഗ്ഗൎാന്തരയുേതാനിതം |
ദളിതം മൂലിതം രാശിദ്വയമേന്തപ്യയം വിധിഃ |
ഇതീരിതം ദശവിധം രാേശ്യാരാനയനം വിധിഃ | (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

(ix)
√
(ക2 − ഖ2)2 + 4ക2.ഖ2 = ക2 + ഖ2.√
(ക2 + ഖ2) + (ക2 − ഖ2)

2

= ക .√
(ക2 + ഖ2)− (ക2 − ഖ2)

2

= ഖ .

(x)
√

(ക2 + ഖ2) + (ക2 − ഖ2)

2

= ക .√
(ക2 + ഖ2)− (ക2 − ഖ2)

2

= ഖ .

പിെന്ന വഗ്ഗൎേയാഗവും വഗ്ഗൎാന്തരവും അറിഞ്ഞതു പത്താമതു. അതും െചാല്ലീതായി. 10

ഇങ്ങെന ദശപ്രശ്നങ്ങൾ. ഇവറ്റിന്നു പേലടത്തും ഉപേയാഗമുണ്ട്, എന്നിട്ടു െചാല്ലീ.
ഘനമൂലങ്ങൾക്കു ഗ്രഹഗണിതത്തിങ്കെല ഉപേയാഗമില്ല. എന്നിട്ട് അവെറ്റ

ഇവിെട െചാല്ലുന്നീല. ഇങ്ങെന ഒരു വഴി പരികമ്മൎങ്ങൾ.



3
ഭിന്നഗണിതം

അനന്തരം നാനാപ്രകാരങ്ങളായി അവയവങ്ങളായിട്ടിരിക്കുന്ന രാശികളുെട സംക�
ലിതാദികെള െചാല്ലുന്നൂ. അവിെട തികഞ്ഞിരിക്കുന്ന ഒന്നിനു രൂപെമന്നു േപർ.1

വ്യാഖ്യാനം 1: 4
3

5
എന്ന സംഖ്യയിൽ 4, 3

5
ഈ രണ്ടു സംഖ്യകളും േവർെപട്ടിരിക്കുന്നു.

ഇവിെട നാലിെന പൂണ്ണൎരൂപങ്ങൾ അെല്ലങ്കിൽ നാലു രൂപങ്ങൾ എന്നും പറയുന്നു. 3

5
എന്ന�

തിെന ഭിന്നസംഖ്യ എന്നും പറയുന്നു. ഭിന്ന സംഖ്യകൾ അവയവിയായിരിക്കുന്ന പൂണ്ണൎ
രൂപങ്ങളുെട അവയവങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. 3

5
എന്നു െവച്ചാൽ പൂണ്ണൎരൂപമായിരിക്കുന്ന ഒന്നി�

െന അഞ്ചായി ഭാഗിച്ചതിൽ മൂന്നാംശെമന്നും മുന്നിെന അഞ്ചായി പകുത്തിെട്ടാരു ഭാഗം
അെല്ലങ്കിൽ ഒരു കൂെറന്നും പറയുന്നു. അേപ്പാൾ 3

5
-െന അഞ്ചിലിറങ്ങിയ മൂെന്നന്നും മൂന്നി�

െന അേഞ്ചടത്തു പകുത്തിെട്ടാരു കൂെറന്നും പറയും. 3

5
എന്നതിൽ 3-ന്നു അംശെമന്നും 5-ന്നു

േഛദെമന്നും േപർ.

ഇങ്ങെന പൂണ്ണൎരൂപമായിരിക്കുന്ന ഒന്നിൻ പൂണ്ണൎരൂപമായിേട്ട ഇരിക്കുന്ന ഒന്നിെന
കൂട്ടിയാൽ രണ്ടാകും. പിേന്നയുമതിൽ അവ്വണ്ണമിരിെപ്പാന്നു കൂട്ടിയാൽ മൂന്നാകും. പി�
െന്ന ഈ മൂന്നിങ്കന്നു പൂണ്ണൎരൂപമായിരിക്കുന്ന ഒന്നിെന കളഞ്ഞാൽ രണ്ടുണ്ടാകും.
ഇതിങ്കന്നു രൂപം േപായാൽ ഒന്നാകും. ഇങ്ങെന സദൃശങ്ങളാകുന്നവറ്റിെന്റ േയാഗം�
െകാണ്ടു മീെത്ത മിെത്ത സംഖ്യ ആയിട്ടു വരും. അവ്വണ്ണേമ സദൃശങ്ങളുെട വിേയാഗം�
െകാണ്ടു കീെഴ കീെഴ സംഖ്യയും വരും. സദൃശങ്ങളല്ലാത്തവറ്റിെന്റ േയാഗമാകുന്നതു്
ഒന്നിൽ അര താൻ കാൽ താൻ കൂട്ടുക. എന്നാൽ അതു രെണ്ടന്നു വരാ. രണ്ടിൽ അര
താൻ കാൽ താൻ കുറഞ്ഞതു ഒന്നാകയുമില്ല. ആകയാൽ സദൃശങ്ങൾേക്ക േയാഗ�
വിേയാഗങ്ങൾക്കു് ആഞ്ജസ്യമുള്ളൂ.2

വ്യാഖ്യാനം 2: സദൃശങ്ങൾ, സവണ്ണൎങ്ങൾ, വണ്ണെമാത്തവ ഇവെയല്ലാം പയ്യൎായപദ�
ങ്ങൾ. സദൃശങ്ങൾക്കു മാത്രേമ േയാഗവിേയാഗങ്ങൾക്കു് അഹൎതയുള്ളു. 1, 2, 3, . . . . . .
ഇവെയ ഒെരാന്ന്, രെണ്ടാന്നുകൾ, മൂെന്നാന്നുകൾ . . . . . . എന്നിങ്ങെന കല്പിക്കാം. അങ്ങ�
െന അവ സദൃശ്യങ്ങളാകെകാണ്ടു അവ തങ്ങളിൽ േയാഗവിേയാഗങ്ങൾ െചയ്യാം. എന്നാൽ
നാെലാന്നു് ( 1

4
), അെഞ്ചാന്നു് ( 1

5
) ഇവ സദൃശങ്ങളല്ല. ഇവ തങ്ങളിൽ േയാഗവിേയാഗങ്ങൾ

െചയ്യുവാൻ പാടില്ല. േയാഗവിേയാഗങ്ങൾ െചേയ്യണെമന്നുെണ്ടങ്കിൽ അവെയ സമേച്ഛദ�
ങ്ങളാക്കി വണ്ണൎെമാപ്പിേക്കണം.

31



32 അദ്ധ്യായം 3. ഭിന്നഗണിതം

േയാഗവിേയാഗങ്ങൾെകാണ്ടു് സംഖ്യ ഏറുകയും കുറയുകയും െചേയ്യണം. അേത
അജ്ഞസാലുള്ള േയാഗവിേയാഗങ്ങളായിട്ടിരിപ്പൂ. ഒേന്നകാൽ കുറയ രണ്ടു് എന്നു തു�
ടങ്ങിയുേള്ളടത്തു് എല്ലാം േയാഗവിേയാഗങ്ങൾ ഉണ്ടായീലാ, േവർേപ്പട്ടിരിക്കുന്നെത്ര.
ആകയാൽ ഭിന്നപ്രമാണങ്ങളാകുന്ന അവയവങ്ങൾ തങ്ങളിത്താൻ അവയവവും
അവയവിയും തങ്ങളിത്താൻ േയാഗവിേയാഗങ്ങൾ െചേയ്യണ്ടുങ്കിൽ, വണ്ണെമാപ്പി�
ച്ചിട്ടു് ഒരു തരേമ ആക്കിെക്കാണ്ടിട്ടുേവണം. വണ്ണെമാപ്പിക്കും പ്രകാരം, പിെന്ന. ഒരു
രൂപത്തിെന്റ അെഞ്ചാന്നും നാെലാന്നും തമ്മിൽ കൂേട്ടണെമങ്കിൽ അവിെട ഒന്നിെന�
െക്കാണ്ടു നാലു െപളിച്ചതിൽ ഒരു കൂറു നാെലാന്നാകുന്നതു്. അതിെന അഞ്ചു െപളി�
ച്ചാൽ ഇരുപതു് െപളിച്ചതിൽ അഞ്ചുകൂറായിട്ടിരിക്കും. രൂപത്തിൽ അെഞ്ചാന്നു പി�
െന്ന രൂപെത്ത അഞ്ചു് അംശിച്ചതിൽ ഒരു കൂറു് . അതിെന പിെന്ന നാലുെപാളിച്ചാൽ
ഇരുപതു് അംശിച്ചതിൽ നാലു കൂറായിട്ടിരിക്കും. ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ അെഞ്ചാന്നാ�
യിരിക്കുന്ന നാലും നാെലാന്നായിരിക്കുന്ന അഞ്ചും തങ്ങളിൽ വണ്ണെമാക്കയാൽ
േയാഗവിേയാഗങ്ങൾ െചയ്യാം. രണ്ടു വകയും ഇരുപതാെലാന്നാകയാൽ വണ്ണെമാ�
ക്കുന്നു. ഇവിെട നാെലാന്നിെലാന്നാകുന്നവ നാലുകൂട്ടിയവ പൂർണ്ണരൂപമാകുന്നതു്
എന്നറിവാനടയാളമായിട്ടു നാലിെന േഛദമായിട്ടു കീെഴ െവപ്പൂ, ഒന്നിെന അംശ�
മായിട്ടു േമേലയും െവപ്പൂ. പിെന്ന അെഞ്ചാന്നിങ്കൽ അഞ്ചിെന കീെഴ േചദമായിട്ടും
ഒന്നിെന മീെത്ത അംശമായിട്ടും െവപ്പൂ. പിെന്ന നാെലാന്നിെന്റ േഛദമായ നാലി�
െനെക്കാണ്ടു് അെഞ്ചാന്നിെന്റ േഛദമായ അഞ്ചിേനയും അംശമായ ഒന്നിേനയും
ഗുണിപ്പൂ. പിെന്ന അഞ്ചാകുന്ന േഛദെത്തെക്കാണ്ടു നാെലാന്നിെന്റ േഛദമാകുന്ന
നാലിേനയും അംശമാകുന്ന ഒന്നിേനയും ഗുണിപ്പൂ. ഈവണ്ണമാകുേമ്പാൾ രണ്ടിങ്കലും
േഛദസംഖ്യ ഇരുപതായിട്ടിരിക്കും. അംശങ്ങൾ നാെലാന്നിങ്കൽ അഞ്ചും അെഞ്ചാ�
ന്നിങ്കൽ നാലും ആയിട്ടിരിക്കും. ഇവിേടയും നാെലാന്നുമെഞ്ചാന്നുമായിട്ടിരിക്കുന്ന�
തിന്നു വിേശഷമില്ല. ഒേട്ടെറ െചറിയ നുറുക്കുകൾ ഇേപ്പാൾ എേന്ന വിേശഷമുള്ളൂ.
ഇങ്ങെന ഒന്നിെന്റ േഛദെത്തെക്കാണ്ടു മേറ്റതിെന്റ േഛദെത്തയും അംശേത്തയും
ഗുണിപ്പൂ. പിെന്ന മേറ്റതിെന്റ േഛദംെകാണ്ടു് ഈ േഛദെത്തയും അംശേത്തയും
ഗുണിപ്പൂ. അേപ്പാൾ സമേഛദങ്ങളായി വണ്ണെമാത്തിരിക്കും.3

വ്യാഖ്യാനം 3: സമേച്ഛദമാക്കുംപ്രകാരവും അതിെന്റ യുക്തിയും:
അേന്യാന്യഹാരൈകഹൎന്യാദ്ധാരകാനംശകാനപി|
ഏവം ദ്വേയാബ്ബൎഹുനാം വാ സ്യാൽ സമേച്ഛദതാമിധഃ|| (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
ഓേരാ സംഖ്യയുെട അംശേത്തയും േഛദേത്തയും തദീതരങ്ങളായ സംഖ്യകളുെട ഹാ�

രകങ്ങെളല്ലാംെകാണ്ടു ഗുണിപ്പൂ. എന്നാെലല്ലാസംഖ്യകളും സമേച്ഛദങ്ങളായിട്ടുവരും.
1

3

,
1

4

,
1

5

,
1

7

1× 4× 5× 7

3× 4× 5× 7

,
1× 3× 5× 7

4× 3× 5× 7

,
1× 3× 4× 7

5× 3× 4× 7

,
1× 3× 4× 5

7× 3× 4× 5

.

140

420

,
105

420

,
84

420

,
60

420

.
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പരിേലഖം (15)

അെഞ്ചാന്നും നാെലാന്നും െവച്ചിട്ടാണിതിെന്റ യുക്തി കാണിച്ചിരിക്കുന്നതു്. പരിേലഖം
15-ൽ ഒരു േക്ഷത്രെത്ത നാലു തുല്യഖണ്ഡങ്ങളായി ഭാഗിച്ചിരിക്കുന്നു. േവെറ ഒരു തുല്യ�
േക്ഷത്രെത്തതെന്ന അഞ്ചു തുല്യ ഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടും ഭാഗിച്ചിരിക്കുന്നു. ആദ്യേത്തതിൽ ഒരു
ഖണ്ഡെത്ത അഞ്ചു തുല്യഖണ്ഡങ്ങളായി പിേന്നയും പകുത്തിരിക്കുന്നു. രണ്ടാമേത്തതിലും ഒരു
ഖണ്ഡെത്ത നാലു തുല്യഖണ്ഡങ്ങളായി പിേന്നയും പകുത്തിരിക്കുന്നു. ഇങ്ങെന രണ്ടു േക്ഷത്ര�
ത്തിലും ഇരുപതുവീതം െചറിയ തുല്യഖണ്ഡങ്ങളുണ്ടു് . അവെയല്ലാം അേന്യാന്യം തുല്യങ്ങ�
ളുമാകുന്നു. ഓേരാ െചറിയ ഖണ്ഡം േക്ഷത്രത്തിൽ ഇരുപതാെലാന്നായിരിക്കും. അേപ്പാൾ
ഇരുപതു ഖണ്ഡങ്ങളുള്ള േക്ഷത്രത്തിൽ അഞ്ചുഖണ്ഡങ്ങൾ കൂടിയതു േക്ഷത്രത്തിെന്റ നാെലാ�
ന്നാകുന്നു. അേപ്പാൾ നാെലാന്നിെന ഇരുപതു േഛദവും അഞ്ച് അംശവുമായിരിക്കുന്ന ഒരു
ഭിന്നസംഖ്യെയന്നു കല്പിക്കാെമന്നുവന്നു. അങ്ങെനതെന്ന അെഞ്ചാന്നിെന ഇരുപതു േഛദ�
വും നാലംശവുമായിരിക്കുെന്നാരു ഭിന്നസംഖ്യ എന്നു കല്പിക്കാം. ഇങ്ങെന കല്പിക്കുേമ്പാൾ
അവ സമേച്ഛദങ്ങളായി. പിെന്ന നാെലാന്നു് അഞ്ചു് ഇരുപതാെലാന്നുകെളന്നും അെഞ്ചാ�
ന്നു നാലു ഇരുപതാെലാന്നുകെളന്നും വന്നു. അേപ്പാൾ അവ സദൃശ്യങ്ങളായതുെകാണ്ടു
േയാഗവിേയാഗങ്ങൾക്കു േയാഗ്യമായി. സദൃശ്യങ്ങളാക്കുവാൻ സമേച്ഛദം െചേയ്യണെമന്നും
വന്നു.

ആകയാൽ േയാഗാന്തരങ്ങൾക്കു േയാഗ്യങ്ങളായിട്ടുവരും. ആകയാൽ ഇവറ്റിെന്റ
േയാഗത്തിങ്കൽ ഒമ്പതായിട്ടിരിക്കും, അന്തരത്തിങ്കൽ ഒന്നുമായിട്ടിരിക്കും.4

വ്യാഖ്യാനം 4:
“കയ്യൎാൽ സമച്ഛിദാേമവ രാശീനാം േയാഗമന്തരം” || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

1

4

+
1

5

=
1× 5

4× 5

+
1× 4

5× 4

=
5

20

+
4

20

=
9

20

.

1

4

− 1

5

=
5

20

− 4

20

=
1

20

.

ഇവ പൂണ്ണൎരൂപമായിരിക്കുന്ന ഒന്നിെന്റ ഇരുപതാെലാന്നുതാനും. ഇങ്ങെന പലവക
ഉണ്ടായിരിക്കിലും സമേച്ഛദങ്ങളാക്കാം. അവിെട േഛദംെകാണ്ടു, തേന്നയും തെന്റ
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അംശേത്തയും ഒഴിച്ചു് എല്ലാേറ്റയും ഗുണിപ്പൂ. എന്നാൽ സമേഛദങ്ങളായി സംകലി�
തവ്യവകലിതേയാഗങ്ങളായിട്ടു വരും. പിെന്ന ഇവേറ്റാടു ഒരു പൂണ്ണൎരൂപെത്ത കൂേട്ട�
ണെമങ്കിൽ ഈ സമേച്ഛദെത്തെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചുെകാള്ളൂ. എന്നാൽ അവയവങ്ങ�
േളാടു വണ്ണെമാക്കുമാറുവരും പൂണ്ണൎരൂപമായിട്ടിരിക്കുന്നതു്.5

വ്യാഖ്യാനം 5: പൂണ്ണൎരൂപങ്ങൾക്കു േഛദം രൂപെമന്നു കല്പിക്കാം.

2 +
3

7

=
2

1

+
3

7

=
2× 7

1× 7

+
3× 1

7× 1

=
14

7

+
3

7

=
17

7

ഇങ്ങെന പൂണ്ണൎങ്ങേളയും ഭിന്നസംഖ്യകേളയും സമേച്ഛദങ്ങളാക്കി േയാഗവിേയാഗം െചയ്യാം.

ഇങ്ങെന സവണ്ണൎനം.

അംശഗുണനം
അനന്തരം അവയവത്തിെന്റ ഗുണനം. അവിെട ഒരു രൂപത്തിെന്റ ചതുരംശം ഗു�
ണ്യം, ചില പൂണ്ണൎരൂപങ്ങൾ ഗുണകാരങ്ങൾ എന്നും വരുേമ്പാൾ ഗുണകാരത്തിെന്റ
വ്യക്തികൾ എത്ര അത്രസ്ഥാനത്തുെവപ്പൂ ഗുണ്യമാകുന്ന ചതുരാംശെത്ത. പിെന്ന
തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂതും ൈചവൂ. അേപ്പാൾ മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ഖണ്ഡഗുണനന്യായത്തി�
നു തക്കവണ്ണം ആ ഗുണെത്ത ഗുണിച്ചതായിട്ടു വരും. അവിെട ഗുണകാരത്തിങ്കൽ
പത്തുരൂപവ്യക്തികൾ ഉണ്ടു് എന്നിരിപ്പൂ. അേപ്പാൾ രൂപചതുരംശെത്ത പേത്തടത്തു്
ഉണ്ടാക്കൂ. അവറ്റിെന്റ േയാഗം ഗുണിച്ചതായിട്ടിരിക്കും. അതു പിെന്ന സമേഛദങ്ങളാ�
യിരിേപ്പാ ചിലവ പത്തു് അംശങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. ഇതു േഹതുവായിട്ടു തെന്ന രൂപച�
തുരംശെത്തെക്കാണ്ടു പത്തിെന ഗുണിച്ചാലും വിേശഷമില്ല, പത്തു ചതുരംഗമായിേട്ട
ഇരിക്കുമേത്ര. ഗുണ്യാവൃത്തമായിരിക്കുന്ന ഗുണകാരവും ഗുണകാരവൃത്തമായിരിക്കു�
ന്ന ഗുണ്യവും ഒന്നുതെന്ന എന്നു മുമ്പിൽ െചാല്ലീ, എന്നിട്ടു്. ഇങ്ങെന ആകുേമ്പാൾ
േഛദമുണ്ടാകയാൽ േഛദംെകാണ്ടു ഹരിേച്ച ഗുണിച്ചുണ്ടാകുന്ന പൂണ്ണൎരൂപങ്ങളായിട്ടു
വരൂ എേന്ന വിേശഷമുള്ളൂ. ഇങ്ങെന ഗുണ്യഗുണകാരങ്ങളിൽെവച്ചു് ഒന്നിങ്കൽ േഛ�
ദമുണ്ടായിരിക്കുേമ്പാൾ. പിെന്ന രണ്ടിങ്കലുംകൂടി േഛദമുണ്ടായിരിക്കൽ േഛദങ്ങൾ
രണ്ടിെനെക്കാണ്ടും ഹരിേക്കണം. ആകയാൽ േഛദങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിെന�
െക്കാണ്ടു ഹരിേക്കണം. ആകയാൽ അവയവഗുണനത്തിങ്കൽ ഗുണ്യഗുണകാരങ്ങ�
ളുെട അംശങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിപ്പൂ, േഛദങ്ങൾ തങ്ങളിലും ഗുണിപ്പൂ. അേപ്പാൾ
ഗുണ്യഗുണകാരങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചൂതായിട്ടു വരും. ആകയാൽ അെഞ്ചാന്നും
നാെലാന്നും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചാൽ ഇരുപതാെലാന്നായിട്ടിരിക്കും. ഇങ്ങെന അംശ�
ഗുണനം.6
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വ്യാഖ്യാനം 6:
“ഗുണഗുണ്യാംശകവധം തേയാേശ്ഛദവേധന തു |
ഹൃത്വാപൂംഭിന്നഗുണേന ഫലം സ്യാൽ . . . . . . ” || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഗുണഗുണ്യങ്ങളിൽെവച്ചു് ഒന്നിന്നുമാത്രം േഛദമുണ്ടായിരിക്കുേമ്പാൾ:–

ഗുണ്യം = രൂപത്തിെന്റ ചതുരംശം =
1

4

.

ഗുണകാരം = 10.

ഖണ്ഡഗുണനന്യാേയന
1

4

× 10 =
1

4

+
1

4

+
1

4

+
1

4

+
1

4

+
1

4

+
1

4

+
1

4

+
1

4

+
1

4

=
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

4

=
10

4

അഥവാ, പത്തിെനെക്കാെണ്ടാരു ചതുരംശെത്ത ഗുണിച്ചാലും പത്തു ചതുരംശം തെന്ന =
10

4

.

ഗുണഗുണ്യങ്ങൾ രണ്ടിലും േഛദമുണ്ടായിരിക്കുേമ്പാൾ:–
1

5

× 1

4

.

നാെലാന്നിെന രൂപം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ നാെലാന്നുതെന്ന. അതിെന അഞ്ചിൽ
അംശിേക്കണ്ടുകയാൽ ഫലം ഇരുപതാെലാന്നു് (=

1

20

).

അേപ്പാൾ ഭിന്നഗുണത്തിങ്കൽ അംശഘാതെത്ത േഛദഘാതെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിേക്ക�
ണം.

പരിേലഖം (16)

ഈ ന്യായെത്ത േക്ഷത്രരൂേപണ കാണിക്കുംപ്രകാരെത്ത ഗ്രന്ഥാന്തരത്തിൽ പറ�
ഞ്ഞിട്ടുണ്ടു്. പരിേലഖം 16-ൽ ഏഴിലിറങ്ങിയ നാലിേന്റയും അഞ്ചിലിറങ്ങിയ മൂന്നിേന്റയും
ഘാതെത്ത വരുത്തുംപ്രകാരെത്തയാണു് കാണിച്ചിരിക്കുന്നതു്. ഘാതേക്ഷത്രത്തിൽ േഛദ�
ങ്ങളിൽ ഒന്നായ ഏേഴാളം വരികൾ, വരി ഒന്നിൽ ഇതര േഛദമായ അേഞ്ചാളം ഖണ്ഡങ്ങളു�
ണ്ടു്. ഈ േക്ഷത്രെത്തസരിഗമ എന്നു കല്പിക്കു. അതിന്നകത്തു് അംശമാകുന്ന നാലുവരിയും
വരി ഒന്നിൽ മേറ്റ അംശമാകുന്ന 3 ഖണ്ഡങ്ങളുമുള്ള ഒരു ഘാതേക്ഷത്രെത്ത (സപനിധ )
പരിേലഖത്തിൽ കാണിച്ചിരിക്കുന്നേപാെല കല്പിക്കു. വലിയ േക്ഷത്രത്തിൽ 35 ഖണ്ഡങ്ങളും
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െചറിയ േക്ഷത്രത്തിൽ 12 ഖണ്ഡങ്ങളുമുണ്ടു്.

സധ ×സപ =
4

7

സമ × 3

5

സരി =
4

7

× 3

5

×സമ ×സരി .

അേപ്പാൾ
4

7

× 3

5

=
സധ ×സപ
സമ ×സരി =

12 ഖണ്ഡങ്ങൾ
35 ഖണ്ഡങ്ങൾ

=
12

35

അംശഭാഗഹരണം
അനന്തരം അംശഭാഗഹരണം. ഇവിെട അംശരൂപമായിരിക്കുന്ന ഹാരകെത്ത
അവ്വണ്ണമിരിക്കുന്ന ഹായ്യൎത്തിങ്കന്ന് എത്ര ആവൃത്തികളയാം അത്ര പൂണ്ണൎരൂപങ്ങ�
ളായിട്ടിരിക്കുന്ന ഫലങ്ങളുളവാകും എന്നു മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായംതെന്ന അേത്ര
ഇവിേടയ്ക്കുമാകുന്നതു്. അവിെട ഒരു രൂപത്തിെന്റ ചതുരംശെത്ത പൂണ്ണൎരൂപങ്ങൾ
പത്തിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ രൂപ ചതുരംശങ്ങൾ പത്തു് ഉളവാകും. നാലിൽ
ഇറങ്ങിയ പത്തു് എന്നും പറയുമിതിെന. ഇങ്ങെന ഇരിക്കുന്ന ഇതിെന ഗുണകാ�
രംെകാണ്ടു് ഹരിക്കിൽ ഗുണ്യം ഫലമായിട്ടു വരും. ഗുണ്യംെകാണ്ടു ഹരിക്കിൽ ഗു�
ണകാരം ഫലമായിട്ടു വരും. അവിെട ഗുണ്യമാകുന്ന നാലിൽ ഇറങ്ങിയ ഒന്നിെന
പത്താവൃത്തി കളയാം. അേപ്പാൾ പൂണ്ണൎരൂപങ്ങൾ പത്തു് ഉളവാം. അതു ഫലമായിട്ടു
വരും, െചാല്ലിയ ന്യായംെകാണ്ടു്. പിെന്ന പൂണ്ണൎരൂപങ്ങൾ പത്തിെന ഇതിങ്കന്നു
കളേയണ്ടുേമ്പാൾ ഈ ഹാര്യമാകുന്ന പത്തു ചതുരംശമെല്ലാ. ആകയാൽ ഇത്തരം
നാല്പതു കൂടിേയ പൂണ്ണൎരൂപങ്ങളായിരിക്കുന്ന പത്തിെന ഒരാവൃത്തി കളവാൻ േപാ�
രൂ. അേപ്പാേള ഫലം ഒരു രൂപം തികവൂ. ആകയാൽ ഈ ഹാര്യത്തിങ്കൽ ഫലം
രൂപചതുരംശേമ ഉള്ളൂ എന്നു വന്നൂ. ഈവണ്ണമാകുേമ്പാളതിെന്റ ക്രിയ പിെന്ന ഹാ�
രകെത്ത െചറുതാക്കിലുമാം, ഹായ്യൎെത്ത െപരുക്കിലുമാം.7

വ്യാഖ്യാനം 7: ഇവിെട ഗുണ്യം =
1

4

, ഗുണകാരം = 10, ഫലം =
10

4

1

4

× 10 =
10

4

എന്നു മുമ്പിൽ പറഞ്ഞുവേല്ലാ.

ഇവിെട
10

4

എന്നതിെന ഹായ്യൎെമന്നും, രൂപചതുരംശം, പത്തു്, ഇവയിെലാന്നിെന ഹാരക�

െമന്നും, മേറ്റതിെന ഫലെമന്നും കല്പിക്കൂ.
അേപ്പാൾ

10

4

÷ 1

4

= 10.
10

4

÷ 10 =
1

4

.
ഹാര്യത്തിങ്കന്നു ഹാരകം എത്ര ആവൃത്തി കളയാേമാ അതു ഫലെമന്നാണേല്ലാ സാമാന്യ�
ഹരണന്യായം. അതുെകാണ്ടു്

1

4

-െന്റ പത്തിരട്ടി
10

4

ആകയാൽ,
10

4

-െന
1

4

െകാണ്ടു ഹരി�

ച്ചാൽ ഫലം 10. അതുേപാെല
10

4

-െന 10 െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫലം
1

4

.

പിെന്ന ഹായ്യൎം =
10

4

.
ഹാരകം = 10.
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40 ചതുരംശങ്ങളുെണ്ടങ്കിൽ പത്തിെന ഒരാവൃത്തികളയാം. പേക്ഷ ഇവിെട ഹായ്യൎം
10

4

മാത്രേമ ഉള്ളൂ. അേപ്പാൾ
1

4

ആവൃത്തി കളഞ്ഞാൽ മതി. അേപ്പാൾ: ഫലം
1

4

.

(i)
10

4

÷ 10 =
10 ചതുരംശം
40 ചതുരംശം

=
1

4

.

(ii)
പത്തുചതുരംശം

10

=
പത്തു്

നാല്പതു്
=

1

4

.

(i)-ൽ ഹാരകമായിരിക്കുന്ന രൂപങ്ങെള ചതുരംശങ്ങളാക്കി വണ്ണത്തിൽ കുറച്ചു. (ii)-ൽ
ഹായ്യൎത്തിങ്കെല ചതുരംശങ്ങെള രൂപങ്ങളാക്കി വണ്ണത്തിൽ കൂട്ടി. “ഇതിെന്റ ക്രിയ പിെന്ന
ഹാരകെത്ത െചറുതാക്കിലുമാം, ഹായ്യൎെത്ത െപരുക്കിലുമാം” എന്ന വാക്യത്തിെന്റ അത്ഥൎ �
മിപ്രകാരമാണു്.

അവിെട നാലിലിറങ്ങിയ പത്തിെന നാലിലിറങ്ങിയ ഒന്നിെനെക്കാണ്ടു് ഹരി�
ക്കുേമ്പാൾ. ഹാരമാകുന്ന ഒന്നിനു ഹാരകം നാലു്. ആ നാലിെനെക്കാണ്ടു് ഹാര്യമാ�
കുന്ന പത്തിെന ഗുണിപ്പൂ. പിെന്ന ഒന്നിെനെക്കാണ്ടുതെന്ന ഹരിേക്ക േവണ്ടൂ. ഹാര്യ�
ത്തിന്നു നേടയുള്ള േഛദെത്തെക്കാണ്ടും. ആകയാൽ ഒന്നും നാലുമുള്ള ഘാതം നാ�
ലു്. അതിെനെക്കാണ്ടു് നാല്പതിെന ഹരിച്ച ഫലം പത്തുണ്ടാകും. ഇങ്ങെന ഹാരക�
ത്തിെന്റ േഛദംെകാണ്ടൂ് ഹായ്യൎത്തിെന്റ അംശെത്ത ഗുണിപ്പൂ. അതു് അംശമായിട്ടിരി�
ക്കും. പിെന്ന ഹാരകത്തിെന്റ അംശംെകാണ്ടു് ഹായ്യൎത്തിെന്റ േഛദെത്ത ഗുണിപ്പൂ.
അതു േഛദമായിട്ടിരിക്കും. അേപ്പാൾ ഹരിച്ചൂതായിട്ടിരിക്കും.8

വ്യാഖ്യാനം 8: പിെന്ന നാലിലിറങ്ങിയ പത്തിെന നാലിലിറങ്ങിയ ഒന്നുെകാണ്ടു ഹരി�
േക്കണം. അേപ്പാൾ ഹായ്യൎത്തിെന്റ അംശെത്ത ഹാരകത്തിെന്റ അംശംെകാണ്ടു ഹരിേക്ക�
ണം. ഹാരകത്തിെന്റ അംശെത്ത ഹാരകത്തിെന്റ േഛദംെകാണ്ടു് ഹരിേക്കണം. അേപ്പാൾ
ഹായ്യൎത്തിെന്റ അംശെത്ത ഹാരകാംശത്തിെന്റ ഹാരകമായ ഹാരകേഛദംെകാണ്ടു് ഗു�
ണിേക്കണം, ഹാരകത്തിെന്റ അംശംെകാണ്ടു് ഹരിേക്കണം. ഫലെത്ത ഹായ്യൎത്തിെന്റ
േഛദംെകാണ്ടു ഹരിേക്കണം. അേപ്പാൾ ഹായ്യൎത്തിെന്റ അംശെത്ത ഹാരകത്തിെന്റ േഛ�
ദംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് ഹാരകത്തിെന്റ അംശത്തിേന്റയും ഹായ്യൎത്തിെന്റ േഛദത്തിേന്റയും
ഘാതംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഹരണത്തിങ്കെല ഫലം വരും. അേപ്പാൾ ഹാരകത്തിെന്റ അം�
ശേഛദങ്ങെള മാറ്റികല്പിച്ചു െചയ്യുന്ന ഗുണനം തെന്ന ഹരണം.

“ . . . . . . . . . . . . . . . ഹരേണ പുനഃ
ഹാരരാശ്യംശഹാരഘ്നൗ ഹാരേച്ഛദാംശകൗ ക്രമാൽ |
കൃത്വാ േതന പുനേശ്ചേദനാപൂമംശാഹേതഃ ഫലം||” (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

പൂണ്ണൎരൂപങ്ങളായിട്ടു ഫലങ്ങൾ എത്ര ഉള്ളവെയന്നു് അറിേവണ്ടുകിൽ േഛദെത്ത�
െക്കാണ്ടു ഹരിേക്കണം എേന്ന ഉള്ളൂ. ഇങ്ങെന നാെലാന്നും അെഞ്ചാന്നും തങ്ങ�
ളിൽ ഗുണിച്ചു് ഇരുപതാെലാന്നായിട്ടിരിക്കുന്നതിെന ഹായ്യൎെമന്നു കല്പിച്ചു് ഇതിെന
അഞ്ചിെലാന്നിെന െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഇരുപതിലിറങ്ങിയ അഞ്ചു്. പിെന്ന ഈ
േഛദാംശങ്ങൾ രണ്ടിേനയും അഞ്ചിൽ ഹരിച്ചാൽ 9

വ്യാഖ്യാനം 9:
1

20

÷ 1

5

=
5

20

=
5÷ 5

20÷ 5

=
1

4

.
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ഇങ്ങെന േഛദാംശങ്ങെള അഞ്ചിൽ ഹരിക്കുന്നതിന്നു് അപവർത്തനം െചയ്യുക എന്നു
പറയുന്നു. ഈ അപവർത്തനക്രിയെയ മുകളിൽ വിസ്തരിക്കുന്നുണ്ടു്.

നാലിലിറങ്ങിയ ഒന്നു ഫലം വരും. പിെന്ന ഈ ഹായ്യൎെത്ത തെന്ന നാെലാന്നിെന�
െക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അഞ്ചിലിറങ്ങിയ ഒന്നായിട്ടിരിക്കും. ഇങ്ങെന ഗുണനവും ഹര�
ണവും ഒരു പ്രകാരംതെന്ന മിക്കവാറും. ഗുണഗുണ്യങ്ങളുെട േഛദങ്ങൾ തങ്ങളിലും
അംശങ്ങൾ തങ്ങളിലും ഗുണിപ്പൂ. ഇതു ഗുണനം. പിെന്ന ഹാരകത്തിെന്റ േഛദെത്ത
അംശെമന്നും അംശെത്ത േഛദെമന്നും കല്പിച്ചിട്ടുതെന്ന ഗുണനക്രിയ െചയ്യുേമ്പാൾ
ഹരിച്ചതായിട്ടു വരും. ഇേത്ര വിേശഷമുള്ളൂ. ഇങ്ങെന ഗുണനഹരണങ്ങൾ.

പിെന്ന സേച്ഛദമായിട്ടിരിക്കുന്ന രാശിെയ വഗ്ഗൎിേക്കണ്ടുേമ്പാൾ േഛദേത്തയും
അംശേത്തയും വഗ്ഗൎിേക്കണം. അവ വഗ്ഗൎിച്ച രാശിയുെട േഛദാംശങ്ങളാകുന്നവ.10

വ്യാഖ്യാനം 10: വഗ്ഗൎീകരണാദി:-

“വേഗ്ഗൎ ഹാരാംശേയാവ്വ ൎഗ്ഗൎഃ കായ്യൎസ്തദ്വൽ ഘേന ഘനഃ”|| (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

പിെന്ന േഛദം കൂടിയിരിക്കുന്ന രാശിെയ മൂലിേക്കണ്ടുേമ്പാൾ േഛദേത്തയും അംശ�
േത്തയും മൂലിേക്കണം. അവ പിെന്ന മൂലിച്ച രാശിക്കു േഛദാംശങ്ങളാകുന്നവ.11

വ്യാഖ്യാനം 11: മൂലീകരണം:–
“മൂേല ചാപി ദ്വേയാമ്മൂൎലേമവം ഭിന്നവിധിഭ ൎേവൽ”|| (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഇങ്ങെന സേച്ഛദത്തിെന്റ മൂലീകരണങ്ങൾ.12

വ്യാഖ്യാനം 12: വഗ്ഗൎിക്കുന്നതിന്നും മൂലിക്കുന്നതിന്നും മുമ്പിൽ സംഖ്യകെള സമേഛദങ്ങ�
ളാക്കണം. 3

3

4
-െന വഗ്ഗൎിേക്കണ്ട ദിക്കിൽ അതിെന 15

4
എന്നു സമേഛദമാക്കണം.

3

3

4

× 3

3

4

=
15× 15

4× 4

=
225

16

= 14

1

16

.

അതുേപാെല മൂലീകരണത്തിലും:–√
14

1

16

=

√
225

16

=

√
225

√
16

=
15

4

= 3

3

4

.
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അനന്തരം ൈത്രരാശികം1

വ്യാഖ്യാനം 1: ൈത്രരാശികം (Rule of Three) എന്ന േപർ വരുവാനുള്ള േഹതു:-
“ത്രേയാരാശയഃ സമാഹൃതാഃ കാരണം യസ്യ, സരാശിഃ കാേയ്യൎ കാരേണാപചാരാൽ
ത്രിരാശിഭ ൎവതി, സ പ്രേയാജനം യസ്യ തൽ ഗണിതം ൈത്രരാശികം” കാരണരൂപങ്ങളാ�
യിരിക്കുന്ന മൂന്നുരാശികെളെക്കാണ്ടു് കായ്യൎരൂപമായിരിക്കുന്ന രാശിെയ വരുത്തുവാനുള്ള
ഗണിതം ൈത്രരാശികം. ഇപ്രകാരംതെന്ന അഞ്ചു്, ഏഴു്, ഒമ്പതു തുടങ്ങിയ രാശികെളെക്കാ�
ണ്ടുള്ള ക്രിയകൾക്കു് പഞ്ചരാശികം, സപൂരാശികം, നവരാശികം എന്നിങ്ങെനയുള്ള േപർ
പറയുന്നു. (Rule of Compound Proportion).

അവിെട ഒരു അവയവിക്കു രണ്ടു് അവയവം ഉണ്ടായിട്ടിരിപ്പൂ. അതിൽ ഒരു അവ�
യവം ഇത്ര പരിണാമേത്താടുകൂടിയിരുെന്നാന്നു്; അേപ്പാൾ അവയവാന്തരം ഇത്ര
പരിണാമേത്താടുകൂടിയിരുെന്നാന്നു് നിയതമായിട്ടിരിപ്പൂ. ഇന്നിയമെത്ത അറിഞ്ഞി�
ട്ടും ഇരിപ്പൂ. അേപ്പാൾ മെറ്റാരിടത്തു് ഇങ്ങനെത്ത ഒരു അവയവിയിങ്കെല ഏകേദശ�
ത്തിെന്റ പരിമാണെത്ത അനുമാനിക്കാം. ഇതു ൈത്രരാശികമാകുന്നതു്. ഇതിനുദാ�
ഹരണം.2

വ്യാഖ്യാനം 2: ഇവിെട അവയവി െനല്ലു്. അതിെന്റ അവയവങ്ങൾ അരി, ഉമി, ത വിടു് .

അഞ്ഞാഴി െനല്ലിനു് ഇരുനാഴി അരി എന്നിങ്ങെന അറിഞ്ഞിട്ടിരിക്കുേമ്പാൾ ഇതി�
െന്റ േശഷം െനല്ലിെന്നാക്കയ്ക്കും ഇങ്ങനെത്താരു അരിെയാടുള്ള മാനസംബന്ധ�
നിയമമുണ്ടു് എന്നിരിേക്കണം. ആകയാൽ പന്തിരുനാഴി െനല്ലിന്നു് എത്ര അരി�
യുെണ്ടന്നു് അറിേയണ്ടുേമ്പാൾ ഇൈത്ത്രരാശികമാകുന്ന ക്രിയ ഉപേയാഗിക്കുന്നു.
ഇവിെട പന്തിരുനാഴി െനല്ലിെന്റ അരി അറിേയണ്ടുേന്നടേത്തയ്ക്കു് അറിഞ്ഞ െനല്ലു്
അഞ്ചിനു പ്രമാണെമന്നുേപർ. അരി രണ്ടിന്നു പ്രമാണഫലെമന്നും പന്ത്രണ്ടു െന�
ല്ലിന്നു് ഇച്ഛെയന്നും പന്ത്രണ്ടിെന്റ അരി അറിവാനിരിക്കുന്നതിന്നു് ഇച്ഛാഫലെമന്നും
േപർ.3

വ്യാഖ്യാനം 3:
ഇവിെട പ്രമാണം അഞ്ചുനാഴി െനല്ലു്.
പ്രമാണഫലം രണ്ടുനാഴി അരി.
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ഇച്ഛാ പന്ത്രണ്ടുനാഴി െനല്ലു്.
ഇച്ഛാഫലം േജ്ഞയമായിട്ടുള്ള അരി.

അേപ്പാൾ പ്രമാണവും, ഇച്ഛയും സമാനജാതികളായിട്ടിരിക്കണം, പ്രമാണഫലവും
ഇച്ഛാഫലവും സമാനജാതികളായിരിക്കണെമന്നും ൈത്രരാശികത്തിെല നിയമമാ�
കുന്നു.

അവിെട അഞ്ചിന്നു് ഇത്ര എന്നു അറിഞ്ഞതിെനെക്കാണ്ടു തെന്ന ഒന്നിന്നു് ഇത്ര
എന്നു നേട അറിഞ്ഞുെകാണ്ടാൽ ഇച്ഛാവ്യക്തികൾ ഓേരാന്നിന്നു് അത്രയത്ര ഉണ്ടാ�
കും ഫലം എന്നറിവാെനളുപ്പമുണ്ടു്. ഇതിെന്റപ്രകാരം. അവിെട പ്രമാണവ്യക്തികൾ
അഞ്ചിന്നു ഫലവ്യക്തികൾ രണ്ടു്, എേന്നടത്ത് ആ രണ്ടിെന അേഞ്ചടത്തു പകു�
ത്താൽ ഒരു കൂറുപ്രമാണവ്യക്തി ഒന്നിെന്റ ഫലമായിട്ടിരിക്കുമതു്. ഇതിെന ഇച്ഛാരാ�
ശിെയെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ഇച്ഛാവ്യക്തികൾ എല്ലാറ്റിേന്റയും ഫലേയാഗമുണ്ടാകും.
അവിെട രണ്ടിെന അേഞ്ചടത്തു പകുക്കുകയാകുന്നതു് അഞ്ചിൽ ഹരിക്ക. അഞ്ചിൽ
ഒരു കൂറു ഹരിച്ച ഫലമാകുന്നതു്. അവിെട ഹരിച്ചാൽ മുടിയായുേമ്പാൾ രണ്ടിന്നു
അഞ്ചു േഛദമായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ ഒന്നിന്നു് അഞ്ചിൽ ഇറങ്ങിയ രണ്ടും ഫല�
മാകുന്നതു് എന്നും വരും. ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ പ്രമാണം പ്രമാണഫലത്തിന്നു േഛദ�
മായിട്ടിരിക്കും. ഇതു ഗുണ്യമാകുന്നതു്. ഇച്ഛാരാശി ഗുണകാരമാകുന്നതു്. ഇവ്വണ്ണമാകു�
േമ്പാൾ പ്രമാണഫലെത്ത ഇച്ഛെയെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അപ്ഫലത്തിനു േഛദമായിട്ടി�
രിക്കുന്ന പ്രമാണരാശിെയെക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലമിച്ഛാഫലമായിട്ടു വരും. ഇവിെട
അേഞ്ചടത്തു പകുത്തിട്ടു് ഒരു കൂെറന്നും അഞ്ചിൽ ഹരിച്ച ഫലെമന്നും ഒന്നു തെന്ന.4

വ്യാഖ്യാനം 4:
“ഇച്ഛാം ഫേലന സംഹത്യ പ്രമാേണന വിഭാജേയൽ|
ഇച്ഛാഫലം ഭേവൽ ലബ്ധേമവം ൈത്രരാശികം മതം||

ഈ ക്രിയയുെട യുക്തിയാണിവിെട കാണിച്ചിരിക്കുന്നതു്.

ഇച്ഛാഫലം = ഇച്ഛാ× പ്രമാണഫലം
പ്രമാണം

അേപ്പാൾ ഇച്ഛാ×പ്രമാണഫലം = പ്രമാണം×ഇച്ഛാഫലം.

ൈത്രരാശികത്തിൽ ഇച്ഛാപ്രമാണഫലഘാതം പ്രമാേണച്ഛാഫലഘാതേത്താടു തുല്യമായി�
ട്ടിരിക്കും.
ഈ ബന്ധെത്ത തെന്ന േവെറ ഒരു പ്രകാരത്തിൽ കല്പിക്കാം.

പ്രമാണഫലം
പ്രമാണം

=
ഇച്ഛാഫലം

ഇച്ഛാ
.

പ്രമാണഫലം പ്രമാണത്തിെന്റ എത്ര ആവൃത്തിയാേണാ അത്രാവൃത്തി ഇച്ഛാഫലം ഇച്ഛയു�
േടതായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട ഇച്ഛാ പ്രമാണേത്തക്കാേളറുേമ്പാൾ, ഇച്ഛാഫലം പ്രമാണഫല�
േത്തക്കാേളറും; കുറയുേമ്പാൾ കുറയും. വ്യസ്തൈത്രരാശികത്തിലുള്ള വ്യത്യാസെത്ത േമലിൽ
പറയുന്നുണ്ടു്.

യാെതാരുപ്രകാരം ഘാതേക്ഷത്രെത്ത ഒരു വക വരിയിെല ഖണ്ഡസംഖ്യെയെക്കാ�
ണ്ടു് ഹരിച്ചാൽ മെറ്റ പരിഷയിെല ഒരു വരിയിെല ഖണ്ഡസംഖ്യയുണ്ടാകും ഫലമായി�
ട്ടു്. അേത്രടത്തു പകുത്താലും ഒരു വരി ഒരു കൂറായിട്ടിരിക്കും എന്നവണ്ണം.5
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വ്യാഖ്യാനം 5: ഇരുപതു ഖണ്ഡങ്ങളടങ്ങിയ ഒരു ഘാതേക്ഷത്രെത്ത ഒരു വരിയിൽ അയ്യ�
ഞ്ചു

പരിേലഖം (17)

ഖണ്ഡം വീതമായിട്ടു കല്പിക്കൂ. അേപ്പാൾ മേറ്റവരിഒന്നിൽ നാലുഖണ്ഡങ്ങളുണ്ടാകും (പരിേല�
ഖം 17). അതായത് ഇരുപതിെന അഞ്ചിൽ ഹരിച്ചാൽ ഫലം നാലു് എന്നു് .

പരിേലഖം (18)

പിെന്ന അഞ്ചു ഖണ്ഡങ്ങെള െവേവ്വെറ െവക്കു (പരിേലഖം 18). ഓേരാന്നിൽ ഓേരാ ഖണ്ഡം
വീതം േചക്കൂൎ . പിേന്നയും ഓേരാ ഖണ്ഡങ്ങൾ േചക്കൂൎ . മൂന്നാമതും ഓേരാ ഖണ്ഡങ്ങൾ േചക്കൂൎ .
അേപ്പാൾ ഇരുപതു ഖണ്ഡങ്ങളും തികഞ്ഞു. ഇങ്ങെന നാലു ഖണ്ഡങ്ങളടങ്ങിയ അഞ്ചുകൂട്ട�
ങ്ങൾ ഉണ്ടാകുന്നു. ഇരുപതിെന അഞ്ചായിട്ടു പകുത്തിട്ടു് ഒരു കൂറു് എന്നീ നാലിെന പറയുന്നു.
അേപ്പാൾ ഇരുപതിെന അഞ്ചിൽ ഹരിച്ച ഫലവും ഇരുപതിെന അേഞ്ചടത്തു പകുത്തിട്ടു് ഒരു
കൂറും നാലുതെന്ന. അേഞ്ചടത്തു പകുക്കുക എന്നതിനു് അഞ്ചിൽ ഹരിക്കുക എന്നുതെന്ന അൎ�
ത്ഥം. അേപ്പാൾ പ്രകൃേതാദാഹരണത്തിൽ രണ്ടിെന അഞ്ചിൽ ഹരിച്ച ഫലവും രണ്ടിെന
അേഞ്ചടത്തു പകുത്തിട്ടു് ഒരു കൂറും അഞ്ചിൽ ഇറങ്ങിയ രണ്ടുതെന്ന —

2

5

.

ഇങ്ങനെത്താന്നു ൈത്രരാശികമാകുന്ന ഗണിതം.
ഇവിെട െനല്ലു് അവയവി ആകുന്നതു്. ഉമിയും അരിയും തവിടും അവയവങ്ങളാ�

കുന്നതു്. അവിെട മൂന്നു് ഉമിക്കു രണ്ടു അരി എന്നാകിലുമാം വ്യാപ്തിഗ്രഹണം. അഞ്ചു
െനല്ലിന്നു മൂന്നു് ഉമി എന്നാകിലുമാം. ഇങ്ങെന ഉപാധിവശാൽ പ്രമാണഫലങ്ങൾ
അതതായിട്ടു കല്പിക്കാം. ഒരിടത്തു ജിജ്ഞാസവശാൽ രണ്ടു് അരിക്കു് അഞ്ചു െനല്ലു്,
ഇത്ര അരിക്കു് എത്ര െനല്ലു് എന്നും വരും പ്രമാേണച്ഛാഫലേഭദങ്ങൾ. ഇങ്ങെന ഒരു
വക ൈത്രരാശികം.

പിെന്ന വ്യസ്തൈത്രരാശികവിഷയം.6
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വ്യാഖ്യാനം 6:
“ഇച്ഛാവൃദ്ധൗഫലഹ്രാസ ഇച്ഛാഹ്രാേസധികം ഫലം|
യത്ര തത്ര ഹി കത്തൎ വ്യം വ്യസ്തൈത്രരാശികം ബുൈധഃ ||
ഇവിെട ഇച്ഛാപ്രമാണേത്തക്കാേളറുേമ്പാൾ ഇച്ഛാഫലം പ്രമാണഫലേത്തക്കാൾ കു�

റയും, കുറയുേമ്പാേളറും. ഇങ്ങെനയുള്ള വിഷയത്തിങ്കെല ക്രിയയ്ക്കു വ്യസ്തൈത്രരാശികെമന്നു
പറയുന്നു (Inverse Proportion).

അവിെട എട്ടുമാറ്റിൽ ഈ വിലയ്ക്കു് ഇത്ര പണത്തൂക്കം െപാന്നു േവണം, അേപ്പാൾ
പത്തു മാറ്റിൽ എത്ര പണത്തൂക്കം എന്ന ൈത്രരാശികത്തിങ്കൽ പ്രമാണേത്തക്കാൾ
എത്രേയറും ഇച്ഛാരാശി പ്രമാണഫലേത്തക്കാൾ അത്രേയറും ഇച്ഛാഫലം എന്നല്ലാ
ഇരിപ്പൂ, അത്ര കുറയുെമന്നു്. ഇങ്ങെന ഇരിക്കുേന്നടത്തു വ്യസ്തൈത്രരാശികം േവണ്ടു�
വതു്. അതാകുന്നതു പ്രമാണവും പ്രമാണഫലവും തങ്ങളിൽ ഘാതത്തിങ്കന്നു് ഇച്ഛാ�
രാശിെയെകാണ്ടു ഹരിച്ചതു് ഇവിെട ഇച്ഛാഫലമാകുന്നതു് എന്നു വിേശഷം.7

വ്യാഖ്യാനം 7: വ്യസ്തൈത്രരാശിക ക്രിയയാണിവിെട പറഞ്ഞിരിക്കുന്നതു്.
“വ്യസ്തൈത്രരാശികഫലമിച്ഛാഭക്തഃ പ്രമാണഫലഘാതഃ”||

പ്രമാണാന്തരം:
“പ്രമാേണന ഫലം ഹത്വാ വിഭേജദിച്ഛയാ ബുധഃ|
വ്യസ്തൈത്രരശികം േഹ്യതൽ േജ്ഞയം സവ്വൎത്ര ധീമതാ”||
ഒരു കൂലിക്കാരന്നു കുെറ െതങ്ങുംതയ്യുകൾ െവയ്ക്കുവാൻ ഒരു ദിവസം േവണെമങ്കിൽ

രണ്ടു കൂലിക്കാർക്കു് അത്രതെന്ന െതങ്ങുംതയ്യു െവയ്ക്കുവാൻ പകുതി സമയം മതി. ഒേര വി�
ലയ്ക്കുതെന്ന പത്തു മാറ്റുള്ള സ്വണ്ണൎത്തിെന്റ തൂക്കത്തിേനക്കാളധികം എട്ടുമാറ്റുള്ള സ്വണ്ണൎത്തി�
െന്റ തൂക്കം വാങ്ങാം. നാല്പതു മഞ്ചാടിക്കുരുവിെന നാലായി ഭാഗിച്ചാൽ ഓേരാ ഭാഗത്തിൽ
പത്തു മഞ്ചാടിവീതമുണ്ടാകും. എന്നാലവെയ എട്ടായിട്ടു ഭാഗിക്കുകയാെണങ്കിൽ ഓേരാ ഭാഗ�
ത്തിൽ അഞ്ചുവീതം മാത്രേമ ഉണ്ടാകയുള്ളൂ. ഇങ്ങെന ചില വ്യസ്തൈത്രരാശികത്തിെന്റ ഉദാ�
ഹരണങ്ങൾ.

വ്യസ്തൈത്രരാശികത്തിങ്കൽ,
പ്രമാണം×പ്രമാണഫലം = ഇച്ഛാ×ഇച്ഛാഫലം.

ഇച്ഛാ
പ്രമാണം

=
പ്രമാണഫലം

ഇച്ഛാഫലം
.

“വ്യസ്തൈത്രരാശികഫലമിച്ഛാഭക്തഃ പ്രമാണഫലഘാതഃ” എന്നുണ്ടു്. ഇങ്ങെന
ൈത്രരാശികത്തിെന്റ ദിങ്മാത്രം.8

വ്യാഖ്യാനം 8: പഞ്ചരാശികം, സപൂരാശികം, നവരാശികം ഇങ്ങെനെയല്ലാം ചില ക്രിയ�
കളുെണ്ടന്നു മുമ്പിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടേല്ലാ. പഞ്ചരാശികത്തിെന്റ ഒരു ഉദാഹരണം:

“മാേസ ശതസ്യ യദി പഞ്ചകലാന്തരം സ്യാ
ദ്വേഷൎ ഗേത ഭവതി കിം വദ േഷാഡശാനാം”|| (ലീലാവതീ)
നൂറ്റിന്ന് ഒരു മാസത്തിൽ അഞ്ചു പലിശയാെണങ്കിൽ, പതിനാറിെന്നാരു െകാല്ലേത്ത�

യ്ക്കു പലിശ എന്തു്?

ഇവിെട പ്രമാണങ്ങൾ — 100, 1.
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പ്രമാണഫലം —5.
ഇച്ഛകൾ — 16, 12.

ഇച്ഛാഫലം =
പ്രമാണഫലം×ഇച്ഛാ

പ്രമാണം
.

=
5× 16× 12

1× 100

=
960

100

= 9

3

5

ഇവിെട പ്രമാണഫലെത്ത എല്ലാ ഇച്ഛകെളെക്കാണ്ടും ഗുണിേക്കണം. എല്ലാ പ്രമാ�
ണങ്ങെളെക്കാണ്ടും ഹരിക്കുകയും േവണം. ഈ ക്രിയെയ രണ്ടു ൈത്രരാശികങ്ങെളന്നു
കല്പിക്കാം. ഇവ രണ്ടും സാധാരണ ൈത്രശികം തെന്ന. എന്നാൽ ഒന്നു വ്യസ്തൈത്രരാശിക�
മാെണങ്കിൽ അതിെല പ്രമാണഫലെത്ത അതിെന്റ പ്രമാണംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഇച്ഛെകാ�
ണ്ടു ഹരിേക്കണം. മെറ്റ ൈത്രരാശികത്തിൽ ഇച്ഛതെന്ന ഗുണകാരം, പ്രമാണം ഹാരകവും.
ഇങ്ങെന ൈത്രരാശികത്തിലും പഞ്ചാദിരാശികങ്ങളിലും ക്രിയയ്ക്കു വ്യ  ത്യാസമില്ല.

പിെന്ന ഇൈത്ത്രരാശികന്യായവും ഭുജാേകാടികണ്ണൎന്യായവും ഇവ രണ്ടിെന�
െക്കാണ്ടും വ്യാപ്തം ഗണിതക്രിയ മിക്കതും. ഇവറ്റിന്നു അംഗമായിട്ടു സംകലിതാദി
പരികമ്മൎങ്ങൾ ഇരിപ്പൂ. ഇങ്ങെന ഗണിതന്ന്യായങ്ങൾ മിക്കതും െചാല്ലീതായി.





5
കുട്ടാകാരം

അഹഗ്ഗൎണാനയനം
അന്തരം അഹഗ്ഗൎണം വരുത്തുക തുടങ്ങിയുള്ള ഗണിതെത്ത ഈ ന്യായാ1 തിേദശപ്രകാര�
െത്തെക്കാണ്ടു െചാല്ലുന്നൂ.
വ്യാഖ്യാനം 1: ൈത്രരാശികം ന്യായം.

അവിെട കല്യാദ്യഹഗ്ഗൎണെത്ത രണ്ടു ൈത്രരാശികം2 െകാണ്ടറിയുന്നൂ.
വ്യാഖ്യാനം 2:

ദ്വാദശഘ്നാൻ കേലരബ്ദാൻ മാൈസൈശ്ചത്രാദിഭിഗ്ഗൎൈതഃ|
സംയുക്താൻ പൃഥഗാഹത്യാപ്യധിമാൈസ സ്തേതാ ഹൃൈതഃ ||
സൗരമാൈസയ്യുൎേഗാൈക്തൈസ്തരധിമാൈസയ്യുൎതാൻ ഗൈതഃ |
മാസാംശ്ച ത്രിംശതാ ഹത്വാ തിഥിയുക്താ ഗതാഃപൃഥൿ ||
തിഥിക്ഷൈയന്നൎിഹത്യാേതാ യുേഗാക്തതിഥിഭിർഹൃതാൻ |
അവമാൻ േശാധേയേച്ഛഷസ്സാവേനാ ദ്യുഗണഃ കേലഃ || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
ഇവിെട രണ്ടു ൈത്രരാശികങ്ങെള െചയ്യുന്നുണ്ടു്. (1) കല്യാദിയിങ്കന്നു തുടങ്ങി കഴി�

ഞ്ഞ സൗരാബ്ദങ്ങെള പന്ത്രണ്ടിൽ ഗുണിച്ചു മാസമാക്കി വത്തൎ മാനവഷൎത്തിെല കഴിഞ്ഞ
ൈചത്രാദി മാസങ്ങെള അതിൽ കൂട്ടൂ. ആ മാസസമൂഹെത്ത േവെറെവച്ചു യുഗാദിമാസ�
ങ്ങെളെക്കാണ്ടു് െപരുക്കി യുഗസൗമാസങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരിക്കുക. അേപ്പാൾ കിട്ടുന്നതു
കഴിഞ്ഞുേപായ അധിമാസങ്ങളായിരിക്കും. (2) ഈ അധിമാസങ്ങെള മുൻ േവെറ െവ�
ച്ചിരിക്കുന്ന മാസസമൂഹത്തിൽക്കൂട്ടി മുപ്പതിൽ ഗുണിച്ചു വത്തൎ മാനചാന്ദ്രമാസത്തിങ്കെല
ശുക്ലപ്രതിപദം മുതൽ കഴിഞ്ഞ പക്കങ്ങേളയുംകൂട്ടി േവെറ െവയ്ക്കുക. അതിെന യുഗാവമദിന�
ങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു യുഗചാന്ദ്രദിനങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരിക്കു. ഇങ്ങെന ഹരിച്ചു കിട്ടുന്നതു്
അവമദിനങ്ങളാകുന്നു. ഈ അവമദിനങ്ങെള േവെറെവച്ചിരിക്കുന്ന ചാന്ദ്രദിനങ്ങളിൽനിന്നു
കളയൂ. േശഷിച്ചതു കല്യാദിയിങ്കന്നു കഴിഞ്ഞ സാവനാഹഗ്ഗൎണമാകും.

ഇതിങ്കൽ കുല്യാദ്യതീത സംവത്സരെത്ത സൗരംെകാണ്ടു് അറിയുന്നൂ, സംവത്സര�
ത്തിങ്കൽ സൗരം3 പ്രസിദ്ധമാകുന്നതു്, എന്നിട്ടു്.
വ്യാഖ്യാനം 3:

“സൗരാേബ്ദാ ഭാസ്കരൈസ്യവ േജ്യാതിശ്ചക്രപരിഭ്രമഃ” (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

45
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ആദിത്യനു േജ്യാതിചക്രത്തിൽ കിഴക്കുേനാക്കിെക്കാണ്ടുള്ള ഒരു ഭ്രമണത്താൽ പരി�
േഛദിക്കെപ്പടുന്ന കാലം ഒരു സൗരാബ്ദം.

പിെന്ന വത്തൎ മാനസംവത്സരത്തിങ്കൽ കഴിഞ്ഞ മാസങ്ങെള ചാന്ദ്രം4 െകാണ്ടു് അറി�
യും.

വ്യാഖ്യാനം 4:
പൂവ്വൎപക്ഷശ്ശശാങ്കസ്യ വിപ്രകേഷൎാ രേവഃ സ്മൃതഃ|
സന്നികേഷൎാപരഃ പക്ഷഃ സിതവൃദ്ധിക്ഷയൗ യേയാഃ ||
മാസസ്താഭ്യാം മതശ്ചാന്ദ്രസ്ത്രിംശത്തിഥ്യാത്മകസ്സ ച || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
അമാവാസ്യന്തത്തിങ്കൽ ആദിത്യേനാടു കൂടിയിരിക്കുന്ന ചന്ദ്രന്നു പൗണ്ണൎമാസ്യാന്ത�

േത്താളം ക്രേമണയുള്ള വിപ്രകഷൎം യാെതാന്നു് അതിന്നു പൂവ്വൎപക്ഷെമന്നും പൗണ്ണൎമാസ്യന്തത്തിങ്കന്നു
തുടങ്ങി ക്രേമണ അമാവാസ്യന്തമുള്ള സന്നികഷൎം യാെതാന്നു് അതിന്നു് അപരപക്ഷെമ�
ന്നും പറയെപ്പടുന്നു. ചന്ദ്രബിംബത്തിെന്റ സിതാസിതമാനങ്ങളുെട വൃദ്ധിക്ഷയങ്ങെള അനു�
സരിച്ചു് അക്കാലങ്ങൾക്കു ശുക്ലപക്ഷെമന്നും കൃഷ്ണപക്ഷെമന്നും േപരുകളുണ്ടു്. ഇപ്രകാരം
പൂവ്വ ൎാപരപക്ഷങ്ങെളെക്കാണ്ടുള്ള മുപ്പതു തിഥികളടങ്ങിയ കാലമാകുന്നു ഒരു ചാന്ദ്രമാസം.

പിെന്ന വത്തൎ മാനമാസത്തിൽ കഴിഞ്ഞ ദിവസങ്ങെള സാവനം5 െകാണ്ടു് അറി�
ഞ്ഞിരിക്കുന്നൂ, പ്രസിദ്ധിവശാൽ.

വ്യാഖ്യാനം 5:
രേവഃ പ്രത്യഗ്ഭ്രമം പ്രാഹുഃ സാവനാഖ്യം ദിനം നൃണാം || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
പ്രവഹവായുവശഗനായ ആദിത്യെന്റ പടിഞ്ഞാറു േനാക്കിയുള്ള ഒരു ഭ്രമണത്തിന്നുള്ള

കാലമാകുന്നു ഒരു സാവനദിനം.

പിെന്ന ഇവെറ്റെക്കാണ്ടു കല്യാദ്യതീതസാവനദിവസങ്ങെള അറിേയണ്ടുന്നു. ഇവി�
െട പിെന്ന ചതുയ്യുൎഗത്തിങ്കെല ഭഗണഭൂദിനങ്ങളെല്ലാ പഠിച്ചതു്. അവെറ്റെകാണ്ട്
കല്യാദിയിങ്കന്നു തുടങ്ങി കഴിഞ്ഞതിെന വരുത്തുന്നൂ. അവിെട യുഗത്തിങ്കൽ സൗര�
ചാന്ദ്രഭഗണാന്തരം ചാന്ദ്രമാസമാകുന്നതു്.6

വ്യാഖ്യാനം 6:
സൂയ്യൎഭഗണം = അയുതഘ്നരദാണ്ണൎവാഃ = 432× 10000 = 4320000

ചന്ദ്രഭഗണം = ഖാശ്വി േദേവഷു സപ്താദ്രി ശരാഃ = 57753320

ചാന്ദ്രമാസം = സൂേയ്യൎന്ദു ഭഗണാന്തരം
= 57753320− 4320000

= 53433320.

അതിങ്കന്നു യുഗസൗരഭഗണെത്ത പന്ത്രണ്ടിൽ ഗുണിച്ചുണ്ടായ യുഗസൗരമാസെത്ത
കളഞ്ഞേശഷം യുഗാധിമാസം.7

വ്യാഖ്യാനം 7:
യുഗസൗരമാസം = അയുതഘ്നാബ്ധിവേസ്വക ശരാഃ

= 4320000× 12 = 51840000.

യുഗാധിമാസം = ഖേനത്രാഗ്നി രാമനേന്ദഷു ഭുമയഃ = 1593320
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ഇവിെട സൂയ്യൎഭഗണെത്ത പന്ത്രണ്ടിൽ െപരുക്കിയാൽ യുഗസൗരമാസം കിട്ടുെമന്നും
ചന്ദ്രമാസത്തിൽ നിന്നും യുഗസൗരമാസം വാങ്ങിയാൽ േശഷം യുഗാധിമാസമായിട്ടു വരു�
െമന്നും അറിേയണം.

പിെന്ന യുഗസൗരമാസത്തിന് ഇത്ര അധിമാസം കല്യാദ്യതീതസൗരമാസത്തിന്നു്
എത്ര അധിമാസം എന്ന ൈത്രരാശികെത്തെക്കാണ്ടു് അതീതാധിമാസെത്ത ഉണ്ടാ�
ക്കി അതീതസൗരമാസത്തിൽ കൂട്ടിയതു് അതീതചാന്ദ്രമാസമായിട്ടിരിക്കും. ഇതിൽ
പിെന്ന വത്തൎ മാനവഷൎത്തിെല ൈചത്രാദികെളകൂട്ടി മുപ്പതിൽ ഗുണിച്ചു വത്തൎ മാന�
മാസത്തിെല അതീതദിവസേത്തയും കൂട്ടിയതു കല്യാദ്യതീതതിഥികൾ. പിെന്ന യു�
ഗതിഥിയും യുഗസാവനവും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരം യുഗാവമം.8

വ്യാഖ്യാനം 8:
യുഗതിഥികൾ = ഖഖഷണ്ണവേഗാനന്ദേനത്രശൂന്യരേസന്ദവഃ

= 53433320× 30 = 1602999600.

യുഗസാവനദിവസങ്ങൾ (ഭൂദിനം) = ഖഖാക്ഷാത്യഷ്ടിേഗാസപ്തസ്വേരഷു ശശിനഃ
= 1577917500.

അവമദിങ്ങൾ അഥവാ തിഥിക്ഷയങ്ങൾ
ഖേവ്യാേമന്ദുയമാഷ്ടാഭൂതത്വതുല്യാഃ
= 25082100.

പിെന്ന യുഗതിഥിക്കു് ഇത്ര അവമം അതീതതിഥിക്കു് എത്ര അവമം എന്ന ൈത്രരാ�
ശികെത്തെക്കാണ്ടു് ഉണ്ടായ അവമെത്ത അതീതതിഥിയിങ്കന്നു കളഞ്ഞതു കല്യാദ്യ�
തീതസാവനദിവസം.9

വ്യാഖ്യാനം 9: ഒരുദാഹരണം:- 1120-ാമാണ്ടു ചിങ്ങം 1-ാംനു ഉദയത്തിെല കല്യാദ്യഹഗ്ഗൎ�
ണം എന്തു്? അതായതു് 5046-ാം കല്യബ്ദത്തിൽ ശ്രാവണമാസത്തിൽ കറുത്ത ത്രേയാദശി
ബുധനാഴ്ച ഉദയത്തിെല കലിെക്കാട്ടനാൾ ഏതു് ?

1119 േമടം 1-ാംനുക്കു് അതീതസൗരമാസങ്ങൾ = 5045× 12 = 60540

ആദ്യെത്ത ൈത്രരാശികം:-

യുഗസൗരമാസം:യുഗാധിമാസം : : അതീതസൗരമാസം:അതീതാധിമാസം.

അേപ്പാൾ അതീതാധിമാസം =
60540× 1593320

51840000

= 1860

അതീതചാന്ദ്രമാസം = 60540 + 1860 = 62400

ഇഷ്ടകാലേത്തയ്ക്കു് അതീതചാന്ദ്രമാസം = 62400 + 4 = 62404

ഇഷ്ടകാലേത്തയ്ക്കു് അതീതചാന്ദ്രദിവസം = 62404× 30 + 27 = 1872147.

രണ്ടാമെത്ത ൈത്രരാശികം:-
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യുഗതിഥി:യുഗാവമം : : അതീതതിഥി:അതീതാവമം.

∴ അതീതാവമം =
1872147×25082100

1602999600

=29293.

അേപ്പാൾ അതീതസാവനദിവസം = 1872147− 29293 = 1842854.

ഇവിെട ഒേന്നാ രേണ്ടാ ദിവസെത്ത വ്യത്യാസം കാണുവാൻ സംഗതിയുണ്ടു്. കല്യാദി
െവള്ളിയാഴ്ച എന്നു സങ്കല്പിച്ചു് ഇവിെട ആഴ്ച ഒപ്പിച്ചു് ഇഷ്ടാഹഗ്ഗൎണം ശരിെപ്പടുേത്തണ്ടതാകു�
ന്നു. ആഴ്ച ഒപ്പിച്ചു േനാക്കുേമ്പാൾ,

ഇഷ്ടകല്യാദ്യഫഗ്ഗൎണം = 1842853 എന്നുംവരും.

പ്രസിദ്ധമായിട്ടുള്ളതു സാവനമാെണങ്കിലും, ചാന്ദ്രങ്ങളായിട്ടുള്ള വസ്തുക്കെള ഉപേയാ�
ഗിച്ചു രണ്ടു ൈത്രരാശികംെകാണ്ടു കല്യാദ്യഹഗ്ഗൎണെത്ത വരുത്തുന്നു. എന്തുെകാണ്ടാണ് ചന്ദ്ര�
ങ്ങെള സ്വീകരിച്ചിരിക്കുന്നതു്? കല്യാദിയായ ദിവസം ലംകയിെല ഉദയത്തിങ്കൽ സൂയ്യൎചന്ദ്ര�
ന്മാരുെട മദ്ധ്യമം ശൂന്യവും തുംഗെന്റ മദ്ധ്യമം മൂന്നു രാശിയും ആെണന്നു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.
എന്നാൽ കല്യബ്ദത്തിെന്റ ആരംഭം േമഷസ്ഫുടസംക്രമസമയത്തുനിന്നാണു്. േമഷസ്ഫുടസംക്ര�
മസമയത്തു സൂയ്യൎമദ്ധ്യമം 11 രാശി 27 തിയ്യതി, 52 ഇലി, 58 വിലി, 6 തല്പര മാത്രേമ ആയിട്ടു�
ള്ളൂ. അേപ്പാൾ സൂയ്യൎമദ്ധ്യമം ശൂന്യമാകുവാൻ രണ്ടിൽ ചില്വാനം ദിവസംകൂടി േവണ്ടതായിട്ടി�
രിക്കുന്നു. കല്യബ്ദാദി കഴിഞ്ഞിട്ടു് രണ്ടിൽ ചില്വാനം ദിവസം കഴിഞ്ഞിട്ടാണു് കല്യാദി തുടങ്ങു�
ന്നതു് . അേപ്പാൾ തികഞ്ഞ കല്യബ്ദം െവച്ചു ക്രിയ െചയ്യുേമ്പാൾ കല്യാദ്യഹഗ്ഗൎണം വരുത്തു�
വാൻ രണ്ടിൽ ചില്വാനം ദിവസം തള്ളിക്കളേയണ്ടിവരും. എന്നാൽ കല്യാദിയിങ്കൽ ചന്ദ്ര�
െന്റ ഉദയസ്ഫുടം ഏകേദശം 5 തിയ്യതി 1 ഇലി ആകുന്നു. അസ്സമയത്തു ചന്ദ്രസൂയ്യൎന്മാരുെട
സ്ഫുടാന്തരം 2തി 54 ഇലി. അതായതു കല്യാദി ഉദയത്തിങ്കൽ െവളുത്ത പ്രതിപദം തുടങ്ങി�
യിട്ടു് ഏകേദശം 14

1

2
നാഴിക കഴിഞ്ഞിരിക്കുന്നു. കല്യാദിയിങ്കെല ഉദയം െവളുത്ത പ്രതി�

പദത്തിെന്റ മുതൽക്കാലിലാകുന്നു. ക്രിയയിലും ശുക്ലപ്രതിപദാദി തുടങ്ങി തെന്ന അഹഗ്ഗൎണ�
െത്ത കണക്കാക്കുന്നു. അതു കല്യാദിയിങ്കന്നു തുടങ്ങിയതുതെന്ന എന്നു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.

എന്നാൽ സൂര്യെന്റ േമഷസ്ഫുടസംക്രമവും മദ്ധ്യസംക്രമവും തമ്മിലുള്ള രണ്ടിൽ ചില്വാ�
നം ദിവസത്തിെന്റ വ്യത്യാസെത്ത പരിഹരിക്കുവാൻ ഒരു സംസ്ക്കാരം െചയ്തു സാവനങ്ങളാ�
യിരിക്കുന്ന വസ്തുക്കെളെക്കാണ്ടുതെന്ന ഒരു ൈത്രരാശികം െചയ്താൽ ശരിയായിട്ടുള്ള കല്യാ�
ദ്യഹഗ്ഗൎണം വരും. േമഷാദി തുടങ്ങി േമഷാദിവെര ഗമിക്കുവാൻ സ്ഫുടസൂയ്യൎന്നും മദ്ധ്യമസൂയ്യൎ�
ന്നും േവണ്ടിവരുന്ന സമയം “മകുേടാൽബണകൃഷ്ണതാലഃ” (365 ദിവസം 15 നാഴിക 31 വി�
നാഴിക 15 ഗുവ്വ ൎക്ഷരം).

1119 േമടം 1-ാംനുക്കു തികഞ്ഞ കല്യബ്ദം = 5045.

അതായതു കല്യാദിയിങ്കന്നു രണ്ടിച്ചില്വാനം ദിവസം മുമ്പുണ്ടായ സൂയ്യൎസ്ഫുടേമഷസംക്രമം
തുടങ്ങി 1119-ൽ േമഷസംക്രമംവെര സ്ഫുടസൂയ്യൎൻ 5045 പരിഭ്രമണങ്ങൾ കഴിച്ചു എന്നത്ഥൎ ം
അസ്സമയത്തു മദ്ധ്യമസൂയ്യൎൻ 5044 ഭഗണം 11 രാശി 27തി. 52ഇ., 58വി. 6ത മാത്രേമ ഗമി�
ച്ചിട്ടുള്ളു. അേപ്പാൾ 4320000 ഭഗണത്തിന്നു 1577917500 ദിവസം േവണെമങ്കിൽ 5044ഭ.
11രാ. 27തി. 52ഇ. 58വി. 6ത-ക്കു് എത്ര ദിവസം േവണെമന്നുള്ള ൈത്രരാശികംെകാണ്ടു
ശരിയായിട്ടുള്ള അഹഗ്ഗൎണം വരും.

1119 േമടം 1-ാംനുക്കു തികഞ്ഞ കലിെക്കാട്ടനാൾ

= (5044ഭ . 11രാ . 27തി . 52ഇ . 58വി . 6ത .)× 1577917500

4320000



േജ്യഷ്ഠേദവൻ: യുക്തിഭാഷാ 49

= [5045ഭ .− (0രാ . 2തി . 7ഇ . 1വി . 54ത .)]× 2103890

5760

(ഇവിെട 1577917500-േനയും 4320000-േനയും 7500 െകാണ്ടു് അപവത്തൎ ിച്ചാൽ ദൃഢഭൂ�
ദിനഭഗണങ്ങളായിരിക്കുന്ന 210389-ഉം 576-ഉം വരും. ഇവെയ പത്തിൽ ഗുണിച്ചവെയ�
യാണിവിെട ഗുണകാരഹാരകങ്ങളായിട്ടു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നതു്.)

അേപ്പാൾ ഇഷ്ടകല്യാദ്യഹഗ്ഗൎണം

=

[
5045ഭ . − 2തി . 7ഇ . 1വി . 54ത .

360

ഭ .
]
× 2103890

5760

=

5045ഭ .× 2103890− 2തി . 7ഇ . 1വി . 54ത .
360

× 2103890

5760

.

=

5045× 2103890− 445434− 25− 19− 6

36

5760

=
5045× 2103890− 12373

5760

“അബ്ദാൻ കേലരദ്ധൎജഗന്ന്യേപൈന്ദ്ര-
ഹൎത്വാ, തേതാ ലാസഗരീഢ്യ ഹീനാൽ
ഇഷച്ഛമാപ്തം ഗതമാസവാക്യ
ഗതാഹയുക്തം ദ്യുഗേണാച്ഛവാരാൽ.” (പഞ്ചേബാധം)
ഇതുപ്രകാരം ക്രിയെചയ്താലും മുമ്പിെല അഹഗ്ഗൎണം തെന്ന വരും.

മദ്ധ്യമാനയനം
അനന്തരം കല്യാദ്യതീതമദ്ധ്യമാനയനം. അവിെട യുഗസാവനത്തിന്നു് ഇത്ര ഭഗ�
ണം.10

വ്യാഖ്യാനം 10: േജ്യാതിശ്ചക്രത്തിൽ ഗ്രഹത്തിെന്റ കിഴക്കുേനാക്കിയുള്ള ഒരു ഭ്രമണത്തി�
ന്നു ഒരു ഭഗണെമന്നു പറയുന്നു.

അതീതസാവനത്തിന്നു് എത്ര ഭഗണം എന്നു തികഞ്ഞ ഭഗണങ്ങൾ ഉളവാകും. പി�
െന്ന േശഷത്തിങ്കന്നു ഭഗണാവയവമായിരിക്കുന്ന രാശ്യംശലിപ്താദിെയ പന്ത്രണ്ടു് ,
മുപ്പതു്, അറുപതു്, എന്നവെറ്റെകാണ്ടു് ഗുണിച്ചുണ്ടാക്കൂ. അവ മദ്ധ്യമങ്ങളാകുന്നവ.
ഇങ്ങെന ഒരു പ്രകാരം. പിെന്ന മാസാധിമാസാവമഭഗണങ്ങളിൽെവച്ചു കുല്യാദ്യ�
തീതങ്ങളിൽ യാെതാന്നിെന ഇച്ഛാരാശിയായിട്ടു കല്പിക്കുന്നൂ, യുഗസംബന്ധികളാ�
യിരിക്കുന്ന തജ്ജാതീയെത്ത പ്രമാണമാക്കി പിെന്ന യുഗസംബന്ധികളിലിഷ്ടെത്ത
പ്രമാണഫലമാക്കൂ. പിെന്ന ൈത്രരാശികംെകാണ്ടുണ്ടായ ഇച്ഛാഫലം പ്രമാണഫ�
ലേത്താടു സമാനജാതീയമായിട്ടിരിക്കും. ഇങ്ങെന ഗ്രഹമദ്ധ്യമാനയനം.
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അപവത്തൎ നവും കുട്ടാകാരവും
അനന്തരം ഇെച്ചാല്ലിയവ യുഗസംബന്ധികൾ ഗുണഹാരങ്ങൾ എന്നിരിക്കുേമ്പാൾ
ക്രിയ െപരുതു് എന്നിട്ടു് ക്രിയയുെട ചുരുക്കത്തിന്നായിെക്കാണ്ടു ഗുണഹാരങ്ങെള ചു�
രുക്കുവാനായിെക്കാണ്ടു് അപവത്തൎ നക്രിയേയയും പ്രസംഗാൽ കുട്ടാകാരേത്തയും
െചാല്ലുന്നൂ. അവിെട ഇച്ഛാഫലെത്ത പ്രമാണംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതും പ്രമാണഫ�
ലെത്ത ഇച്ഛെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതും തുല്യസംഖ്യമായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ ഈ
ഘാതത്തിങ്കന്നു ഇച്ഛെകാണ്ടു ഹരിച്ചതു് പ്രമാണഫലമായിട്ടുവരും. പ്രമാണെത്ത�
െക്കാണ്ടു ഹരിച്ചത് ഇച്ഛാഫലമായിട്ട് വരും. പ്രമാണഫലെത്തെകാണ്ടു ഹരിച്ചത്
ഇച്ഛാ. ഇച്ഛാഫലെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചതു പ്രമാണം. ഈവണ്ണമാകുേമ്പാൾ ഇച്ഛാ�
ഫലെത്ത നേട അറിഞ്ഞിരിക്കുേമ്പാൾ അതിെന പ്രമാണെത്തെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു്
പ്രമാണഫലെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചതു് ഇച്ഛാരാശിയായിട്ടു് വരും, ഹരിച്ചാൽ േശഷം
മുടിയുേന്നടത്തു്. മുടിയാേത്തടത്തു േപാരാത്ത സംേഖ്യ കൂട്ടീട്ടു്, ഏറുകിൽ കളഞ്ഞിട്ടു
ഹരിച്ചാൽ ഇച്ഛാരാശിയായിട്ടു വരും. ഇച്ഛാഫലം പൂണ്ണൎരൂപമായിട്ടിരിക്കുന്നതിെന�
െക്കാണ്ടു പ്രമാണ രാശിെയ ഗുണിച്ചൂ എങ്കിൽ േശഷെത്ത കൂട്ടുകതാൻ കളകതാൻ
േവണ്ടിരിക്കും. പ്രമാണഫലെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചിട്ടു് ഇേച്ഛ വരുത്തുേന്നടെത്തയ്ക്കു്
ഇച്ഛാഫലാവയവെത്തെക്കാണ്ടുകൂടി ഗുണിക്കിൽ േശഷമുണ്ടായിരിക്കയില്ല. അവി�
െട ഇഷ്ടാഹഗ്ഗൎണത്തിങ്കന്നു് ഇച്ഛാഫലമായിട്ടു് അതീത ഭഗണങ്ങൾ ഉണ്ടായാൽ
ഹരിച്ചേശഷത്തിങ്കന്നു ഭഗണാവയവമായിട്ടു് അതീതരാശ്യാദികൾ ഉണ്ടാകുന്നു. ഭഗ�
ണംപൂണ്ണൎരൂപമുണ്ടായാെറ യാെതാന്നു ഹരിപ്പാൻ േപാരാെത ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശ�
ഷിച്ചതു് അതിെന ഭഗണേശഷെമന്നു് െചാല്ലുന്നൂ. അവിെട ഭഗണത്തിനു നേടെത്ത
അവയവമാകുന്നതു രാശി. അതു പന്ത്രണ്ടുകൂടിയതു് ഒരു ഭഗണം. ആകയാൽ രാശി�
ക്കു േഛദമാകുന്നത് പന്ത്രണ്ട് ആകയാൽ ഭഗണെത്ത പന്ത്രണ്ടിൽ ഗുണിച്ച് മുമ്പിെല
പ്രമാണം തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അതീതഭഗണാവയവമായിട്ടു് രാശിയുണ്ടാം.
അവിേടയും േശഷമുണ്ടു ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ എങ്കിൽ അതിനു രാശിേശഷെമന്നു േപർ.
അതിങ്കന്നു രാശ്യവയവം ഭാഗം; മുപ്പതുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു പ്രമാണംെകാണ്ടു ഹരിച്ചതു
ഭാഗം. േശഷം ഭാഗേശഷം. അതിങ്കന്നു് അറുപതിൽ ഗുണിച്ചു മുമ്പിെല ഹാരകം�
തെന്നെക്കാണ്ടു് ഹരിച്ചതു കല. അവിെട േശഷിച്ചതു കലാേശഷം. ഈ വണ്ണമാകു�
േമ്പാൾ കലാേശഷത്തിങ്കന്നു വിപരീതക്രിയെകാണ്ടു് ഇഷ്ടാഹഗ്ഗൎണം വരും. അതു്
ഏവണ്ണെമന്നു്. അവിെട ഹാരകെത്തെക്കാണ്ടു് ഈ കേല ഗുണിച്ചു കലാേശഷ�
െത്ത കൂട്ടി അറുപതിൽ ഹരിച്ച ഫലം ഭാഗേശഷമായിട്ടു വരും. പിെന്ന ഹാരക�
െത്തെക്കാണ്ടുതെന്ന ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന ഭാഗത്തിൽ ഭാഗേശഷെത്ത കൂട്ടി മുപ്പതിൽ
ഹരിച്ച ഫലം രാശിേശഷം. അതിെന രാശിെയെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന ഹാരക�
ത്തിൽകൂടി പന്ത്രണ്ടിൽ ഹരിച്ചതു ഭഗണേശഷം. അതിെന അതീതഭഗണംെകാണ്ടു
ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന ഹാരകത്തിങ്കൽകൂടി യുഗഭഗണെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലം
അതീതാഹഗ്ഗൎണം.

ഇവിെട ഗുണഗുണ്യഘാതമായിട്ടിരിക്കുന്ന ഹായ്യൎെത്ത ഭാജ്യെമന്നു െചാല്ലു�
വാൻ േയാഗ്യമായിട്ടിരിക്കുേന്നടത്തു കുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ പ്രമാണഫലങ്ങൾക്കു ഭാ�
ജ്യെമന്നു േപർ െചാല്ലുന്നൂ.11
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വ്യാഖ്യാനം 11: മദ്ധ്യമാനയത്തിൽ പ്രമാണംഭൂദിനം; പ്രമാണഫലം യുഗഭഗണം; ഇച്ഛാ
അതീതാഹഗ്ഗൎണം; ഇച്ഛാഫലം ഭഗണാദി മദ്ധ്യമം. യുഗഭഗണമാകുന്ന ഗുണ്യെത്ത അതീതാ�
ഹഗ്ഗൎണമായിരിക്കുന്ന ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ച ഘാതെത്ത ഭൂദിനമാകുന്ന ഹാരകംെകാണ്ടു്
ഹരിച്ചാൽ മദ്ധ്യമം വരുന്നു. സാമാേന്യന ഈ പ്രമാണഫേലച്ഛാഘാതെത്ത ഹായ്യൎം അെല്ല�
ങ്കിൽ ഭാജ്യെമന്നും െചാല്ലുന്നു. എന്നാൽ കുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ പ്രമാണഫലെത്തത്തെന്നയാ�
ണു് ഭാജ്യെമന്നു പറയാറുള്ളതു്. ഇച്ഛെയ ഗുണകാരെമന്നും പ്രമാണെത്ത ഭാജകം അെല്ല�
ങ്കിൽ ഹാരകെമന്നും പറയുന്നു.

അവിെട ഭഗണാദി േശഷത്തിൽ രാശ്യാദിേഛദങ്ങൾ പന്ത്രണ്ടും, മുപ്പതും, അറുപതും
ക്രേമണ ഭാജ്യങ്ങളാകുന്നതു്.12

വ്യാഖ്യാനം 12: അനുബന്ധത്തിെല ഉദാഹരണം േനാക്കുക.

പ്രമാണെമാന്നുതെന്ന എല്ലാടവും ഭാജകമാകുന്നതു്. മുമ്പിെല മുമ്പിെല േശഷം
ഇച്ഛാരാശിയായിരിക്കുന്നതു് അവിെട അവിെടയ്ക്കു സാദ്ധ്യമാകുന്നതു് . അസ്സാദ്ധ്യത്തി�
ന്നു ഗുണകാരെമന്നു് കുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ േപർ. പ്രമാണഫലെത്തെക്കാണ്ടു് ഇച്ഛാരാ�
ശിെയ ഗുണിച്ചു് പ്രമാണംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശഷിച്ചതു് എത്ര സം�
ഖ്യ അതിെന അറിയൂ, ഒന്നു തികയാൻ േപാരാത്തതു് ഇത്ര സംഖ്യെയന്നു് താൻ. ഇത്
ഒരു രാശിയാകുന്നതു് . പിെന്ന പ്രമാണവും പ്രമാണഫലവും ഇവ മൂന്നിെന അറിഞ്ഞി�
രിക്കും വിഷയത്തിങ്കൽ ഇച്ഛാരാശിെയ അറിവാനായിെക്കാണ്ടുള്ള ഗണിതത്തി�
ന്നു കുട്ടാകാരെമന്നു േപർ ആകുന്നു.13

വ്യാഖ്യാനം 13: കുട്ടാകാരത്തിെന്റ വിഷയെത്തപ്പറ്റി അനുബന്ധത്തിൽ േനാക്കുക.

അവിെട ആദിത്യെന്റ അപവത്തൎ ിതഭഗണം തൽസമെനന്നു്. അതിെന്റ ദ്യുഗണം ധീ�
ജഗന്നൂപുരം.14

വ്യാഖ്യാനം 14:
ആദിത്യത്തിെന്റ ഭഗണം = 4320000.

ഭൂദിനം = 1577917500.
ഇവയുെട അപവത്തൎ നഹാരകം = 7500.

അേപ്പാൾ അവാന്തരയുഗദിനം =
1577917500

7500

= 210389 (ധീജഗന്നൂപുരം).

അവാന്തരയുഗഭഗണം =
4320000

7500

= 576 (തൽസമഃ)

ഇതു പ്രമാണം. തൽസമൻ പ്രമാണഫലം. അവാന്തരയുഗം യുഗഭഗണെമന്നുമുണ്ടു്
ഇവറ്റിന്നു േപർ.15

വ്യാഖ്യാനം 15: 1577917500 ദിവസങ്ങൾ കൂടിയതു് ഒരു യുഗം. 210389 ദിവസങ്ങൾ
കൂടിയതു് ഒരു അവാന്തരയുഗം. അവാന്തരയുഗഭഗണം = 576.
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ദൃഢഭാജ്യഭാജകങ്ങൾ എന്നുമുണ്ടു് േപർ. ഇവെറ്റെക്കാണ്ടുള്ള ഭഗണ േശഷത്തിങ്കെല
കുട്ടാകാരെത്ത ഇവിെട നേട കാട്ടുന്നൂ. അവിെട അവാന്തരയുഗം മുടിയുന്ന ദിവസം
ഉദയത്തിന്നു മീനാന്ത്യത്തിങ്കൽ അകെപ്പട്ടിരിക്കും ആദിത്യമദ്ധ്യമം.16

വ്യാഖ്യാനം 16: കല്യാദി ഉദയത്തിങ്കൽ സൂര്യമദ്ധ്യമം ശൂന്യം. അവാന്തരയുഗമാകുന്ന
210389 ദിവസംെകാണ്ടു ആദിത്യൻ 576 ഭഗണം തികക്കുന്നു. അേപ്പാൾ അവാന്തരയുഗം
മുടിയുന്ന ദിവസം ഉദയത്തിങ്കലും ആദിത്യമദ്ധ്യമം ശൂന്യം.

ആകയാലന്നു ഭഗണേശഷമില്ല. പിെന്ന അതിങ്കൽനിന്നു െചന്ന ദിവസെത്ത തൽ�
സമെനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു ധീജഗന്നൂപുരെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചു മദ്ധ്യമം വരുത്തുന്നൂ.
ആകയാൽ അവാന്തരയുഗാദിയിങ്കന്നു് ഒരു ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ തൽസമൻതുല്യം
ഭഗണേശഷം. രണ്ടു ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ അതിലിരട്ടി. ഇങ്ങെന ദിവസംപ്രതി
ഓേരാ ഓേരാ തൽസമൻ ഏറി ഏറി ഇരിക്കും ഭഗണേശഷത്തിങ്കൽ. ഭഗണത്തി�
ങ്കൽ ഇതു് അധികേശഷമായിട്ടിരുെന്നാന്നു്. പിെന്ന മാതുലേനാളം ദിവസം െചല്ലു�
േമ്പാൾ മാതുലനും തൽസമനും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിങ്കന്നു ധീജഗന്നൂപുരത്തിന്നു
േപാരാത്തതു ധീവന്ദ്യഃ എന്നാകയാൽ അന്നു് ഊനേശഷമാകുന്നതു് അതു്. ആക�
യാൽ അടുത്തു പിേറ്റ ദിവസം ഈ ഘാതത്തിൽ ഒരു തൽസമൻ കൂേട്ടണ്ടുകയാൽ
അതിൽ ധീവന്ദ്യെനെക്കാണ്ടു ഭഗണം തികഞ്ഞു്, ധീവന്ദ്യൻ േപായ തൽസമേശഷം
ദ്വിതീയസംവത്സരാദ്യദിവസത്തിങ്കെല അധികേശഷം സുരഭി എന്നു്.17

വ്യാഖ്യാനം 17: ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശഷിച്ചതു് അധികേശഷം; തികയുവാൻ േപാരാെത
വരുന്നതു് ഊനേശഷം. ധീവന്ദ്യഃ എന്നതു് ഊനേശഷം (−149). −149 + 576 = 427

(സുരഭിഃ) എന്നതു് അധികേശഷം.

പിെന്ന ഇതിൽ ഓേരാ തൽസമൻ കൂട്ടി കൂട്ടി ഇരിക്കുന്നതു് ദ്വിതീയസംവത്സരത്തിൽ
ദിവസംപ്രതിയുള്ള ഭഗണേശഷം. പിെന്ന മൂന്നാം സംവത്സരാദിയിങ്കെല ദിവസ�
ത്തിൽ അതു ധീവന്ദ്യെന രണ്ടിൽ ഗുണിച്ചതു തൽസമനിൽനിന്നു കളഞ്ഞേശഷം
ഭഗണേശഷമാകുന്നതു ദാസീസ്ത്രീ എന്നു് . പിെന്ന ഇതു് ആദിയായി ദിവസംപ്രതി
തൽസമൻ ഏറി ഇരിക്കുന്നതു് മൂന്നാം സംവത്സരത്തിൽ ഭഗണേശഷം. ഇങ്ങെന
സംവത്സരാദ്യദിവസത്തിെല ഭഗണേശഷത്തിന്നു പ്രതിസംവത്സരം േഭദമു�
ണ്ടു്. പിെന്ന ദിവസംപ്രതിയുള്ള വൃദ്ധിക്കു സാമ്യമുണ്ടു്. ആകയാൽ ഒരു ദിവസെത്ത
േശഷേത്താടു തുല്യമായിട്ടു മെറ്റാരു ദിവസം ആ യുഗത്തിൽ ഉണ്ടാകയില്ല.18

വ്യാഖ്യാനം 18: അവാന്തരയുഗാവസാനത്തിൽനിന്നു് അതീതമായിരിക്കുന്ന ദിവസം ഗു�
ണകാരം തൽസമൻ ഭാജ്യം.
ധീജഗന്നൂപുരം ഭാജകം.
േശഷങ്ങെളല്ലാം ഭഗണേശഷങ്ങൾ.

യുഗാവസാനത്തിൽനിന്നു് ആദ്യദിവസം —
576× 0

210389

ഫലം = 0; േശഷം = 0
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ഒരു ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ —
576× 1

210389

ഫലം = 0; േശഷം = 576 (അധികം)

രണ്ടു ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ —
576× 2

210389

ഫലം = 0; േശഷം = 2× 576 (അധികം)

മൂന്നു ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ —
576× 3

210389

ഫലം = 0; േശഷം = 3× 576 (അധികം)

365 ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ —
576× 365

210389

ഫലം = 0; േശഷം = 365× 576 (അധികം)

അതായതു

ഫലം = 1, േശഷം = 210389− 365× 576 = 149 (ഊനം)

രണ്ടാംെകാല്ലത്തിൽ ഒരു ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ

േശഷം = −149 + 576 = 427 (അധികം)

രണ്ടാംെകാല്ലത്തിൽ രണ്ടു ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ

േശഷം = 427 + 576× 1 (അധികം)

രണ്ടാംെകാല്ലത്തിൽ മൂന്നൂ ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ

േശഷം = 427 + 576× 2 (അധികം)

മൂന്നു െകാല്ലം െചല്ലുേമ്പാൾ

േശഷം = 2× 149 (ഊനം)

മൂന്നാംെകാല്ലത്തിൽ ഒരു ദിവസം െചല്ലുേമ്പാൾ

േശഷം = −2× 149 + 576 = 278 (അധികം)

ഇങ്ങെന ഒരു അവാന്തരയുഗത്തിൽ സംവത്സരാദ്യദിവസത്തിെല ഭഗണേശഷത്തി�
ന്നു പ്രതിവത്സരം േഭദമുണ്ടു്. പിെന്ന ദിവസംപ്രതിയുള്ള വൃദ്ധിക്കു സാമ്യമുണ്ടു്. അതുെകാണ്ടൂ്
ഒരു അവാന്തരയുഗത്തിങ്കൽ ദിവസംപ്രതി േശഷങ്ങൾക്കു േഭദമുണ്ടു്.

ആകയാൽ ധീജഗന്നൂപുരത്തിൽ കുറഞ്ഞതിൽ യാെതാരു സംേഖ്യെക്കാണ്ടു് തത്സ�
മെന ഗുണിച്ചാൽ ധീജഗന്നൂപുരംെകാണ്ടു ഹരിക്കുേമ്പാൾ ഇത്ര േപാരാെതയിരിക്കും
ഇത്ര അധികമായിട്ടിരിക്കും എന്നു താൻ അഗ്ഗുണകാരസംഖ്യ എത്ര എന്ന േചാദ്യം
ഉപപന്നമെത്ര. ഇങ്ങെന ഇരിക്കുേന്നടത്തു ഗുണകാരസംഖ്യെയ അറിവാനായി�
െക്കാണ്ടുള്ള ഗണിതത്തിനു കുട്ടാകാരെമന്നു േപരാകുന്നു.
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അവിെട ഏതാനുെമാരു സംഖ്യാ വിേശഷെത്ത ഉേദ്ദശിച്ചു് ഓക്കുൎേമ്പാൾ എളു�
പ്പമുള്ളൂ. എന്നിട്ടു് ഈവണ്ണം നിരൂപിപ്പൂ. അവിെട തൽസമൻ ഭാജ്യം ധീജഗന്നൂപുരം
ഭാജകം, ഊനാംശമായിരിക്കുന്ന ഭഗണേശഷം നൂറു് ഇങ്ങെന ഇരിക്കുേന്നടത്തു യാ�
െതാരു ദിവസം െകാണ്ടു തൽസമെന ഗുണിച്ചാൽ ഋണേക്ഷപമായിരിക്കുന്ന19

വ്യാഖ്യാനം 19: തൽസമെന മുനിഗാഥെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാലുള്ള ഫലം ധീജഗന്നൂപുരെത്ത
20 െകാണ്ടു ഗുണിച്ച ഫലേത്തക്കാൾ നൂറു കുറയും.

576× 7305− 210389× 20 = 4207680− 4207780 = −100.

അതായതു ഭാജ്യത്തിൽ നൂറു കുറഞ്ഞിരിക്കും. ഭാജ്യത്തിൽ നൂറു ഋണമായിട്ടുേക്ഷപിച്ചിരിക്കു�
ന്നു. അതുെകാണ്ടു് 100-െന ഭാജ്യത്തിങ്കെല ഋണേക്ഷപെമന്നു പറയുന്നു. അതുേപാെല ഭാ�
ജ്യത്തിൽ 100 ഏറിയിരിക്കുന്നുെവങ്കിൽ അതു ഭാജ്യത്തിെല ധനേക്ഷപം. ഭാജ്യത്തിൽ േപാ�
രാത്തതു് ഊനേശഷം, ഭാജ്യത്തിൽ േശഷിച്ചതു് അധിക േശഷം. അേപ്പാൾ ഊനേശഷങ്ങൾ
ഭാജ്യത്തിെല ഋണേക്ഷപങ്ങൾ, അധികേശഷങ്ങൾ ഭാജ്യത്തിെല ധനേക്ഷപങ്ങൾ. ഊന�
േശഷങ്ങൾ കുട്ടാകാരത്തിങ്കെല േക്ഷപങ്ങൾ അെല്ലങ്കിൽ ധനേക്ഷപങ്ങളാകുന്നു; അധിക�
േശഷങ്ങൾ കട്ടാകരത്തിങ്കെല ശുദ്ധികൾ അെല്ലങ്കിൽ ഋണേക്ഷപങ്ങളാകുന്നു. അേപ്പാൾ
ഭാജ്യത്തിൽ േപാരാത്തവ ഊനേശഷങ്ങൾ അഥവാ ഭാജ്യത്തിെല ഋണേക്ഷപങ്ങൾ. അവ
കുട്ടാകാരത്തിങ്കെല േക്ഷപങ്ങൾ അെല്ലങ്കിൽ ധനേക്ഷപങ്ങളാകുന്നു. ഭാജ്യത്തിൽ േശഷി�
ച്ചവ അധികേശഷങ്ങൾ അെല്ലങ്കിൽ ഭാജ്യത്തിെല ധനേക്ഷപങ്ങളാകുന്നു. അവ കുട്ടാകാ�
രത്തിങ്കെല ശുദ്ധികൾ അെല്ലങ്കിൽ ഋണേക്ഷപങ്ങളാകുന്നു. അേപ്പാളിവിെട 100 കുട്ടാകാര�
ത്തിങ്കൽ ധനേക്ഷപമാകുന്നു.

ഈ ഭഗണേശഷം വരൂ എന്ന് ഊഹിേക്കേവണ്ടൂ എന്നുെവച്ചാൽ മുനിഗാഥ എന്നതി�
െനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ വരും എന്നു് അറിഞ്ഞുെകാള്ളാം എങ്കിൽ അവ്വണ്ണം കല്പി�
േക്ക േവണ്ടൂ. ഫലം പിെന്ന ൈത്രരാശികം െകാണ്ടും അറിയാം. അവിെട തൽസമ�
നും യാെതാരു സംഖ്യയും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതേത്തക്കാൾ ധീജഗന്നൂപുരവും യാെതാ�
രു സംഖ്യയും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതം നൂറു സംഖ്യെകാണ്ടു് അധികമായിട്ടിരിക്കും, ഇങ്ങ�
െന ഇരിക്കുന്ന ഗുണകാരസംഖ്യകൾ രണ്ടും മുനിഗാഥ, 20 എന്നതിവിെട വസ്തുവാകു�
ന്നതു്. അവിെട തൽസമെന മുനിഗാഥ എന്നതിെനെക്കാണ്ടൂ് ഗുണിച്ചതിേനക്കാൾ
ധീജഗന്നൂപുരെത്ത ഇരുപതിൽ ഗുണിച്ചതു നൂറുസംഖ്യെകാണ്ടു് അധികം. എന്നീ ഗു�
ണകാരങ്ങെള ഭാജ്യഭാജകങ്ങൾ ഇത്ര വലുതായിട്ടിരിക്കുേമ്പാൾ ഊഹിച്ചു് അറിഞ്ഞു�
കൂടാ. എന്നാൽ ഭാജ്യഭാജങ്ങെള െചറുതായിെക്കാണ്ടിട്ടു ഗുണകാരങ്ങെള ഊഹിച്ചു�
െകാള്ളൂ. എന്നാെലളുപ്പമുണ്ടു്.

െചറുതാക്കുംപ്രകാരം പിെന്ന. അവിെട ദിവസംപ്രതി തൽസമസംഖ്യ ഭഗ�
ണത്തിന്നു വൃദ്ധിയാകുന്നു. ആകയാൽ തൽസമെന ധീജഗന്നൂപുരത്തിൽ വാങ്ങി
വാങ്ങി ഇരിപ്പൂ. അവിെട മാതുല സംഖ്യേയാളമാവൃത്തി വാങ്ങിയാൽ പിെന്ന ധീ�
വന്ദ്യ എന്നു േശഷിക്കും. എന്നിട്ടു് മാതുലദിവസത്തിന്നു തൽസമേനക്കാൾ കുറയും
േശഷം. അതു ഋണേക്ഷപം താനും. പിെന്ന ധീവന്ദ്യേനക്കാളും േശഷം കുറയൂ എന്നു
നിരൂപിക്കുന്നതു് . പിെന്ന മാതുലെന്റ പിെറ്റ ദിവസം ധീവന്ദ്യൻ േപായതത്സമൻ ഭഗ�
ണേശഷമാകുന്നതു്. അതു ധീവന്ദ്യേനക്കാേളറും. പിെന്ന ദിവസംപ്രതി ഏറുമെത്ര.
പിെന്ന നാഗസ്ഥാനെമന്ന ദിവസത്തിനു ധീവന്ദ്യനിലിരട്ടിേപാരാെതയിരിക്കും. പി�
െന്ന കാലസ്ഥാനെമന്ന ദിവസം ധീവന്ദ്യെന രണ്ടാവൃത്തി തൽസമങ്കൽനിന്നു വാ�
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ങ്ങിയേശഷം അധികേശഷമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ശുദ്ധനയഃ എന്ന ദിവസം ധീവ�
ന്ദ്യൻ മുന്മടങ്ങു ഊനേശഷം. പിെന്ന സ്തംബ്ധനയഃ എന്ന ദിവസം ത്രിഗുണധീവന്ദ്യെന
തൽസമങ്കന്നുകളഞ്ഞേശഷം ധീപ്രിയ എന്ന അധികേശഷമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന
ധീപ്രിയ എന്നതിങ്കന്നു കുറയൂ എന്നു്. സ്തബ്ധനയ എന്നതിന്നു ധീപ്രിയ എന്ന അധിക�
േശഷം, മാതുലന്നു ധീവന്ദ്യെനന്ന ഊനേശഷം; ആകയാലിവറ്റിെന്റ േയാഗം കാത്തൎ �
വീര്യ എന്ന ദിവസം ധീപ്രിയ എന്നും ധീവന്ദ്യ എന്നും ഇവ രണ്ടിേന്റയുമന്തരം ഇരു�
പതു ഊനേശഷമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ഭഗണേശഷം ഇരുപതിൽ കുറയൂ എന്നു്.
പിെന്ന കാത്തൎ വീയ്യൎെന ആറിൽ ഗുണിച്ച ദിവസം ഇരുപതിെന ആറിൽ ഗുണിച്ചതു്
ഊനേശഷമായിട്ടിരിക്കും. സ്തബ്ധനയഃ എന്ന ദിവസം ധീപ്രിയ എന്ന അധികേശ�
ഷം. ഇദ്ദിവസങ്ങളുെട േയാഗം പ്രീതിദുേഗ്ദ്ധ എന്ന ദിവസം ആറിൽ ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന
ഇരുപതും ധീപ്രിയ എന്നുമുള്ള അന്തരം ഒമ്പതു് അധികേശഷമായിട്ടിരിക്കും.20

വ്യാഖ്യാനം 20: “മാതുലഃ” (365), “നാഗസ്ഥാനം” (730), “ശുദ്ധനയഃ” (1095), “കാത്തൎ �
വീയ്യൎഃ” (1461) ഇവ ആദ്യെത്ത നാലുസംവത്സരവാക്യങ്ങൾ.

210389− 365× 576 = 149 (ഭാജകത്തിൽ േശഷിച്ചതുെകാണ്ടു ഊനേശഷം).

സ്തബ്ധനയഃ എന്ന ദിവസം (3× 365 + 1) േശഷം

= −3× 149 + 576

= 129 (അധികേശഷം)

സ്തബ്ധനയം + മാതുലഃ (=കാത്തൎ വീയ്യൎഃ) എന്ന ദിവസം േശഷം

= −149 + 129 = −20 (ഊനേശഷം).
6× കാത്തൎ വീയ്യൎഃ + സ്തബ്ധനയഃ(= പ്രീതിദുേഗ്ദ്ധ) എന്ന ദിവസം.

േശഷം = −6× 20 + 129.
= 9 (അധികേശഷം).

ഇങ്ങെന അധികേശഷദിനവും ഊനേശഷദിനവും തങ്ങളിെല േയാഗത്തിനു േശ�
ഷാന്തരം േശഷമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ദിവസങ്ങൾ രണ്ടിേനയും ഗുണിച്ചു കൂട്ടൂ. േശഷ�
ങ്ങൾ രണ്ടിേനയും അതതു ദിവസഗുണകാരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അന്തരിപ്പൂതും െചയ്യൂ.
എന്നാലായന്തരം േയാഗദിവസത്തിനു േശഷമായിട്ടിരിക്കും. അവിെട ഭാജകത്തിൽ
േശഷിക്കിൽ ഊനേശഷം, ഭാജ്യത്തിൽ േശഷിക്കിൽ അധികേശഷം എന്നു നിയ�
തം.

ആകയാൽ ധീവന്ദ്യേനയും ധീപ്രിയേനയും അയ്യഞ്ചിൽ ഗുണിച്ചു് അന്തരിച്ചാൽ
ധീവന്ദ്യങ്കൽ നൂറു ഏറിയിരിക്കും. പിെന്ന മാതുലേനയും സ്തബ്ധനയേനയും അയ്യ�
ഞ്ചിൽ ഗുണിച്ചുകൂട്ടിയ മുനിഗാഥ എന്ന ദിവസത്തിന്നു നൂറു് ഊനേശഷമായിട്ടിരിക്കും.
പിെന്ന ഇരുപതിെന പതിന്നാലിലും ഒമ്പതിെന ഇരുപതിലും ഗുണിപ്പൂ. തങ്ങളിലന്ത�
രം നൂറു്. പിെന്ന പ്രീതിദുഗ്ദ്ധ എന്നതിെന ഇരുപതിലും കാത്തൎ വീയ്യൎെന പതിന്നാലി�
ലും ഗുണിച്ചു് തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ. പിെന്ന അതിങ്കന്നു ധീജഗന്നൂപുരം േപായേശഷം മുനി�
ഗാഥ എന്നതിനു് ഊനേശഷം നൂറ് എന്നു െചാല്ലിെയേല്ലാ. ആകയാൽ േശഷെമത്ര
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െചറുതായാൽ ഗുണകാരെത്ത ഊഹിക്കാവൂ അത്ര െചറുതായിട്ടു് ഊഹിച്ചുെകാള്ളൂ
ഗുണകാരങ്ങെള. എന്നാൽ എല്ലാടവും ഫലസാമ്യമുണ്ടു്.21

വ്യാഖ്യാനം 21: ക്രിയെയ എളുപ്പമാക്കിത്തീക്കുൎവാനുള്ള ഉപായെത്ത ഇവിെട കാണിക്കു�
ന്നു.

(ക) (−149 + 129)× 5 = −20× 5 = −100 (ഊനേശഷം)
(ഖ) −20× 14 + 9× 20 = −280 + 180 = −100

ഇവയ്ക്കു ദിവസങ്ങൾ:-

(ക) (365 + 1096)× 5 = 7305 = (മുനിഗാഥ)
(ഖ) 9862× 20 + 1461× 14 = 217694.

ഇതു് ഒരു അവാന്തരയുഗദിവസേത്തക്കാൾ ഏറുകെകാണ്ടു 210389 എന്നതിെന
ഇതിൽനിന്നും വാേങ്ങണം.

അേപ്പാൾ 217694− 210389 = 7305 (മുനിഗാഥ എന്നു തെന്ന).
ഒരു അവാന്തരയുഗത്തിങ്കൽ ഒരു േശഷം ഒരു ദിവസം മാത്രേമ ഉണ്ടാകയുള്ളു.

എന്നിട്ടു ഗുണകാരെമളുതായിട്ടുവരുംപ്രകാരമുണ്ടു ലീലാവതിയിങ്കൽ െചാല്ലീട്ടു്.

“ഭാേജ്യാ ഹാരഃ േക്ഷപകശ്ചാപവത്തൎ ്യഃ
േകനാപ്യാദൗ സംഭേവ കുട്ടകാത്ഥൎ ം |
േയന ച്ഛിന്നൗ ഭാജ്യഹാരൗ ന േതന
േക്ഷപേശ്ചത്തദ്ദുഷ്ടമുദ്ദിഷ്ടേമവ ||
പരസ്പരം ഭാജിതേയായ്യൎേയായ്യൎ-
േച്ഛഷന്തേയാസ്സ്യാദപവത്തൎ നന്തൽ |
േസ്വനാപവേത്തൎ ന വിഭാജിതൗ യൗ
തൗ ഭാജ്യഹാരൗ ദൃഢസംജ്ഞിതൗ സ്തഃ ||
മിേഥാ ഭേജത്തൗ ദൃഢഭാജ്യഹാരൗ
യാവദ്വിഭേക്ത ഭവതീഹ രൂപം |
ഫലാന്യേധാധസ്തദേധാനിേവശ്യഃ
േക്ഷപസ്തഥാേന്ത ഖമുപാന്തിേമന ||
േസ്വാേദ്ധൎ്വാ ഹേതേന്ത്യന യുേത തദന്ത്യം
ത്യേജന്മുഹുസ്സ്യാദിതി രാശിയുഗ്മം |
ഊേദ്ധൎ്വാ വിഭാേജ്യന ദൃേഢന തഷ്ടഃ
ഫലം ഗുണസ്സ്യാദപേരാ ഹേരണ ||
ഏവം തൈദവാത്ര യദാ സമാസ്താ-
സ്സ്യുല്ലൎബ്ധയേശ്ചദ്വിഷമാസ്തദാനീം |
യഥാ(ദാ)ഗതൗ ലബ്ധിഗുണൗ വിേശാദ്ധൎ്യൗ
സ്വതക്ഷണാേച്ഛഷമിതൗ തു തൗ സ്തഃ || ഇതി22

വ്യാഖ്യാനം 22: ഈ കുട്ടാകാരക്രിയ അനുബന്ധത്തിൽ വിസ്തരിച്ചു കാണിച്ചിട്ടുണ്ടു്.
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ഇവിെട െചറിയ രണ്ടു ഭാജ്യഭാജകങ്ങെള ഉേദ്ദശിക്കുന്നൂ. നേട അതിങ്കൽ
ക്രിയ േയാജിച്ചാൽ േവണ്ടുേന്നടത്തു് അതിേദശിച്ചുെകാള്ളാം പിെന്ന. എന്നിട്ടു് ഉദാ�
ഹരണം:

“ഏകവിംശതിയുതം ശതദ്വയം |
യൽഗുണം ഗണക പഞ്ചഷഷ്ടിയുൿ ||
പഞ്ചവജ്ജൎ ിതശതദ്വേയാദ്ധൃതം |
ശുദ്ധിേമതി ഗുണകം വദാശുേമ” || ഇതി. (ലീലാവതീ).

ഇതിൻ െപാരുൾ23

വ്യാഖ്യാനം 23: 221×ഗുണകാരം + 65

195

= ഫലം. ഈ ഗുണകാരഫലങ്ങെള കാണു�

ന്നതാണു് കുട്ടാകാരക്രിയ.
[Kuttakaram is to find the integral values of x and y from the Indeterminate

Equation of the first degree
Ax± C

B
= y.

If A, B and C are known, this may be reduced to the form Ax− By = ±C.
The problem is to find the integral of x and y so that Ax− By = ±C where A,
B, and C are given integers.]

ഇരുന്നൂറ്റിഇരുപെത്താന്നിെന യാെതാന്നു െകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ അറുപത്തഞ്ചുകൂട്ടി
നൂറ്റിെതാണ്ണൂറ്റഞ്ചുെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ േശഷിയാെത ഇരിപ്പൂ ആ ഗുണകാരെമെത്ര�
െയന്ന േചാദ്യം — ഇതു കുട്ടാകാരത്തിന്നു വിഷയമാകുന്നതു്.

അനന്തരം അപവത്തൎ നപ്രകാരം ഭാജ്യമാകുന്ന ഇരുനൂറ്റിഇരുപെത്താന്നി�
െന ഭാജകമാകുന്ന നൂറ്റിെതാണ്ണൂറ്റഞ്ചുെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ േശഷം ഇരുപത്തിയാറു്.
പിെന്ന അതിെനെക്കാണ്ടു് നൂറ്റിെതാണ്ണൂറ്റഞ്ചിെന ഹരിച്ചാൽ േശഷം പതിമൂന്നു്.
അതിെനെക്കാണ്ടു് ഇരുപത്താറിെന ഹരിച്ചാൽ േശഷെമാട്ടുമില്ലായ്കയാൽ പതിമൂ�
ന്നിെന്റ ആവൃത്തി ഇരുപത്താറു്. അതു േഹതുവായിട്ടുതെന്ന ഇരുപത്താറിെനെക്കാ�
ണ്ടു് ഹരിച്ചുേപായ ഭാഗവും പതിമൂന്നിെന്റ ആവൃത്തിതെന്നയാകയാൽ ഈ ഭാഗവും
പതിമൂന്നും കൂടിയതിെനെക്കെക്കാണ്ടു നേട ഭാജ്യത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞതും പതിമൂന്നി�
െന്റ ആവൃത്തിതെന്ന. ഈ ന്യായംെകാണ്ടു തെന്ന ഇതിങ്കന്നു മുമ്പിലും അേന്യാന്യം
ഹരിച്ചതാകിൽ ഒടുക്കെത്ത േശഷിച്ചതിെന്റ ആവൃത്തിതെന്നയായിട്ടിരിക്കും േപായ
ഭാഗങ്ങെളാക്ക.24

വ്യാഖ്യാനം 24:
195) 221 (1

195
26) 195 (7

182
13) 26 (2

26
0

26 = 13× 2. (13-െന്റ ആവൃത്തി).
182 = 26× 7 = 13× 2× 7 (13-െന്റ ആവൃത്തി).

ഭാജ്യത്തിൽ കളഞ്ഞ
195 = 182 + 13 = 13. (14 + 1).

(13-െന്റ ആവൃത്തി).
221 = 195 + 26. (13-െന്റ ആവൃത്തി).
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എന്നാൽ പരസ്പരം ഹരിച്ചു േശഷിച്ചതിെനെക്കാണ്ടു് നേടെത്ത ഭാജ്യഭാജകങ്ങെള
ഹരിച്ചാൽ േശഷിയാെത മുടിയും, അങ്ങെന ഹരിച്ചിരിക്കുന്ന ഫലങ്ങൾക്കു ദൃഢഭാ�
ജ്യഭാജകങ്ങൾ എന്നു േപർ. എന്നാലിവിെട ദൃഢഭാജ്യം പതിേനഴു് , ദൃഢഭാജകം
പതിനഞ്ചു്. പിെന്ന േക്ഷപം അറുപത്തിഅഞ്ചിെന പതിമൂന്നിൽ ഹരിച്ചാൽ ഫലം
അഞ്ചിവിടയ്ക്കു േക്ഷപമാകുന്നു. ഇവിെട േക്ഷപെത്ത പതിമൂന്നിൽ ഹരിച്ചാൽ മുടിയാ�
െത ഇരിക്കയില്ല. അതിന്നു േഹതു. ഭാജകത്തിങ്കന്നു് അധികമാകുന്ന ഭാഗം ഭാജ്യ�
ത്തിങ്കൽ ഇരുപത്താറു് ഉള്ളൂ. അതിെന ഗുണിച്ചതു േശഷത്തിങ്കെല വൃദ്ധിയാകുന്ന�
തു്.25

വ്യാഖ്യാനം 25:
ഭാജ്യം = 221; ഭാജകം = 195; ഇവയുെട അപവത്തൎ നം = 13.

221× 1

195

—േശഷം = 26× 1 = 26 (13-െന്റ ആവൃത്തി)

221× 2

195

—േശഷം = 26× 2 = 52 (13-െന്റ ആവൃത്തി)

221× 3

195

—േശഷം = 26× 3 = 78 (13-െന്റ ആവൃത്തി)

ഗുണകാരത്തിെന്റ എത്ര ആവൃത്തിെകാണ്ടു ഭാജ്യെത്ത ഗുണിക്കുന്നു, 26-െന്റ അത്രാ�
വൃത്തി അധികേശഷമായിട്ടു ഭാജ്യത്തിൽ േശഷിക്കും. 13 െകാണ്ടു 26-െന േശഷം കൂടെത
ഹരിക്കാവുന്നതുെകാണ്ടു േക്ഷപേത്തയും 13 െകാണ്ടു് അപവത്തൎ ിക്കാം. കുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ
ഭാജ്യഭാജങ്ങളുെട അപവത്തൎ നം േക്ഷപത്തിേന്റയും അപവത്തൎ നമായിരിക്കുെമന്നു് നിയതം.

If
Ax± C

B
= y (an integer), and A and B have a common factor, then C is

also a multiple of the factor.
Let p be the common factor and let A = ap and B = bp.

Then
apx± C

bp
= y.

∴ apx± C = y · bp.
∴ ±C = p(y · b− ax)

∴ p is a factor of C.

ആകയാെല പതിമൂന്നിൽ ഹരിച്ചാൽ മുടിഞ്ഞിരിക്കുെമെത്ര. അല്ലായ്കിൽ ഈ ഭാജ്യ�
ഭാജകങ്ങളിൽ സംഭവിക്കുന്ന േക്ഷപമല്ല ഉേദ്ദശിച്ചതു് എന്നു അറിേയണം. ആകയാ�
െല ഉേദ്ദശമനുപപന്നം ഈ വണ്ണമിരിക്കുന്നതു് എന്നു കല്പിേക്കണം.

അനന്തരമിവ്വണ്ണമപവത്തൎ ിച്ച ദൃഢങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഭാജ്യഭാജകേക്ഷപങ്ങൾ
പതിേനഴും പതിനഞ്ചും, അഞ്ചും, ഇവെറ്റെക്കാണ്ടൂ ഭാജ്യത്തിെന്റ ഗുണകാരെത്ത
ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം. അവിെട ഭാജ്യം പതിേനഴിെന ഭാജകമായിരിക്കുന്ന പതിനഞ്ചു�
െകാണ്ടൂ് ഹരിച്ച ഫലം ഒന്നു്; േശഷം രണ്ടു്. പിെന്ന ആ രണ്ടിെനെക്കാണ്ടൂ് പതിന�
ഞ്ചിെന ഹരിപ്പൂ. ഫലം ഏഴു്, നേടെത്ത ഫലത്തിന്നു കീെഴ െവപ്പൂ; േശഷം ഒന്നു്.
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ഭാജ്യഭാജകങ്ങളിൽ ഒരിടത്തുേശഷെമാന്നാേവാളം അേന്യാന്യം ഹരിപ്പൂ. ഫലങ്ങ�
െള ക്രേമണ കീെഴ കീെഴ െവപ്പൂ. അപ്ഫലപരമ്പരയ്ക്കു വല്ലീ എന്നു േപർ. അനന്തരം
ഈ വല്ലീഫലങ്ങൾ ഒന്നും, ഏഴും, േശഷങ്ങൾ രണ്ടും ഒന്നും ഇവെറ്റ ക്രേമണ കീ�
െഴ കീെഴ െവച്ചു വല്യാനയനന്യായവിപരീതക്രിയെയെക്കാണ്ടു് ഭാജ്യഭാജകങ്ങെള
ഉണ്ടാക്കും പ്രകാരെത്ത കാട്ടുന്നൂ. അവിെട ഒടുക്കെത്ത ക്രിയ നേട േവണ്ടുവതു്.
അതാകുന്നതു ഭാജ്യത്തിങ്കെല േശഷം രണ്ടു്. അതുെകാണ്ടു ഭാജകം പതിനഞ്ചിെന
ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലം ഏഴു്. എന്നിട്ടു് അവിടുെത്ത ഹാരകമാകുന്ന രണ്ടിെനെക്കാ�
ണ്ടു് തെന്റ ഫലമാകുന്ന ഏഴിെന ഗുണിപ്പൂ. എന്നാൽ തെന്റ ഹായ്യൎമുണ്ടായിവരും,
ഹൃതേശഷമില്ലാേത്തടത്തു്. ഉേള്ളടത്തു പിെന്ന േശഷെത്ത ഈ ഘാതത്തിൽ കൂട്ടി�
യാൽ ഹായ്യൎമായിട്ടുവരും. ഇവിെട രണ്ടും ഏഴും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതം പതിനാലിൽ
േശഷിച്ച ഒന്നിെന കൂട്ടിയാൽ രണ്ടിെന്റ ഹായ്യൎമായിട്ടിരുന്ന പതിനഞ്ചും വരും. പി�
െന്ന ആ പതിനഞ്ചിെന്റ ഹായ്യൎെത്ത വരുത്തും പ്രകാരം. പതിനഞ്ചിെനെക്കാണ്ടു
ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലം ഒന്നു്. അതിെന പതിനഞ്ചുെകാണ്ടു ഗുണിപ്പൂ. എന്നാൽ പതി�
നഞ്ചു തെന്ന. അതിൽ പിെന്ന അവിെട േശഷിച്ച േശഷം രണ്ടിേനയും കൂട്ടിയുള്ള
പതിേനഴു് ആ പതിനഞ്ചിെന്റ ഹായ്യൎമാകുന്നതു്. പിെന്ന മുമ്പിലും വല്ലീഫലങ്ങൾ
ഉണ്ടായിട്ടിരിക്കുന്നതാകിൽ ഇപ്പതിേനഴിെനെക്കാണ്ടു് തനിക്കടുത്ത മുമ്പിെല ഫല�
െത്തഗുണിച്ചതിൽ പതിനഞ്ചിെന കൂട്ടൂ. എന്നാൽ പതിേനഴിെന്റ ഹായ്യൎം വരും.
ഇപ്രകാരം എല്ലാടവും ഉപാന്ത്യെത്തെക്കാണ്ടു് തനിക്കടുത്ത മുമ്പിെല ഫലെത്ത
ഗുണിപ്പൂ. അന്ത്യെത്ത കൂട്ടൂ. പിെന്ന ആ അന്ത്യെത്ത കളഞ്ഞു പിെന്നയുള്ളതിൽെവ�
ച്ചു് ഉപാന്ത്യെത്തെക്കാണ്ടു് അതിനടുത്തു മുമ്പിേലതിെന ഗുണിച്ചതിൽ അന്ത്യെത്ത
കൂട്ടി ആയന്ത്യമായിട്ടു െവച്ചിരിക്കുന്നതിെന കളവൂ. ഇങ്ങെനയാകുേമ്പാൾ യാെതാരി�
ക്കൽ രണ്ടു പങ്ക്തിേയ ഉള്ളൂ എന്നു വരുന്നൂ, അേപ്പാൾ ഉപാന്ത്യമില്ലായ്കയാൽ ക്രിയ
ഒടുങ്ങി.26

വ്യാഖ്യാനം 26:
1− 17

7− 15

2

1


ഇവിെട 7, 2, 1 എന്നീ വല്ലീസംഖ്യയിൽ 7–ഊദ്ധൎ്വം; 1—അന്ത്യം;
അന്ത്യത്തിെന്റ േമെലയുള്ള സംഖ്യ 2 ഉപാന്ത്യം.

േമേലതും കീേഴതും അതായതു് ഊദ്ധൎ്വവും അന്ത്യവുമായിട്ടു് രണ്ടു സംഖ്യകൾ മാത്രം േശഷിക്കു�
േമ്പാൾ, ഉപാന്ത്യത്തിനു സ്ഥാനമില്ലാത്തതിനാൽ ഉപാന്ത്യമില്ല എന്നു പറയുന്നു.

പിെന്ന ആ രണ്ടു രാശികളിൽ െവച്ച് േമേലതു ഭാജ്യമായിട്ടിരിക്കും, കീേഴതു ഭാജ�
കവും. ഇങ്ങെന ഭാജകേത്തക്കാൾ ഭാജ്യം വലുതായിട്ടിരിക്കുേന്നടത്തു്. െചറുതാ�
യിട്ടിരിക്കുേന്നടത്തു പിെന്ന ഭാജ്യം കീേഴതു്, ഭാജകവും േമേലതു് ആയിട്ടിരിക്കും.
ഭാജ്യത്തിങ്കന്നുണ്ടായ ഫലത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു ഭാജ്യം വരും; ഭാജകത്തിങ്ക�
ന്നുണ്ടായ ഫലത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു ഭാജകവും എന്നു നിയമമാകുന്നതു്. ഈ
ക്രിയയ്ക്കു വല്യുപസംഹാരെമന്നു േപർ. ഇതിന്നു വിപരീതക്രിയയിങ്കന്നു കുറെഞ്ഞാ�
രു വിേശഷമുണ്ടു് എന്നു േതാന്നും. വല്ലീഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കുേന്നടത്തു ഹരണംതേന്ന
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ഉള്ളൂ. അതിെന്റ ഉപസംഹാരത്തിങ്കൽ ഗുണനം തെന്ന അല്ലാ ഉള്ളൂ; ഗുണിച്ചതിൽ
അവിടവിടുെത്ത ഹൃതേശഷെത്ത കൂട്ടുക എെന്നാരു ക്രിയകൂെട ഉണ്ടു്. എന്നിട്ടു േകവ�
ലം വിപരീതക്രിയയിങ്കന്നു കുറെഞ്ഞാരു വിേശഷമുെണ്ടന്നു േതാന്നും. ഉപപത്തിെയ
നിരൂപിക്കുേമ്പാൾ വിപരീതക്രിയ തെന്ന. നേടയും  േശഷെത്ത കളഞ്ഞിട്ടു് അെത്ര
ഇരിക്കുന്നു ഫലം െകാണ്ടു്,27 എന്നിട്ടു്.

വ്യാഖ്യാനം 27: ആദ്യെത്ത ക്രിയയിൽ ഹാരകം ×ഫലം = ഭാജ്യം − േശഷം. അതു�
െകാണ്ടു ഭാജ്യത്തിൽ നിന്നു േശഷം കളഞ്ഞതിെന ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ചേപ്പാൾ ഫലം
വന്നു. ഫലെത്ത ഹാരകംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു േശഷെത്ത കൂട്ടുക എന്നതു് ഇതിങ്കന്നു വിപരീത�
ക്രിയതെന്നയണെല്ലാ.

അനന്തരം ഭാജ്യഭാജകങ്ങെളന്നു േപർ െപട്ടിരിക്കുന്ന പ്രമാണഫലേത്തയും
പ്രമാണേത്തയും വരുത്തിയ വല്യുപസംഹാരന്യായം െകാണ്ടുതെന്ന ഇച്ഛാഫല�
േത്തയും ഇച്ഛേയയും വരുത്തുംപ്രകാരെത്ത കാട്ടുന്നൂ.28

വ്യാഖ്യാനം 28: സാധാരണയായി ൈത്രരാശികത്തിൽ പ്രമാണം, പ്രമാണഫലം, ഇച്ഛാ,
ഇച്ഛാഫലം എന്നിവയിൽ ഏെതങ്കിലും മൂെന്നണ്ണംെകാണ്ടു നാലാമേത്തതിെന കാണുവാനു�
ള്ള ഉപായെത്ത പറയുന്നു. ഇവിെട ഭാജ്യമായ 17 പ്രമാണഫലവും ഭാജകമായ 15 പ്രമാണ�
വുമാകുന്നു. ഇച്ഛാഫലമാകുന്ന ഫലത്തിനുപകരം ഹരിച്ചേശഷമുള്ള ഹരണേശഷെത്തയാ�
ണു് തന്നിരിക്കുന്നതു്. ഈ ഹരണേശഷെത്ത േക്ഷപെമേന്നാ ശുദ്ധി എെന്നാ കല്പിക്കുന്നു.
അതുെകാണ്ടു് ഇച്ഛയും ഇച്ഛാഫലവുമായ ഗുണകാരവും ഫലവും സാദ്ധ്യങ്ങളാകുന്നു.

17×ഗുണകാരം + 5

15

= ഫലം

ഭാജ്യം×ഗുണകാരം + േശഷം
ഭാജകം

= ഫലം

∴ ഗുണകാരം = ഇച്ഛാ; ഫലം = ഇച്ഛാഫലം

അവിെട ദൃഢഭാജ്യഭാജകങ്ങെള അേന്യാന്യം ഹരിച്ച ഫലങ്ങെള കീെഴ കീെഴ െവ�
പ്പൂ. ഇങ്ങെന ഭാജ്യഭാജകങ്ങളിൽ ഒരിടത്തു രൂപം മാത്രം േശഷിേപ്പാളം. പിെന്ന
വല്ലീഫലങ്ങളുെട കീെഴ അപവത്തൎ ിതേക്ഷപേത്തയും െവപ്പൂ. അതിെന്റ കീെഴ ശൂ�
ന്യേത്തയും െവപ്പൂ. അവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ ഇവിടയ്ക്കു് ഒന്നും, ഏഴും, അഞ്ചും, ശൂന്യവും
ഇങ്ങെന ഇരിപ്പൂ വല്ലീ. പിെന്ന ഇതിെനെക്കാണ്ടും മുമ്പിെലേപ്പാെല ഉപസംഹാരം
ൈചവൂ. അവിെട കളയുന്ന അന്ത്യെത്ത േവെറ ഒരിടത്തു ക്രേമണ െവച്ചിരിക്കിലു�
മാം. അേപ്പാളവ കീഴന്നു തുടങ്ങീട്ടു ശൂന്യം, അഞ്ചു്, മുപ്പത്തഞ്ചു്, നാല്പതു് എന്നിങ്ങെന
ഇരിക്കും.29

വ്യാഖ്യാനം 29:

വല്ലീ: ഉപസംഹൃതഫലങ്ങൾ
↓ ↓
1 · · · · · · · · · 40 (1× 35 + 5)

7 . . . . . . . . . 35 (7× 5 + 0)
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5

0

ഇവറ്റിൽെവച്ചു ശൂന്യവും മുപ്പത്തഞ്ചും ഗുണകാരം; അഞ്ചും നാല്പതും ഫലം. ഇവറ്റി�
ന്നു ഹാരഭാജ്യങ്ങളാകുന്നവ ഒന്നും രണ്ടും പതിനഞ്ചും പതിേനഴും. അവിെട ഒന്നും
പതിനഞ്ചും ഹാരം, രണ്ടും പതിേനഴും ഭാജ്യം. അവിെട നേട ഭാജ്യേശഷം രണ്ടിെന
ശൂന്യെത്തെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചതു ശൂന്യം. അതിൽ േക്ഷപം അഞ്ചുകൂട്ടി ഹാരേശഷം
ഒന്നിെനെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം അഞ്ചു്. പിെന്ന രണ്ടാമതു് ഭാജ്യേശഷം രണ്ടിെന�
ത്തെന്ന മുപ്പത്തഞ്ചിൽ ഗുണിച്ച് അഞ്ചുകൂട്ടി പതിനഞ്ചിൽ ഹരിപ്പൂ. ഫലം അഞ്ചു്. പി�
െന്ന മൂന്നാമതു് പതിേനഴിെന മുപ്പത്തിഅഞ്ചിൽ ഗുണിച്ചു് അഞ്ചുകൂട്ടി പതിനഞ്ചിൽ
ഹരിപ്പൂ. ഫലം നാല്പതു്. ഇങ്ങെന ഇരുപുറെത്ത ഗുണകാരങ്ങെളക്കുറിച്ചു് നടുവിേലതു
ഫലമാം. ഈവണ്ണേമ തെന്റ കീഴും േമലുമുള്ള ഫലങ്ങെളക്കുറിച്ചു് നടുവിലിരിക്കുന്നതു
താൻ ഗുണകാരമാം. ഈവണ്ണം ഭാജ്യഹാരങ്ങളും തെന്റ ഇരുപുറേത്തതിെനക്കുറി�
ച്ചും ഭാജ്യഹാരങ്ങളാം.30

വ്യാഖ്യാനം 30:
ഫലം = 40—ഭാജ്യം = 17

ഗുണകാരം = 35—ഹാരകം = 15

ഫലം = 5—ഭാജ്യം = 2

ഗുണകാരം = 0—ഹാരകം = 1

ഭാജ്യമായ രണ്ടിന്നു ഗുണകാരങ്ങൾ 0, 35; ഹാരകങ്ങൾ 1, 15; ഫലം = 5.
ഭാജ്യമായ 17-നു ഗുണകാരം = 35, ഹരകം 15, ഫലം 40

2× 0 + 5

1

= 5;

2× 35 + 5

15

= 5;

17× 35 + 5

15

= 40;

പിെന്ന മുപ്പത്തഞ്ചിെന പതിനഞ്ചിൽ ഹരിച്ചേശഷം അഞ്ചു ഗുണകാരമാകിലുമാം.
നാല്പതിെന പതിേനഴിൽ ഹരിച്ച േശഷം ആറു ഫലമാകിലുമാം. ഇതിനു തക്ഷണ�
െമന്നു േപർ.31

വ്യാഖ്യാനം 31: തക്ഷണം: ഗുണകാരം ഹരകേത്തക്കാളും ഫലം ഭാജ്യേത്തക്കാളും ഏറു�
ന്ന സമയത്തു തക്ഷണം െചയ്യാം. അതായതു ഗുണകാരെത്ത ഹാരകംെകാണ്ടും ഫലെത്ത
ഭാജ്യംെകാണ്ടും ഹരിച്ചുകിട്ടുന്ന േശഷങ്ങൾ സ്ഫുടഗുണകാരഫലങ്ങളായിട്ടു വരും. എത്രത�
വണ ഹാരകെത്ത ഗുണകാരത്തിൽനിേന്നാ ഭാജ്യെത്ത ഫലത്തിൽനിേന്നാ വാങ്ങുന്നു,
അത്ര തവണ ഭാജ്യെത്ത ഫലത്തിൽനിേന്നാ ഹാരകെത്ത ഗുണകാരത്തിൽനിേന്നാ വാ�
ങ്ങണം. ഇങ്ങെന ശിഷ്ടെത്ത മാത്രം ഉേദ്ദശിച്ചുള്ള ഹാരണെത്തയാണു് “തക്ഷണ”െമന്നു
പറയുന്നതു്.

ഇവിെട ഗുണകാരം = 35; ഹാരകം = 15



62 അദ്ധ്യായം 5. കുട്ടാകാരം

35

15

എേന്നടത്തു ഫലം 2, േശഷം 5.

ഫലം = 40, ഭാജ്യം 17

40− 2× 17 = 6

അേപ്പാൾ സ്പുടഗുണകാരം = 5;

സ്പുടഫലം = 6;
17× 5 + 5

15

= 6.

ഇങ്ങെന ഇഷ്ടേക്ഷപത്തിങ്കെല ഗുണലബ്ധികൾ ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം.
അനന്തരം വല്യുപസംഹാരന്യായെത്ത തൽസമനും ധീജഗന്നൂപുരവും ഭാജ്യ�

ഭാജകങ്ങളാകുേമ്പാെളയ്ക്കു കാട്ടുന്നൂ. അവിെട അേന്യാന്യ ഹരണേശഷങ്ങൾ ക്രമ�
ത്താെല ധീവന്ദ്യഃ, ധീപ്രിയഃ, നാരീ, ധിൿ, ശ്രീഃ, കിം എന്നിവ. വല്ലീഫലങ്ങൾ പിെന്ന
മാത്തൎ ാണ്ഡഃ, ഗൗഃ, കിം, തൽ, ശ്രീഃ, വിൽ എന്നിവ.32

വ്യാഖ്യാനം 32:
ഭാജ്യം = 576;

ഭാജകം = 210389.
െചറിയ ഭാജ്യഹാരകങ്ങെള ഉണ്ടാക്കുവാനായിെക്കാണ്ടൂ് ഇവെയ അേന്യാന്യഹരണം െച�
യ്യുന്നു.

576)210389(365

1728

3758

3456

3029

2880

149)576(3

447

129)149(1

129

20)129(6

120

9)20(2

18

2)9(4

8

1

ഇവിെട ഭാജ്യത്തിങ്കൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ േക്ഷപെത്ത ധനമായിട്ടു് ഉേദ്ദശിച്ചൂതാ�
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കിലും ഋണെമന്നു കല്പിക്കുന്നൂ.33

വ്യാഖ്യാനം 33: ഭാജ്യത്തിങ്കൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ അതു ഭാജ്യത്തിങ്കെല ധനേക്ഷ�
പമാകുന്നതുെകാണ്ടു് കുട്ടാകാരത്തിൽ ഋണേക്ഷപമായിട്ടിരിക്കും. എന്നാൽ മുനിഗാഥ, 20
എന്ന മുൻ ഉദാഹരണത്തിൽ, നൂറിെന കുട്ടാകാരത്തിൽ ധനേക്ഷപമായിട്ടാണു് ഉേദ്ദശി�
ച്ചിരിക്കുന്നതു്. ഋണേക്ഷപമായി കല്പിച്ചു ക്രിയെചയ്തു ധനേക്ഷപമായിട്ടിരിക്കുേമ്പാെള ഗുണ�
കാരലബ്ധികെള വരുത്തുവാനുള്ള ഉപായെത്തയാണിവിെട കാണിച്ചിരിക്കുന്നതു്. [54-ആം
േപജ് ടിപ്പിണി േനാക്കുക.]

എന്നിട്ടിവിെട രൂപം ഋണേക്ഷപെമന്നു കല്പിച്ച വല്ലീഫലങ്ങളുെട കീെഴ ഒന്നിെന
െവപ്പൂ. അതിനു കീെഴ ശൂന്യേത്തയും. പിെന്ന വില്യുപസംഹാരൈഞ്ചതു് ഉപസംഹൃ�
തവല്ലീഫലങ്ങെള ക്രേമണ കീഴന്നു േമപ്പട്ടു െവപ്പൂ. അവറ്റിെന്റ സംഖ്യ—നു, കിം, വിൽ,
ധീഃ, േഹാമഃ, സൂത, ധീശത്രുഃ, ഖഈഷേവധഃ എന്നിങ്ങെന.

അനന്തരം ധീവന്ദ്യനാദികളിൽ ഒടുക്കെത്ത ഭാജ്യേശഷം ഒന്നു്. അതിെന ഋണ�
േക്ഷപം ഒന്നിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഋണേക്ഷപം കളഞ്ഞാൽ ശൂന്യമാകയാൽ
ഫലം ശൂന്യം. ഇവ്വണ്ണമാകയാൽ ൈത്രരശികത്തിങ്കൽ രണ്ടു ഹാരം ഒന്നു ഭാജ്യം,
ഒന്നു ഗുണകാരം, ശൂന്യം ഫലം. രണ്ടാം ൈത്രരാശികത്തിങ്കൽ ഹാരം ശ്രീഃ എന്നുത�
െന്ന, ഭാജ്യം ഇതിെന്റ േമെല ധീഃ എന്നു്, ഗുണം നേടെത്ത കിം എന്നുതെന്ന. ഫല ം
ഇതിെന്റ േമെല വിൽ എന്നു്. മൂന്നാമതിങ്കൽ േമെല നരഃ എന്നു ഹാരം, ഭാജ്യം
നേടെത്ത ധീഃ എന്നുതെന്ന, ഗുണം മേറ്റതിെന്റ േമെല ധീഃ, ഫല ം മുമ്പിെല കീെഴ
വിൽ തെന്ന. നാലാമതിങ്കൽ പിെന്ന ഹാരഭാജ്യഗുണലബ്ധികളാകുന്നവ ക്രമത്താ�
െല നരഃ, ധീപ്രിയഃ, ധീഃ, േഹാമഃ എന്നിവ. അഞ്ചാമതിങ്കൽ ധിവന്ദ്യഃ, ധീപ്രിയഃ,
സതീ, േഹാമഃ. ആറാമതിങ്കൽ ധീവന്ദ്യഃ, തത്സമഃ, സതീ, ധീശത്രുഃ. ഏഴാമതിങ്കൽ
ധീജഗന്നൂപുരം ഹാരം, തൽസമൻ ഭാജ്യം, രത്നസ്തംഭാദ്ധൎം ഗുണം, ധമ്മൎരാൾ ഫലം.
ഇങ്ങെന ഈ ഭാജ്യഭാജകങ്ങൾക്കു രൂപം ഋണേക്ഷപമാകുേമ്പാെള ഗുണലബ്ധി�
കളാകുന്നതു്. പിെന്ന ഈ ന്യായ ംെകാണ്ടുതെന്ന രൂപം ധനേക്ഷപമാകുേമ്പാേള
ഗുണലബ്ധികളാകുന്നതു് ഋണേക്ഷപത്തിെന്റ ഗുണലബ്ധികെള ഹാരഭാജ്യങ്ങളിൽ
നിന്നു കളഞ്ഞ േശഷങ്ങൾ സൂേദാസൗമായയാ, സകുലഃ എന്നിവ. ഇങ്ങെന േക്ഷപ�
ത്തിെന്റ ധനണ്ണൎത പകരുേമ്പാേള ഗുണകാരലബ്ധികൾ വരുംപ്രകാരം. പിെന്ന ഈ
രൂപേക്ഷപത്തിെന്റ ഗുണലബ്ധികെള ഇഷ്ടേക്ഷപംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ഇഷ്ടേക്ഷപ�
ത്തിെന്റ ഗുണലബ്ധികളുളവാകും.34

വ്യാഖ്യാനം 34: ഇവിെട ഭാജ്യത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കുന്നു. അതുെകാണ്ടു് രൂപെത്ത ഋണ�
േക്ഷപെമന്നു കല്പിക്കുന്നു.

വല്ലീ വല്യുപസംഹാരഫലങ്ങൾ

365 . . . . . . . . . 94602 — ഗുണം
3 . . . . . . . . . 259 — ഫലം
1 . . . . . . . . . 67 — ഗുണം
6 . . . . . . . . . 58 — ഫലം
2 . . . . . . . . . 9 — ഗുണം
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4 . . . . . . . . . 4 — ഫലം
1 . . . . . . . . . 1 — ഗുണം
0 . . . . . . . . . 0 — ഫലം

ഭാജകം ഭാജ്യേത്തക്കാേളറിയതുെകാണ്ട്, ഗുണകാരം വലിയതു്, ഫലം െചറുതു്. ക്രേമ�
ണയുള്ള ഭാജകഭാജ്യങ്ങൾ — 210389, 576, 149, 129, 20, 9, 2, 1.

എല്ലാ ൈത്രരാശികത്തിങ്കലും ഭാജ്യെത്ത അതതു ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു അതതു
േശഷെത്ത സംസ്കരിച്ചു് അതതു ഭാജകംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫലംവരും.

ഒരു ഭാജ്യത്തിനു രണ്ടു ഗുണകാരം, രണ്ടു ഹാരകം ഒരു ഫലം എന്നും അതുേപാെല ഒരു
ഗുണകാരത്തിന്നു രണ്ടു ഭാജ്യങ്ങൾ; ഒരു ഫലത്തിന്നു രണ്ടു ഹാരകങ്ങൾ; ഒരു ഹാരകത്തിനു
രണ്ടു ഫലങ്ങൾ എന്നും പട്ടികയിൽനിന്നും മനസ്സിലാക്കാമേല്ലാ.

ൈത്രരാശികങ്ങളുെട എണ്ണെത്തയാണു പട്ടികയിൽ (ചുവട്ടിൽനിന്നു) 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7 എന്നു് അടയാളെപ്പടുത്തിയിരിക്കുന്നതു്.

4-ആം ൈത്രരാശികം:- ഭാജ്യം = 129, ഹാരകം = 20, ഗുണകാരം = 9.

∴ ഫലം =
129× 9− 1

20

=
1160

20

= 58

5-ആം ൈത്രരാശികം:- ഭാജ്യം = 129, ഹാരകം = 149, ഗുണകാരം = 67.

∴ ഫലം =
129× 67− 1

149

=
8642

149

= 58

ഇതുേപാെല ബാക്കി ൈത്രരാശികങ്ങളും കണ്ടുെകാൾക.
രൂപം ധനേക്ഷപമാകുേമ്പാൾ ഗുണകാരഫലെത്ത അതതു ഹാരകഭാജ്യങ്ങളിൽ നി�

ന്നു വാങ്ങിയവ ഉദ്ദിഷ്ടഗുണകാരഫലങ്ങൾ ആയിട്ടുവരും.

ൈത്രരാ
ശികത്തി-

െന്റ എണ്ണം
രൂപം ഋണേക്ഷപം രൂപം ധനേക്ഷപം

ഭാജ്യം ഗുണം ഹാരം ഫലം ഭാജ്യം ഗുണം ഹാരം ഫലം
1 1 1 2 0 1 1 2 1
2 9 1 2 4 9 1 2 5
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3 9 9 20 4 9 11 20 5
4 129 9 20 58 129 11 20 71
5 129 67 149 58 129 82 149 71
6 576 67 149 259 576 82 149 317
7 576 94602 210389 259 576 115787 210389 317

രൂപം ധനേക്ഷപമായിട്ടിരിക്കുേമ്പാൾ:-
5-ആം ൈത്രരാശികം:- ഭാജ്യം = 129, ഗുണം = 82, ഹാരകം 149.

∴ ഫലം =
129× 82 + 1

149

=
100579

149

= 71

ഇവിെട ഗുണകാരം = 149− 67 = 82

ഫലം = 129− 58 = 71

}
4-ആം ൈത്രരാശികം:- ഭാജ്യം = 129, ഗുണം = 11, ഹാരകം = 20.

∴ ഫലം =
129× 11 + 1

20

=
1420

20

= 71

ഗുണകാരം = 20− 9 = 11

ഫലം = 129− 58 = 71

}
ശുദ്ധിേക്ഷപങ്ങൾ രൂപമെല്ലങ്കിൽ, ഗുണകാരഫലങ്ങെള ഗുദ്ധിേക്ഷപങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഗുണി�
ച്ചു തക്ഷണം െചേയ്യണ്ടതുെണ്ടങ്കിൽ അതും െചയ്താൽ ഉദ്ദിഷ്ടഗുണകാരലബ്ധികൾ വരും.

ഉദാഹരണം:- 3-ആം ൈത്രരാശികത്തിൽ ഋണേക്ഷപം 3.
ആേപ്പാൾ ഗുണകാരം = 9× 3 = 27 ഫലം = 4× 3 = 12

ഹാരകം = 20 ഭാജ്യം = 9

തക്ഷിതഗുണകാരം = 7 തക്ഷിതഫലം = 3

(തക്ഷിതം=തഷ്ടം, തക്ഷണാനന്തരം ലഭിച്ചതു്.)

ഫലം =
9× 7− 3

20

=
60

20

= 3

ധനേക്ഷപം = 3,
ഗുണകാരം = 11× 3 = 33 ഫലം = 5× 3 = 15

ഹാരകം = 20 ഭാജ്യം = 9

തക്ഷിതഗുണകാരം = 13 തക്ഷിതഫലം = 6

ഫലം =
9× 13 + 3

20

= 6

ഇതുേപാെലതെന്ന കുട്ടാകാരക്രിയെകാണ്ടും ൈത്രരാശികം െകാണ്ടും ഗുണകാരഫല�
ങ്ങെള ഉണ്ടാക്കാം. ഇവിെട വില്ലിയുെട ഉപാന്ത്യത്തിൽ രൂപെത്ത െവയ്ക്കുന്നതിന്നു പകരം
ഇഷ്ടേക്ഷപെത്ത തെന്ന െവച്ചു വല്യുപസംഹാരംെചയ്തും ഗുണകാരഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കാം.
ഈ വിഷയങ്ങെളല്ലാം അനുബന്ധത്തിൽ വിസ്തരിച്ചിട്ടുണ്ടു്.

ഇങ്ങിെന െചാല്ലിയതായി കുട്ടാകാരം സംേക്ഷപിച്ചിട്ട്.
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അനന്തരം ഒരു സമചതുരശ്രേക്ഷത്രെത്ത േകാൽ വിരൽ എന്നു തുടങ്ങി നീളെത്ത
അളക്കുന്ന മാനങ്ങളാൽ ഒന്നുെകാണ്ടു് എത്ര എന്നു കല്പിച്ചു് അതിെന്റ ഒരു ബാഹു
വ്യാസമാകുേമ്പാൾ വൃത്തെമത്രമാനെമന്നറിയുംപ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ.

അവിെട ഭുജാവഗ്ഗൎവും േകാടിവഗ്ഗൎവും കൂടിയാൽ കണ്ണൎ വഗ്ഗൎമാകം എന്നതി�
െന െചാല്ലുന്നൂ. ഇവിെട യാെതാന്നിെന്റ വഗ്ഗൎമാകുന്നൂ, അതു ബാഹുവാകുന്ന ഒരു
സമചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം വഗ്ഗൎമാകുന്നതു്. പിെന്ന സമചതുരശ്രേക്ഷത്രത്തിങ്കൽ
താൻ ദീഘൎചതുരശ്ര േക്ഷത്രത്തിങ്കിൽ താൻ ഒരു േകാണിങ്കന്നു േക്ഷത്രത്തിെന്റ
നടുേവ മെറ്റ േകാണിങ്കൽ െചല്ലുന്ന സൂത്രം കണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഇവിെട ഒരു ചതുരശ്ര�
ത്തിനു രണ്ടു പാശൎ്വവും േകാടി തുല്യമായി നീണ്ടിട്ടിരിപ്പൂ, രണ്ടു തലയും ഭുജാതുല്യമായി
ഇടംകുറഞ്ഞിരപ്പൂ. ഇങ്ങെന ഇവിെട കല്പിക്കുന്നൂ. ഈ േക്ഷത്രത്തിെന്റ കണ്ണൎെമത്ര
എന്നു് അറിയുന്നതു്.

ഇവിെട േകാടി തുല്യമായിട്ടു് ഒരു സമചതുരശ്രമുണ്ടാക്കൂ, ഭുജാ തുല്യമായിട്ടും.
ഇങ്ങെന രണ്ടു സമചതുരശ്രേക്ഷത്രങ്ങെള ഉണ്ടാക്കൂ. പിെന്ന ഭുജാചതുരശ്രം വട�
േക്കപുറത്തു്, േകാടിചതുരശ്രം െതേക്കപുറത്തു്, രണ്ടിേന്റയും കിഴെക്ക പാശൎ്വം ഒരു
സൂത്രത്തിങ്കൽ വരുമാറു തങ്ങളിൽ േചപ്പൂൎ. ഭുേജെട െതേക്ക പാശൎ്വം േകാടീെട വട�
െക്ക പാശൎ്വേത്താടു േചരുമാറു്. ഈ പാശൎ്വം ഭുജാപാശൎ്വം കഴിഞ്ഞിട്ടും പടിഞ്ഞാേറാട്ടു്
ഒട്ടു േശഷിക്കും. ഭുേജെട വടക്കു കിഴെക്ക േകാണിങ്കന്നു െതേക്കാട്ടു േകാടിേയാളം
അളപ്പൂ. അവിെട ഒരു ബിന്ദുവിടൂ. ഇവിടുന്നു െതേക്കടം നീളം ഭുജേയാളമുണ്ടായിരി�
ക്കും. പിെന്ന ബിന്ദുവിങ്കന്നു േകാടീെട െതക്കുപടിഞ്ഞാെറ േകാേണാളവും ഭൂേജെട
വടക്കുപടിഞ്ഞാെറ േകാേണാളവുമുള്ള േരഖാമാേഗ്ഗൎന െപളിപ്പൂ. േകാണിങ്കൽ രണ്ടി�
ങ്കലും കുറെഞ്ഞാന്നു േവർവിടാെത ഇരിപ്പൂ. പിെന്ന ബിന്ദുവിങ്കന്നു െചറിയ രണ്ടു
െപളിയും േവർെപടുത്തി ബിന്ദുവിങ്കൽ കൂടിയിരുന്ന േരഖാഗ്രങ്ങൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ
േകാടീെട വടക്കുപടിഞ്ഞാറു സന്ധിക്കുമ്മാറു കണ്ടു വലിയ ചതുരശ്രത്തിെന്റ ഇരു�
പുറവുന്തിരിച്ചുെകാണ്ടുേപായി േചപ്പൂൎ. എന്നാൽ മുറിവാ പുറവായിൽ വരുമാറു കണ്ടു
േയാജിേക്കണ്ടതും. എന്നാലതു് ഒരു സമചതുരശ്രേക്ഷത്രമായിട്ടിരിക്കും. ഇതിെന്റ
ബാഹുക്കൾ ഈ ഭൂജാേകാടികളുെട കണ്ണൎേത്താടു് ഒക്കുംതാനും. എന്നാൽ ഈ
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ഭുജാേകാടികളുെട വഗ്ഗൎംേയാഗം കണ്ണൎവഗ്ഗൎം, കണ്ണൎവഗ്ഗൎത്തിൽ ഒന്നിെന്റ വഗ്ഗൎം കള�
ഞ്ഞാൽ ഭുജാേകാടികളിൽ മേറ്റതിെന്റ വഗ്ഗൎം എന്നു സ്ഥിതമായി ഇേപ്പാൾ. ഇതു്
എല്ലാടവും അറിേയണ്ടുെവാന്നു്.

വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖം 19-ൽ േകാടിവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം കഖഗഘ എന്ന സമചതുരശ്രം. ഭുജാ�
വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം കങചഛ എന്ന സമചതുരശ്രം. ഛജ -വിെന കഖ

പരിേലഖം (19)

എന്ന േകാടിക്കു സമമായി കല്പിച്ചിട്ടുള്ളതിനാൽ

ജഖ = േകാടി −കജ = ഛജ −കജ = ഛക
ആകയാൽ ജഖ = ഭുജ ;ഖഗ = േകാടി
ചജ ,ജ ഗ ഇവ രണ്ടും കണ്ണൎതുല്യങ്ങൾ

ജഖഗ എന്ന ത്ര്യശ്രെത്ത ഗ -വിെന അേപക്ഷിച്ചു പ്രദക്ഷിണമായി തിരിച്ചുെകാ�
ണ്ടു വന്നു േചത്തൎ ിട്ടുള്ള ത്ര്യശ്രം ഝഘഗ ആകയാൽ ഝഘ = ഭുജാതുല്യം = കങ ,
ഘഗ േകാടി തുല്യം , ഝഗ കണ്ണൎതുല്യം.

ഝഘ +ഘങ = കങ +ഘങ = കഘ = േകാടി.
ആകയാൽ ഝങ = േകാടി;ചങ = ഭുജ
ഝച കണ്ണൎതുല്യെമന്നും വന്നു.

അേപ്പാൾ ചഛജ എന്ന ത്ര്യശ്രെത്ത ച -വിെന അേപക്ഷിച്ചു് അപ്രദക്ഷിണമായി
തിരിച്ചുെകാണ്ടുവന്നു േചത്തൎ ിട്ടുള്ള ത്ര്യശ്രമാണു് ചങഝ എന്നും ചജ ഗഝ എന്ന േക്ഷത്രം
സമചതുരശ്രമായ കണ്ണൎവഗ്ഗൎേക്ഷത്രമാെണന്നും വന്നു. ഇവിെട ചജ ഗഘങ എെന്നാരു
പഞ്ചേകാണേക്ഷത്രമുണ്ടു്. ആ േക്ഷത്രവും ചഛജ , ജഖഗ എന്ന രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളും കൂ�
ടിയാൽ കങചഛ എന്ന ഭുജാവഗ്ഗൎവും കഖഗഘ എന്ന േകാടിവഗ്ഗൎവും ഇവ രണ്ടിേന്റയും
േയാഗമായിട്ടിരിക്കും. എന്നാൽ അേത പഞ്ചേകാണേക്ഷത്രേത്താടു ചഝങ , ഝഘഗ
എന്ന രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങെള േചത്തൎ ാൽ കണ്ണൎവഗ്ഗൎമായ ചജ ഗഝ എന്ന സമചതുരശ്രേക്ഷ�
ത്രം വരും. എന്നാലിവിെട ചഛജ , ജഖഗ , ഝഘഗ , ചങഝ ഇവ നാലുത്ര്യശ്രങ്ങളും
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തുല്യങ്ങളാകയാൽ ഭുജാവഗ്ഗൎമായ കഖചഛ , േകാടിവഗ്ഗൎമായ കഖഗഘ ഇവയുെട േയാഗം
കണ്ണൎവഗ്ഗൎമായ ചജ ഗഝ -േയാടു തുല്യം.

കഖഗഘ + ചഛകങ = ചജ ഗഘങ + ചഛജ + ഖഗജ
= ചജ ഗഘങ + ചഝങ + ഗഘഝ
= ചഝഗജ
= കണ്ണൎവഗ്ഗൎേക്ഷത്രം

ഇപ്രകാരംഭുജാേകാടി വഗ്ഗൎങ്ങളുെട േയാഗം കണ്ണൎവഗ്ഗൎതുല്യെമന്നു സിദ്ധമായി.

അനന്തരം ചതുരശ്രെത്തെകാണ്ടു വൃത്തെത്ത ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം. ഇഷ്ടമാനമാ�
യിട്ട് ഒരു ചതുരശ്രെത്ത കല്പിപ്പൂ. ഇതിെന്റ ബാഹു വ്യാസമായിട്ടിരിേപ്പാരു വൃത്തത്തി�
ന്നു് എത്രമാനെമന്നു് അറിയുന്നതു്. ഈ കല്പിച്ച ചതുരശ്രത്തിനു നടുേവ പൂവ്വ ൎാപരേര�
ഖയും ദക്ഷിേണാത്തരേരഖയും ഉണ്ടാക്കൂ. എന്നാൽ നാലു ചതുരശ്രമായിട്ടിരിക്കും.
പിെന്ന വലിയ ചതുരശ്രത്തിെന്റ മദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു േകാേണാളം ഒരു േരഖ ഉണ്ടാക്കൂ.
അതു കണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഈ കണ്ണൎെത്ത അഗ്നിേകാണിൽ കല്പിച്ചിട്ടു െചാല്ലുന്നൂ. പി�
െന്ന ഭക്ഷിണസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രേത്താടു് ഒരു കണ്ണൎം കല്പിപ്പൂ. ഇവിെട
ചതുരശ്രമദ്ധ്യം േകന്ദ്രമായിട്ടു് ഇനി ഉണ്ടാകുന്ന വൃത്തം ഉള്ളൂ. ഇവിെട യാെതാരു ത്ര്യ�
ശ്രത്തിങ്കലും മൂന്നു ഭുജകളിലുംെവച്ചു വലിയ ഭുേജെട ഒരു പാശ്വം മുഴുവൻ നിലത്തു
തട്ടുമാറു കല്പിച്ചു് അതിെന്റ ഇരുതലയ്ക്കുന്നുമുള്ള ഭുജകളുെട േയാഗം േനെര േമലാന്മാ�
റു കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന ഈ േയാഗത്തിങ്കന്നു കനെത്താരു വസ്തു െകട്ടിയ സൂത്രം തൂക്കൂ.
ആ സൂത്രത്തിനു ലംബെമന്നു േപർ. േമേല്പാട്ടുള്ള ഭുജകൾക്കു ഭുജകൾ എന്നു േപർ.
ഭൂമിസ്പൃഷ്ടമായിരിക്കുന്ന ഭുജക്കു ഭൂമി എന്നു േപർ. ഭൂമിയിങ്കൽ യാെതാരിടത്തു ലംബം
സ്പശൎിക്കുന്നു അവിടുന്നു ഇരുപുറവുമുള്ള ഭൂഖണ്ഡത്തിന്നു് ആബാധകൾ എന്നു േപർ.
ഇവിെട പിെന്ന േകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു േകാേണാളമുള്ള കണ്ണൎം ഭൂമി എന്നു കല്പിക്കുന്നൂ. പൂൎ�
വ്വസൂത്രവും പൂവ്വ ൎഭുേജെട െതേക്കപ്പാതിയും ഭുജകളാകുന്നതു്. പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു�
ള്ള കണ്ണൎത്തിെന്റ അദ്ധൎം ലംബമാകുന്നതു്. ഇവ്വണ്ണം ദക്ഷിണസൂത്രവും െതേക്ക ഭുേജ�
െട കിഴേക്കപ്പാതിയും ഭുജകളായിട്ടു് ഒരു ത്ര്യശ്രം. ഭൂമിയാകുന്നതു നേടെത്ത ഭൂമിത�
െന്ന. ഇങ്ങെന ഒരു ചതുരശ്രംെകാണ്ടു രണ്ടു ത്ര്യശ്രം. ഇവിെട േകാണിങ്കൽ സ്പശൎി�
ക്കുന്ന ആബാധ യാെതാന്നു് അതു പ്രമാണമാകുന്നതു്. േകാണിങ്കന്നു ദിൿസൂത്രാഗ്ര�
മുള്ള ഭുജാ പ്രമാണഫലമാകുന്നതു്. ഭൂമിയിങ്കന്നു വ്യാസാദ്ധൎം േപായേശഷം േകാണി�
ങ്കൽ േശഷിച്ചതു് ഇച്ഛാരാശിയാകുന്നതു്. ഇവിടന്നു് ഉണ്ടായ ഇച്ഛാഫലെത്ത േകാണി�
ങ്കന്നു് ഇരുപുറവും ഭുജയിങ്കന്നു് അളന്നു നീക്കി ബിന്ദുക്കൾ ഉണ്ടാക്കി അതിനു േനെര
േകാൺമുറിച്ചുകളയൂ. എന്നാലഷ്ടാശ്രമാകും. ഈ ഉണ്ടായ ഇച്ഛാഫലെത്ത ഇരട്ടിച്ചു
ചതുരശ്രബാഹുവിങ്കന്നു കളയൂ. േശഷം അഷ്ടാശ്രഭുേജെട നീളം.

പിെന്ന േകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു് അഷ്ടാശ്രഭുജാമദ്ധ്യേത്താളമുള്ള വ്യാസാദ്ധൎത്തിേന്റയും
അഷ്ടാശ്രഭുജാദ്ധൎത്തിേന്റയും വഗ്ഗൎേയാഗമൂലം േകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി അഷ്ടാശ്രേകാ�
േണാളമുള്ള കണ്ണൎമായിട്ടുണ്ടാകും. ഇതു ഭൂമിയായിട്ടു് ആ ത്ര്യശ്രേകാണിങ്കന്നു് ഒരു
ലംബം കല്പിപ്പൂ. അതു് അഷ്ടാശ്രഭുജാമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു കണ്ണൎത്തിങ്കൽ പതിക്കുമാറു്
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ഇരിക്കും. ഈ ലംബം സ്പശൎിക്കുേന്നടത്തുന്നു് ഇരുപുറവുമുള്ള കണ്ണൎത്തിെന്റ ഖണ്ഡ�
ങ്ങൾ ആബാധകളാകുന്നതു്. വ്യസാദ്ധൎവും അഷ്ടാശ്രഭുജാർദ്ധവും ഭുജകളാകുന്നതു്.
ഭൂജകൾ തങ്ങളിെല വഗ്ഗൎാന്തരവും ആബാധകളുെട വഗ്ഗൎാന്തരവും ഒേന്ന. ലം�
ബാബാധകളുെട കണ്ണൎം ഭുജകൾ, എന്നിട്ടു ലംബവഗ്ഗൎം രണ്ടിങ്കലും തുല്യം. ആബാ�
ധകളുെട വഗ്ഗൎേഭദമെത്ര പിെന്ന ഭുജകളുെട വഗ്ഗൎാന്തരമാകുന്നതു്. എന്നാൽ ഭുജാവ ൎ�
ഗ്ഗാന്തരെത്ത കണ്ണൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ആബാധാന്തരമുണ്ടാകും, കണ്ണൎമാകുന്നതു്
ആബാധാേയാഗം എന്നിട്ടു്. വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത േയാഗം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അന്തരമു�
ണ്ടാകും എന്നിട്ടു്. പിെന്ന ആബാധാന്തരെത്ത കണ്ണൎത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞു് അദ്ധൎിച്ചാൽ
െചറിയ ആബാധ ഉണ്ടാകും. പിെന്ന ഈ ആബാധ പ്രമാണമാകുന്നതു്. അഷ്ടാശ്ര�
ഭുജാദ്ധൎം പ്രമാണഫലം, വ്യാസാദ്ധൎെത്ത കണ്ണൎത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞേശഷം കണ്ണൎാഗ്രം
ഇച്ഛാരാശിയാകുന്നതു്. ഇതു െചറിയ ആബാൈധകേദശം ആയിട്ടുണ്ടാകും. ആബാ�
ധക്കു കണ്ണൎമാകുന്നതു് അഷ്ടാശ്രഭുജാദ്ധൎം; ഈ ഇച്ഛാഭംഗത്തിന്നു കണ്ണൎമാകുന്നതു്
എന്തു് എന്ന ൈത്രരാശികംെകാണ്ടു േകാണിങ്കന്നു് അഷ്ടാശ്രഭുേജെട എകേദശം
ഉണ്ടാകും. ഇവിെട ബിന്ദുക്കളുണ്ടാക്കി അഷ്ടാശ്രത്തിെന്റ േകാൺ മുറിച്ചു കളയൂ.
എന്നാൽ േഷാഡശാശ്രമാകും. ഈ ഇച്ഛാഫലെത്ത ഇരട്ടിച്ചു് അഷ്ടാശ്രബാഹുവിങ്ക�
ന്നു കളഞ്ഞേശഷം േഷാഡശാശ്രബാഹുവിെന്റ നീളം ആയിട്ടു വരും.

പിെന്ന ഈ േഷാഡശാശ്രബാഹു ഉണ്ടാക്കിയ ന്യായംെകാണ്ടു ദ്വാത്രിംശദശ്ര�
ബാഹു തുടങ്ങി ഇരട്ടിച്ച ഇരട്ടിച്ച അശ്രങ്ങളുെട ബാഹുമാനെത്ത ഉണ്ടാക്കിയാൽ
േകാണസംഖ്യമാേവാളേമറിയാൽ1

വ്യാഖ്യാനം 1: േകാൺ അസംഖ്യമാേവാളം എന്നർത്ഥം.

വൃത്തപ്രായം. ഇതിെന വൃത്തെമന്നു കല്പിപ്പൂ.2

വ്യാഖ്യാനം 2: One method of estimating the length of the circumferance of a
circle starting from the measure of its diameter D is to suppose that the circle is
insribed in a square.

പരിേലഖം (20)

Let O be the centre of the square, Y the middle point of a side and and A one of
the extremities of the side.
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Then OY = YA = D
2

when D is the diameter.
If Y1 is taken on OA so that OY1 = OY and Y1 A1 is drawn ⊥r to OA to

meet AY at A1, then OA1 is the bisector of ∠YOA and A1 is consequently a
vertex of the regular octagon which circumscribe the same circle with one point
of contact at Y.

Now join OA1 and take Y2 on OA1 so that OY2 = OY and draw Y2 A2 ⊥r
to OA1 meeting OY at A2. Then as before OA2 is the bisector of∠YOA1 and A2

is therefore a vertex of the regular polygon of 16 sides circumscribing the same
circle with one point of contact at Y. The process of bisection of the successive
angles so formed can be repeated indefinitely like this. The problem is to calculate
successively the lengths YA1, YA2, YA3, . . . . . . in terms of D.

Then YAn =
1

2

the side of the regular polygon having 4.2n sides
circumscribing the circle with one point of contact at Y.

Hence the perimeter of the polygon = 2.4.2n.YAu,
when n is sufficiently large, the perimeter of the polygon approximates to the
circumference of the circle.

Hence the circumference = 2.4.2nYAn,
and if YAn = D.M. where M has been calculated,

We have the circumference = 4.2n+1DM.
Now to calculate YAn in terms of D1 since OA1 bisects ∠YOA;

YA1 : A1 A = OY : OA.

∴ YA1

YA
=

OY
OY + OA

∴ YA1 =
OY.YA

OY + OA
=

r2

r +
√

2r
where r = the radius

=
r

1 +
√

2

= r(
√

2− 1)

Again =
YA2

A2 A1

=
OY

OA1

∴ YA2

YA1

=
OY

OY + OA1

∴ YA2 =
YA1.OY

OY + OA1

=
r2(
√

2− 1)

r +
√

r2 + r2(
√

2− 1)2

=
r(
√

2− 1)

1 +
√

1 + 3− 2

√
2

=
r(
√

2− 1)

1 +
√

4− 2

√
2
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Now OA2 can be found from OA2

2 = OY2 + YA2

2.

Now
YA3

A3 A2

=
OY

OA2

∴ YA3

YA2

=
OY

OY + OA2

∴ YA3 =
YA2.OY

OY + OA2

and so on.

At each stage we get the 1

2
the side of the regular polygon as a product of r and a

fraction involving surds. Proceeding like this as far as we please say up to YA10

and multiplying the value of YA10 thus obtained by 2.210 × 4 i.e by 8192 we get
the perimeter of the regular polygon of 4096 sides, circumscribing the circle. This
can be taken as the circumferences of the circle itself.

A second method is to start with a regular hexagon inscribed in a circle of
given diameter D(= 2r). The side of hexagon = r.

പരിേലഖം (21)

In Fig. 21, let O be the center of the circle and AB a side of the hexagon. If B1 is
the mid-point of arc AB and OB1 meets OB at C1, then AB1

2 = AC1

2 +C1B1

2

i.e. AB1

2 =
( r

2

)
2

+

{
r−

√
r2 −

( r
2

)
2

}
2

=
( r

2

)
2

+

(
r−
√

3r
2

)
2

=
r2

4

+
r2

4

(2−
√

3)2

=
r2

4

{1 + 4 + 3− 4

√
3} = r2 (2−

√
3)
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Again if B2 is the middle point of arc AB1 and OB2 cuts AB1 at C2 we have

AB2

2 = AC2

2 + B2C2

2

=

(
AB1

2

)
2

+ (OB2 −OC2)
2

=

(
AB1

2

)
2

+
{

OB2 −
√

OA2 − AC2

2

}
2

and so on.

At each stage we get
1

2

the side of the inscribed regular polygon as a product
of r and a surd. Proceeding like this as far as we please say up to AB9 we get
1

2

the side of the inscribed regular polygon of 12.29 or 12× 512 i.e. 6144 sides.
Thus if AB9 is multiplied by 12266 we get the perimeter of the polygon, which
can be taken as the circumferences of the circle itself.

In general ABn = 1

2
the side of the regular inscribed polygon of 6.2n sides.

Hence the circumference in the limit = ABn × 6× 2
n+1.

ഈ വൃത്തത്തിന്നു മുമ്പിെല ചതുരശ്രബാഹു വ്യാസമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഈ വൃത്തവ്യാ�
സങ്ങെളെക്കാണ്ടു് ഇഷ്ടത്തിങ്കൽ ൈത്രരാശികംെചയ്തുണ്ടാക്കൂ വ്യാസെത്ത താൻ വൃ�
ത്തെത്ത താൻ.
വ്യാഖ്യാനം: ഇവിെട ഒരു സമചതുരശ്രത്തിെന്റ ബാഹു വ്യാസമായിട്ടിരിക്കുന്ന വൃത്തത്തി�
െന്റ മാനെത്ത അറിേയണം, പരിേലഖം 22. ആ സമചതുരശ്രത്തിെന്റ മദ്ധ്യത്തിൽകൂടി പൂൎ�
വ്വാപരേരഖയും ദക്ഷിേണാത്തരേരഖയും ഉണ്ടാക്കു. അേപ്പാൾ ആ ചതുരശ്രം തുല്യങ്ങളായ
നാലു െചറിയ സമചതുരശ്രങ്ങളായിട്ടു വിഭജിക്കെപ്പട്ടിരിക്കും. അവയിൽ അഗ്നിേകാണിങ്ക�
േലതു ഠടച ക . ഠച , കട എന്ന കണ്ണൎങ്ങേളയും വരക്കു. ഠച ക എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ ഠച
ഭൂമി, ഠക , കച ഭുജകൾ, കസ ലംബം, ഠസ , സച ആബാധകൾ.

പരിേലഖം (22)
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ഇവിെട ചസ പ്രമാണം, ചക പ്രമാണഫലം, ഠച − വ്യാസാദ്ധൎം = ഠച − ഠട =
ഠച − ഠപ = ചപ − ഇച്ഛാ. (ഠപ ബാഹ്വദ്ധൎതുല്യെമന്നു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.)

∴ ഇച്ഛാഫലം = ചത

=
ചക × ചപ
ചസ

വലിയ ചതുരശ്രത്തിെന്റ നാലുേകാണുകളുെട ഇരുപുറവും ഇച്ഛാഫലേത്താളം െചേന്നടത്തു
ബിന്ദുക്കെള ഇടൂ. ഈ ബിന്ദുക്കെളെക്കാണ്ടു ചതമ എന്നേപാെലയുള്ള നാലു ത്ര്യശ്രങ്ങളു�
ണ്ടാകും. ആ ത്ര്യശ്രങ്ങൾ നാലും മുറിച്ചു കളഞ്ഞാൽ ഒരു സമാഷ്ടാശ്രേക്ഷത്രമുണ്ടാകും.

അേപ്പാൾ അഷ്ടാശ്രത്തിെന്റ ബാഹു = വലിയ ചതുരശ്രത്തിെന്റ ബാഹു − 2

× ഇച്ഛാഫലം.

(ഇവിെട കസ എന്നതിനു തുല്യദിക്കായി പ -യിൽ കൂടി ഒരു േരഖ വരക്കുകയാെണങ്കിൽ
അതു ചക എന്നതിെനത എന്ന ബിന്ദുവിൽ സ്പർശിക്കും. അേപ്പാൾ ചകസ , ചതപ എന്ന
ത്ര്യശ്രങ്ങൾ തുല്യാകരങ്ങൾ. അതുെകാണ്ടു ചത = ചക×ചപ

ചസ )
തമ = അഷ്ടാശ്രത്തിെന്റ ഒരു ഭുജ.

പരിേലഖം 23-ൽ ഒരു ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല ഭൂമി, ഭുജകൾ, ലംബം, ആബാധകൾ ഇവെയ
വ്യക്തമായി കാണിച്ചിരിക്കുന്നു.

പരിേലഖം (23)

ച ട = ഭൂമി.
കച ,കട = ഭുജകൾ.

ചആ ,ആട = ആബാധകൾ .
കആ = ലംബം.

പരിേലഖം 22-ൽ

തമ എന്ന അഷ്ടാശ്രഭുേജെട മദ്ധ്യം പ .

ഠപ = വ്യാസാദ്ധൎം = വ എന്നു കല്പിക്കു.
തപ = അഷ്ടാശ്രഭുജാദ്ധൎം.
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ഠപ , തപ ഇവ ഭുജാേകാടികളായിരിക്കുന്ന ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല കണ്ണൎം = ഠത .

പല = ഒരു ലംബം.
തല , ഠല രണ്ടാബാധകൾ.

ഠപ2 = ഠല2 +പല2

തപ2 = തല2 +പല2

∴ വ 2 −തപ2 = ഠല2 −തല2

= (ഠല +തല )(ഠല −തല )
= ഠത × (ഠല −തല ).

വ 2 −തപ2

ഠത
= ഠല −തല .

ഠത = ഠല +തല .

∴ തല =
1

2

(
ഠത − വ 2 −തപ2

ഠത

)
ഇവിെട ഠത =

√
ഠപ2 +തപ2

=
√
വ 2 +തപ2.

ഇവിെട തല പ്രമാണം, തപ പ്രമാണഫലം, ഇച്ഛാ = തഠ − വ = തഠ − ഠന = തന .
(ഠന എന്നതിെന വ്യാസാദ്ധൎെമന്നു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.)

∴ ഇച്ഛാഫലം =
തപ ×തന

തല
= തര .

മുമ്പിെലേപ്പാെല അഷ്ടാശ്രത്തിെന്റ േകാണുകളുെട ഇരുപുറവുംതര എന്നതിേനാളെമ�
ടുത്തു േകാൺമുറിച്ചു കളഞ്ഞാൽ േഷാഡശാശ്രം വരും.

േഷാഡശാശ്രത്തിെന്റ ഭുജാ = അഷ്ടാശ്രഭുജാ− 2×തര .
ഈ ന്യായം െകാണ്ടുതെന്ന 32, 64, 128, . . . തുടങ്ങി േകാണുകളുള്ള േക്ഷത്രങ്ങ�

െള ഉണ്ടാക്കി അവയുെട ബാഹുക്കളുെട മാനേത്തയും വരുത്താം. ഇങ്ങെന ആേവാളം
ഏറിയ േകാണുകളുള്ള േക്ഷത്രെത്ത ഉണ്ടാക്കിയാൽ, അതിെന വൃത്തപ്രായെമന്നു കല്പി�
ക്കാം. അേപ്പാൾ ഒരു ബാഹുവിെന്റ മാനെത്ത േകാൺസംഖ്യെകാണ്ടൂ ഗുണിച്ചാൽ പരിധി
വരും.

വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായി എല്ലാ ബാഹുക്കളും വൃത്തത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാക്കളായിട്ടിരിക്കുന്ന
ഒരു സമഷഡശ്രത്തിെന്റ ബാഹു വ്യാസാദ്ധൎതുല്യെമന്നു നിയതമാകുന്നു. ഈ ബാഹുവിൽ
ഇരട്ടിേയാടു തുല്യമായിരിക്കുന്ന വ്യാസത്തിന്നു പരിധിയുെട മാനംെമത്ര എന്ന പ്രകാേരണ�
യും പരിധിെയ വരുത്താം. വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിൽനിന്നു സമസ്തജ്യാദ്ധത്തിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത കള�
ഞ്ഞു മൂലിച്ചാൽ സമസ്തജ്യാദ്ധൎത്തിെന്റ േകാടി വരും. വ്യാസാദ്ധൎത്തങ്കന്നു് ഈ േകാടിെയ കള�
ഞ്ഞാൽ ശരം വരും. ശരവഗ്ഗൎവും സമസ്തജ്യാദ്ധവഗ്ഗൎവും തങ്ങളിൽ കൂട്ടിയാൽ സമസ്തജ്യാചാപ�
ത്തിെന്റ അദ്ധൎത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവുണ്ടാകും. ഈ ന്യായങ്ങെളല്ലാം ജ്യാപ്രകരണത്തിൽ വി�
സ്തരിച്ചു പറയുന്നുണ്ടു്. ഇങ്ങെന േഷാഡശാശ്രബാഹ്വദ്ധവഗ്ഗൎത്തിൽ ശരവഗ്ഗൎം കൂട്ടിയാൽ ദ്വാ�
ദശാശ്രബാഹുവഗ്ഗൎം വരും. ഇങ്ങെന 24, 48, 96, 194, 384, . . . തുടങ്ങിയ േകാൺസംഖ്യ�
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യുള്ള അശ്രങ്ങളുെട ബാഹുമാനങ്ങെള വരുത്താം. ഈ പ്രകാരെത്തയാണു് ഭാസ്കരാചാര്യർ
ആശ്രയിച്ചിട്ടുള്ളെതന്നു ലീലാവതിവ്യാഖ്യാതാവു ഗേണശൻ പറഞ്ഞിരിക്കുന്നു.

“വ്യാേസ ഭനന്ദാഗ്നിഹേത വിഭേക്ത
ഖബാണസൂൈര്യയ്യഃ പരിധിസ്സസൂക്ഷ്മഃ”

(ലീലാവതീ 6-ാം അദ്ധ്യായം, േശ്ലാകം 201)

1250 എന്ന വ്യാസത്തിന്നു പരിധി എത്ര?

ഷഡശ്രത്തിെന്റ ബാഹു = 525

ഷഡശ്രബാഹ്വദ്ധൎത്തിെന്റ േകാടി =
√

625
2 −

(
312

1

2

)
2

=
√

292968.75

= 541.2659

ഇവിടെത്ത ശരം = 625− 541.2659 = 83.7341.

∴ ദ്വാദശാശ്രബാഹുവഗ്ഗൎം = 312.52 + 83.7341
2

= 97656.25 + 7011.39950281

= 104667.64950281

ഈ ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന,

24 ബാഹുക്കളുെട സമബാഹ്വശ്രബാഹുവഗ്ഗൎം = 26620.44902866

48 സമബാഹുക്കളുള്ള സമബാഹ്വശ്രബാഹുവഗ്ഗൎം = 6683.69838872

95 സമബാഹുക്കളുള്ള സമബാഹ്വശ്രബാഹുവഗ്ഗൎം = 1672.71537542

192 സമബാഹുക്കളുള്ള സമബാഹ്വശ്രബാഹുവഗ്ഗൎം = 418.29080125

384 സമബാഹുക്കളുള്ള സമബാഹ്വശ്രബാഹുവഗ്ഗൎം = 104.57970600

384 േകാണുകളുള്ള സമബാഹ്വശ്രബാഹു =
√

104.57970600

= 10.2264.

ഇതിെന വൃത്തപ്രായെമന്നു കല്പിച്ചാൽ,
വൃത്തപരിധി = 10.2264× 384 = 3925.9375

= 3927

ഖബാണസൂയ്യൎഃ (1250) എന്ന വ്യാസത്തിന്നു ഭനന്ദാഗ്നിഃ (3927) എന്ന പരിധിയാെണന്നു
ലീലാവതിയിൽ പറഞ്ഞിരിക്കുന്നു. സമേഷാഡശാശ്രെത്ത അേപക്ഷിച്ചു വരുത്തിയതാണീ
പരിധി എന്നു ഗേണശൻ വ്യാഖ്യാനിച്ചിട്ടുമുണ്ടു്.

“ചതുരധികം ശതമഷ്ടഗുണം
ദ്വാഷഷ്ടിസ്തഥാ സഹസ്രാണാം |
അയുതദ്വയവിഷ്കംഭസ്യാ-
സേന്നാ വൃത്തപരിണാഹഃ” ||

(ആയ്യൎഭടീയം ഗണിതപാദം േശ്ലാകം 10)
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20000(1250× 16) എന്ന വ്യാസത്തിനുപരിധി 62832(3927× 16) എന്നു് ആയ്യൎ�
ഭടാചായ്യൎരും പറഞ്ഞിരിക്കുന്നു.

എന്നാൽ ഈ ബന്ധെത്തതെന്ന സമചതുരശ്രെത്ത അേപക്ഷിച്ചും വരുത്താം.

സമചതുരശ്രബാഹു = വ്യാസം = 1250

പരിേലഖം 22-ൽ വ്യാസാദ്ധൎം കച = 625

വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം കച 2 = 390625

കണ്ണൎം ഠച =
√

2× 390625 = 883.8835

കണ്ണൎാദ്ധൎം ചസ = 441.9417

കണ്ണൎം-വ്യാസാദ്ധൎം = ചപ = 883.8835− 625

= 258.8835.

തച =
കച × ചപ
ചസ

=
625× 258.8835

441.9417

= 366.1166

∴ ആഷ്ടാശ്രഭുജ തമ = 1250− 2× 366.1166

= 517.7668.

അഷ്ടാശ്രഭുജാദ്ധൎവഗ്ഗൎം = തപ2 = 258.8834
2 = 67020.51479555

കണ്ണൎം ഠത =
√

390625 + 67020.61479555

=
√

457645.61479556

= 676.4951.

ആബാധാവഗ്ഗൎാന്തരം = ഠപ2 −തപ2

= 390625− 67020.51479556

= 323604.38520444.

ആബാധാേയാഗം = ഠത = 676.4951.

∴ ആബാധാന്തരം =
323604.38520444

676.4951

= 478.3544.

∴ െചറിയ ആബാധ തല =
676.4951− 478.3544

2

=
198.1407

2

= 99.0703

കണ്ണൎം− വ്യാസാദ്ധൎം = 676.4951− 625

= 51.4951.

∴ തര =
തന ×തപ

തല
=

51.4951× 258.8834

99.0703

= 134.5533

േഷാഡശാശ്രഭുജ = അഷ്ടാശ്രഭുജ− 2×തര .

= 517.7668− 2× 134.5533
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= 248.6402.

ഈ േഷാഡശാശ്രഭുജെയ വരുത്തിയ ന്യായപ്രകാരംതെന്ന 32, 64, 128,. . . തുടങ്ങിയ
േകാണുകളുള്ള അശ്രേക്ഷത്രങ്ങളുെട ബാഹുക്കെള വരുത്താം.

32 േകാണുകളുള്ളതിെന്റ ഭുജ = 123.2386

64 േകാണുകളുള്ളതിെന്റ ഭുജ = 61.4085

128 േകാണുകളുള്ളതിെന്റ ഭുജ = 30.6857

256 േകാണുകളുള്ളതിെന്റ ഭുജ = 15.3405

256 േകാണുകളുള്ള േക്ഷത്രെത്ത വൃത്തപ്രായെമന്നു കല്പിക്കാം.
അേപ്പാൾ പരിധി = 15.3405× 256

= 3927.168

= 3927 (ഭനന്ദാഗ്നിഃ)

അനന്തരം ഇഷ്ടമായിട്ടു് ഒരു വ്യാസെത്ത കല്പിച്ചു് അതിങ്കന്നു വഗ്ഗൎമൂലക്രിയകൾ
കൂടാെത പരിധിെയ വരുത്തുംപ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ. അവിെട നേട നാലു ബാ�
ഹുക്കേളയും ഇഷ്ടവ്യാസതുല്യമായിട്ടു കല്പിച്ചു് ഇരിേപ്പാരു സമചതുരശ്രേക്ഷത്രെത്ത
കല്പിപ്പൂ. അതിെന്റ അകത്തു് ഒരു വൃത്തേത്തയും കല്പിപ്പൂ. വൃത്തേനമി നാലു ഭുജാമ�
ദ്ധ്യത്തിങ്കലും സ്പശൎിക്കുമാറു് ഇരിേക്കണം. പിെന്ന വൃത്തമദ്ധ്യത്തൂെട പൂവ്വ ൎാപരസൂത്ര�
േത്തയും ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രേത്തയും വൃത്തേനമിയും ഭുജാമദ്ധ്യവും തങ്ങളിലുള്ള
സംപാതത്തിങ്കൽ അഗ്രമാകുമാറു കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രങ്കത്തിങ്കന്നു ചതു�
രശ്രത്തിെന്റ അഗ്നിേകാേണാടിടവ്യാസാദ്ധൎതുല്യമായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട െപരിെക
അടുെക്ക ഇടകൾ എല്ലാെമാക്കുമാറുകണ്ടു ചില വിഭാഗെത്ത കല്പിച്ചു ചില ബിന്ദുക്ക�
െള ഉണ്ടാക്കൂ. എത്ര ഏറസംഖ്യ ഉണ്ടായി അത്ര സൂക്ഷ്മമാകും പരിധി. പിെന്ന വൃ�
ത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി ആ ബിന്ദുക്കളിലഗ്രമാകുമാറു് അത്ര കണ്ണൎേരഖകേളയും
കല്പിപ്പൂ. അവിെട പൂവ്വ ൎസൂത്രം േകാടിയാകുന്നതു്. പൂവ്വൎസൂത്രേത്താടു കണ്ണൎാഗ്രേത്താടി�
ടയിേലടം പൂവ്വ ൎഭുജാഭാഗം ഭുജ ആകുന്നതു്. അവിെട പൂവ്വ ൎസൂത്രത്തിന്നടുത്തുള്ള െത�
േക്ക കണ്ണൎത്തിന്നു് ഒരു ഖണ്ഡം ഭുജയാകുന്നതു്. രണ്ടാം കണ്ണൎത്തിനു രണ്ടു ഖണ്ഡം
കൂടിയതു ഭുജയാകുന്നതു്. ഇങ്ങിെന പിെന്ന പിെന്ന കണ്ണൎത്തിനു് ഓേരാേരാ ഭുജാഖ�
ണ്ഡങ്ങേളറിയതു ഭുജകളായിട്ടിരിക്കും. ഇങ്ങിെന ചതുരശ്രേകാണിെല കണ്ണൎത്തിനു
എല്ലായിലും വലിയ ഭുജാ. പിെന്ന േകാടി എല്ലാ കണ്ണൎത്തിന്നും വ്യാസാദ്ധൎമാകുന്ന
പൂവ്വൎസൂത്രംതെന്ന. ആകയാൽ വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎവും അതതു ഭുജാവഗ്ഗൎവും കൂട്ടി മൂലിച്ചതു്
അതതു കണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കും.

അനന്തരം ദിൿസൂത്രാഗ്രേത്താടു് അതിനടുത്തുള്ള ആദ്യകണ്ണൎാഗ്രേത്താടു് ഉള്ള
ഇട ചതുരശ്രബാഹുവിങ്കെല ഒരു ഖണ്ഡം യാെതാന്നു് അതിെന ദിൿസൂത്രാഗ്രമാ�
കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് ആദ്യകണ്ണൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം ദിൿസൂത്രാ�
ഗ്രത്തിങ്കന്നു് ആദ്യകണ്ണൎേത്താടിട ആദ്യകണ്ണൎവിപരീതമായിട്ടുണ്ടാകും. ഈ േരഖ
ഒരു േകാടിയായിട്ടിരിക്കും. ഇേക്കാടിയും ആദ്യകണ്ണൎവുമുള്ള സംപാതത്തിങ്കന്നു് ആ
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കണ്ണൎത്തിെന്റ അഗ്രം ഭുജയാകുന്നതു്. ആദ്യകണ്ണൎാവും ദിൿസൂത്രാഗ്രവുമുള്ള ഇട ചതു�
രശ്രബാഹുവിങ്കെല ഖണ്ഡം കണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഇതു് ഒരു ഇച്ഛാേക്ഷത്രം. ഇതിന്നു
തുല്യാകാരമായിരിക്കുന്ന പ്രമാണേക്ഷത്രമാകുന്നതു പിെന്ന. വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു
പൂവ്വൎഭുജാമദ്ധ്യേത്താളമുള്ള ദിൿസൂത്രം േകാടി. ആദ്യ കണ്ണൎേരഖ കണ്ണൎം. കണ്ണൎേകാ�
ടികളുെട അഗ്രാന്തരം ഭുജ. ഇപ്രമാണേക്ഷത്രേത്താടു തുല്യാകാരമായിട്ടിരുേന്നാരു്
ഇച്ഛാേക്ഷത്രം. ഇതിന്നു േഹതു. പ്രമാണേക്ഷത്രഭുജേയാടു തുല്യദിൿ ഇച്ഛാേക്ഷത്രകൎ�
ണ്ണം, ഇച്ഛാേക്ഷത്രഭൂജേയാടു തുല്യദിൿ പ്രമാണകണ്ണൎം എന്നു് ആകിലുമാം. പിെന്ന
പ്രമാണേക്ഷത്രേകാടിയാകുന്ന ദിൿസൂത്രത്തിങ്കന്നു വിപരീതമായിട്ടിരുെന്നാന്നു്
ഇച്ഛാേക്ഷത്രകണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കുന്ന ചതുരശ്രഭുജാഖണ്ഡം. ഇവിെട ഇച്ഛാഫലമായിട്ടു
വരുത്തിയ ഇച്ഛാേക്ഷത്രേകാടി പ്രമാണേക്ഷത്രകണ്ണൎത്തിന്നു വിപരീതദിക്കായിട്ടിരു�
െന്നാന്നു് എന്നാകിലുമാം. രണ്ടു േക്ഷത്രങ്ങളും തുല്യാകാരങ്ങൾ എന്മാൻ േഹതുവാ�
കുന്നതു്. ഇങ്ങെന ഇവിെട രണ്ടു േക്ഷത്രങ്ങളിലും അേന്യാന്യം ഭുജാകണ്ണൎങ്ങൾക്കു
ദിൿസാമ്യം, േകാടികണ്ണൎങ്ങൾക്കു ദിൈഗ്വപരീത്യം, എന്നിട്ടു് ആകാരസാമ്യം ഉണ്ടാ�
കുന്നൂ. അവിെട മൂന്നിനുംകൂടി ദിൈഗ്വപരീത്യം താൻ ദിൿസാമ്യം താൻ ഉണ്ടു് എങ്കി�
ലും തുല്യാകാരങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. യാെതാരുപ്രകാരം സമചതുരശ്രമായിട്ടിരിക്കുന്ന
മണ്ഡപത്തിെന്റ െചരിഞ്ഞിരിക്കുന്ന കഴുേക്കാൽ പ്രമാണേക്ഷത്രകണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കു�
ന്നതിന്നു വാമട ഭുജയായിട്ടിരിക്കുന്നൂ. ഇതിനു തുല്യദിക്കായിട്ടിരിക്കും ഇച്ഛാേക്ഷ�
ത്രകണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കുന്ന വളത്തൂള; ഇക്കണ്ണൎത്തിെന്റ ഭുജയാകുന്നതു് കഴുേക്കാലുെട
പാശൎ്വത്തിങ്കെല വളത്തൂേളെട െചരിവു്; ഭുജാകണ്ണൎങ്ങൾ ഇതേരതരതുല്യദിക്കുകളാ�
കയാൽ കഴുേക്കാൽ െചരിവുെകാണ്ടൂ വളത്തൂേളെട െചരിവുണ്ടാകുന്നൂ എന്നിങ്ങെന
എല്ലാം നിരൂപിേക്കണ്ടൂ. ആകയാൽ ൈത്രരാശികംെകാണ്ടുവരുത്താം ഇെച്ചാല്ലിയ
ഇച്ഛാേക്ഷത്രത്തിങ്കെല േകാടിെയ.

അനന്തരം മൂന്നാമതുണ്ടു് ഇവിെട ഒരു ത്ര്യശ്രം. അതിന്നു ദിൿസൂത്രം കണ്ണൎാമാകു�
ന്നതു്. ദിൿസൂത്രത്തിങ്കന്നു് ആദ്യകണ്ണൎേത്താടുള്ള അന്തരാളം ഇെച്ചാല്ലിയ ഇച്ഛാേക്ഷ�
ത്രേകാടി ഇവിടക്കു ഭുജയാകുന്നതു്. ഈ ഭുജയും ആദ്യകണ്ണൎവുമുള്ള േയാഗത്തിങ്കന്നു്
ആദ്യകണ്ണൎത്തിെന്റ ഖണ്ഡം വൃത്തേകന്ദ്രേത്താളമുള്ളതു േകാടി ആകുന്നതു്. ഇങ്ങെന
ഇതു്.

അനന്തരം രണ്ടാമതുമുണ്ട് ഒരു പ്രമാണേക്ഷത്രം. അതിന്നു ദിൿസൂത്രംതെന്ന
േകാടിയാകുന്നതു്. േകാട്യഗ്രത്തിങ്കന്നു ചതുരശ്രബാഹുവിങ്കെല രണ്ടു ഖണ്ഡംകൂടിയ�
തു ഭുജയാകുന്നതു് വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങിയുള്ള കണ്ണൎത്തിൽ രണ്ടാമതു കണ്ണൎ �
മാകുന്നതു്. ഇങ്ങെനെത്താന്നു ദ്വിതീയപ്രമാണേക്ഷത്രമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഇതിെന്റ
ഇച്ഛാേക്ഷത്രം. പ്രഥമ കണ്ണൎാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി ദ്വിതീയകണ്ണൎത്തിനു വിപരീതമായി
ദ്വിതീയകണ്ണൎെത്ത സ്പശൎിക്കുമാറുള്ള േരഖ േകാടിയാകുന്നതു്. ഈ േകാടിസംപാത�
ത്തിങ്കന്നു ദ്വിതീയകണ്ണൎത്തിെന്റ അഗ്രം ഭുജാ. ചതുരശ്രബാഹുവിങ്കെല രണ്ടാംഖണ്ഡം
കണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഇങ്ങെന രണ്ടാമിച്ഛാേക്ഷത്രം. യാെതാരുപ്രകാരം നടുവിങ്കന്നു
രണ്ടാം കഴുേക്കാൽ പ്രമാണേക്ഷത്രകണ്ണൎമാകുേമ്പാൾ കഴുേക്കാൽപങ്  ക്തി രണ്ടു
കൂടിയതു പ്രമാണഭുജയാകുന്നതു്. ആകയാൽ നേടെത്ത കഴുേക്കാേലക്കാൾ നീളേമ�
റും രണ്ടാംകഴുേക്കാൽ. അതിനു തക്കവണ്ണം അതിേന്മെല വളത്തുളയും നീളേമറും.
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അതു് ഇവിടക്കു് ഇച്ഛാേക്ഷത്രകണ്ണൎമായി പ്രമാണേഷത്രഭുജയാകുന്ന വാമടേയാടു
തുല്യദിക്കായി ഇരുെന്നാന്നു്. ഇങ്ങെന കഴുേക്കാൽ െചരിവും അതാതുങ്കെല വളത്തു�
ളയുെട െചരിവും ഒരു പ്രകാരെമന്നതു യാെതാന്നു് അവ്വണ്ണമിരിെപ്പാന്നു് ഇവിടെത്ത
പ്രമാേണച്ഛാേക്ഷത്രങ്ങൾ. ഇവിെട ദിൿസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കൽ ചതുരശ്രബാഹുവിങ്കെല
രണ്ടാംഖണ്ഡെത്ത പ്രമാണേക്ഷത്രേകാടിയായിരിക്കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎെത്തെകാണ്ടു
ഗുണിച്ചു പ്രമാണമാകുന്ന ദ്വിതീയ കണ്ണൎെത്തെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലം ദ്വിതീേയച്ഛാ�
േക്ഷത്രത്തിങ്കെല േകാടി.പിെന്ന ഈ േകാടിെയ ഭുജെയന്നു കല്പിച്ചു് ഇതിെന്റ സം�
പാതത്തിങ്കന്നു വൃത്തേകന്ദ്രേത്താളമുള്ള ദ്വിതീയകണ്ണൎഖണ്ഡം േകാടി, ആദ്യകണ്ണൎമാ�
കുന്നതു് എന്നും കല്പിപ്പൂ ഇങ്ങെന മൂന്നാമതു് ഒരു ത്ര്യശ്രമുണ്ടു് ഇവിേടയും.

ഇങ്ങെന ദിൿസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി ചതുരശ്രബാഹുവിങ്കെല, േകാേണാ�
ടമുള്ള ചതുരശ്രബാഹുഖണ്ഡങ്ങൾ ഓേരാന്നിങ്കെല മുമ്മൂന്നു ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രങ്ങളുള്ളു.
അവിെട ദിൿസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി ചതിരശ്രേകാേണാളമുള്ള ഭുജാഖണ്ഡങ്ങ�
െള ഓേരാന്നിെന ദിൿസൂത്രെത്തെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അതതു ഖണ്ഡങ്ങളുെട അഗ്ര�
ങ്ങെള സ്പശൎിക്കുന്നതിൽ വലിയ കണ്ണൎങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടാകുന്ന ഫലം ഇതി�
നടുത്തു മുമ്പിെല കണ്ണൎത്തിെന്റ അഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി അതിനടുത്ത വലിയ കണ്ണൎ �
ത്തിന്നു വിപരീതമായിട്ടിരിക്കുന്ന അന്തരാളങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. ഇവ ഇച്ഛാേക്ഷത്ര�
േകാടികൾ. ഇവ തെന്ന പിെന്നയ്ക്കു ഭുജകളായിട്ടിരിക്കും. ഈ ഭുജാസംപാതത്തിങ്ക�
ന്നുതുടങ്ങി വലിയകണ്ണൎത്തിെന്റ ഖണ്ഡം വൃത്തേകന്ദ്രേത്താളമുള്ളതു േകാടി. പിെന്ന
ഈ വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി അതതു ഭുജാഖണ്ഡങ്ങെള സ്പശൎിക്കുന്ന കണ്ണൎ �
ങ്ങൾ രണ്ടിൽവച്ചു െചറിയതു് ഇവിടക്കു കണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഇങ്ങെന ഇരിേപ്പാചിലവ
ത്ര്യശ്രങ്ങൾ. ഇവ പിന്നക്കു പ്രമാണേക്ഷത്രങ്ങളായിരിേപ്പാ ചിലവ. ഇവിടയ്ക്കു് ഇച്ഛാ�
േക്ഷത്രങ്ങളാകുന്നവ ഈ പ്രമാണേക്ഷത്രങ്ങെളതെന്ന വൃത്തത്തിെന്റ അന്തർഭാ�
ഗത്തിങ്കൽ കല്പിക്കെപ്പട്ടിരിക്കുന്നവ. ഇവിെട ഈ പ്രമാണക  ണ്ണൎത്തിെന്റ ഏകേദ�
ശമായിട്ടിരിക്കുന്ന വൃത്തവ്യാസാദ്ധൎം ഇച്ഛയാകുന്നതു്. ഈ വ്യാസാദ്ധൎാഗ്രത്തിങ്കന്നു
വലിയ കണ്ണൎത്തിന്നു വിപരീതമായിട്ടുള്ള അന്തരാളമിച്ഛാഫലം. ഇങ്ങെന അതതു
കണ്ണൎാന്തരാളങ്ങളിെല പരിധിഭാഗത്തിങ്കെല അദ്ധൎജ്യാക്കുളായിട്ടു് ഉളവാകും ഇെച്ചാ�
ല്ലിയ ഇച്ഛാഫലങ്ങൾ. എന്നാൽ ദിൿസൂത്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങിയുള്ള ചതുരശ്രബാഹു�
ഖണ്ഡങ്ങളതതിെന വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു രണ്ടുവട്ട ം ഗുണിച്ചു് അതതു ഖണ്ഡെത്ത
സംബന്ധിച്ചുള്ള കണ്ണൎങ്ങൾ രണ്ടിേന്റയും ഘാതംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫലം അത�
തു കണ്ണൎാന്തരാളത്തിങ്കെല പരിദ്ധ്യംശത്തിങ്കെല അദ്ധൎജ്യാവായിട്ടു വരും. ഇവിെട
ചതുരശ്രഃദാഃഖണ്ഡങ്ങൾ െപരിെക െചറുതു് എങ്കിൽ ഈ അദ്ധൎജ്യാക്കൾതെന്ന
ചാപഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടിരിക്കും പ്രാേയണ.

വ്യാഖ്യാനം: വ എെന്നാരു വ്യാസെത്ത ഇഷ്ടമായിട്ടു കല്പിക്കൂ, ഇതിേനാടു തുല്യങ്ങളാ�
യിരിക്കുന്ന ബാഹുക്കേളാടുകൂടിയ ഒരു ചതുരശ്രെത്ത വരക്കു. വൃത്തേനമി നാലു ഭുജാമദ്ധ്യ�
ത്തിങ്കലും സ്പശൎിേക്കണം. വൃത്തേകന്ദ്രത്തിൽക്കൂടി പൂവ്വ ൎാപരസൂത്രെത്തയും ദക്ഷിേണാത്തര�
സൂത്രേത്തയും ഉണ്ടാക്കൂ. അവ ബാഹുമദ്ധ്യങ്ങളിൽ സ്പശൎിക്കുന്നു എന്നും കല്പിക്കു. ഇങ്ങെന
ഇരിക്കുന്ന േക്ഷത്രത്തിങ്കൽ കിഴക്കു (കടലാസ്സിെന്റ മുകൾഭാഗം കിഴക്കു് എന്നു സങ്കല്പി�
ച്ചിരിക്കുന്നു) നിന്നു അഗ്നിേകാേണാളമുള്ള പരിധിഭാഗത്തിെന്റ—പരിദ്ധ്യാഷ്ടാംശത്തിെന്റ—
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മാനെത്തയാണു് ആദ്യമായി വരുത്തുന്നതു്. പരിേലഖം 24-ൽ േക്ഷത്രത്തിെന്റ ഈ ഭാഗ�
െത്ത മാത്രേമ കാണിച്ചിട്ടുള്ളൂ.

പരിേലഖം 24-ൽ ഠകി = പൂവ്വൎസൂത്രം.
ഠട = ദക്ഷിണസൂത്രം.

കി , ട ക്രേമണ പൂവ്വൎദക്ഷിണബാഹുക്കളുെട മദ്ധ്യങ്ങൾ.

ഠ = വൃത്തേകന്ദ്രം.
കിച = പൂവ്വൎബാഹുവിെന്റ െതേക്ക അദ്ധൎം.

പരിേലഖം (24)

കിച എന്നതിെന കിസ , സര , രഗ , ഗമ എന്നു തുടങ്ങിയ അസംഖ്യംതുല്യഖണ്ഡങ്ങ�
ളായിട്ടു വിഭജിക്കൂ.

അേപ്പാൾ ഠസ , ഠര , ഠഗ , ഠമ , . . . ഠച ഇവെയല്ലാം ഓേരാ കണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കും. ഈ
കണ്ണൎങ്ങെള ക1, ക2, ക3, ക4, . . . എന്നും കല്പിക്കൂ.

ഇവയിൽ ഏറ്റവും വലിയ കണ്ണൎം ഠച .
കി , സ , ര , ഗ , മ , . . . എന്ന ഖണ്ഡാഗ്രങ്ങളിൽനിന്നു് അതാതു് അടുത്ത കണ്ണൎത്തിന്നു

വിപരീതദിക്കായിട്ടു കില , സന , രഘ , ഗജ , മണ . . . . . . എന്ന ക്രേമണയുള്ള ലംബങ്ങ�
െള വരക്കൂ. ഈ കണ്ണൎങ്ങൾ വൃത്തെത്ത സി , ര ി , ഗി , മ ി , . . . എന്ന ബിന്ദുക്കളിൽ സ്പശൎിക്കു�
ന്നു. ഈ ബിന്ദുക്കളിൽനിന്നും അതാതിെന്റ േമെലയുള്ള കണ്ണൎത്തിന്നു വിപരീതദിക്കായിട്ടു
സിയ , ര ിശ , . . . എന്നു തുടങ്ങിയ ക്രേമണയുള്ള ലംബങ്ങേളയും വരക്കൂ.

ഒരു ഭുജാഖണ്ഡം = ഖ എന്നു കല്പിക്കൂ.
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ത്ര്യശ്രങ്ങളുെട തുല്യാകാരത്വത്തിെന്റ ലക്ഷണങ്ങൾ:-

1. രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ ഇതേരതരഭുജാകണ്ണൎങ്ങൾക്കു് അേന്യാന്യം ദിൿസാമ്യം, ഇതേര�
തരേകാടികണ്ണൎങ്ങൾക്കു ദിൈഗ്വപരീത്യം.

2. രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടികണ്ണൎങ്ങൾ മൂന്നിന്നും അേന്യാന്യം ദിൈഗ്വപരീത്യം.
3. രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടികണ്ണൎങ്ങൾ മൂന്നിന്നും അേന്യാന്യം ദിൿസാമ്യം.

ഇങ്ങെന തുല്യാകാരങ്ങളായിരിക്കുന്ന രണ്ടു േക്ഷത്രങ്ങളിൽ ഒന്നിെന പ്രമാണേക്ഷത്ര�
െമന്നും മേറ്റതിെന ഇച്ഛാേക്ഷത്രെമന്നും കല്പിക്കാം.

എന്നാലവിെട
ഇച്ഛാേക്ഷത്രഭുജാ

പ്രമാണേക്ഷത്രഭുജാ
=

ഇച്ഛാേക്ഷത്രേകാടി
പ്രമാണേക്ഷത്രേകാടി

=
ഇച്ഛാേക്ഷത്രകണ്ണൎം

പ്രമാണേക്ഷത്രകണ്ണൎം
ഇങ്ങനെത്ത ഒരു ബന്ധമുണ്ടായിരിക്കും. ഇങ്ങെന തുല്യാകാരേക്ഷത്രങ്ങളിെല ൈത്രരാശി�
കന്ന്യായം.

ഇവിെട ഠകിസ , കിലസ എന്ന രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളുണ്ടു് ആദ്യേത്തതിൽ കണ്ണൎം ഠസ ,
ഭുജ കിസ , േകാടി  ഠകി . രണ്ടാമേത്തതിൽ കണ്ണൎം കിസ , ഭുജ ലസ , േകാടി കില . ത്ര്യശ്രം
ഠകിസ ഒരു പ്രമാണേക്ഷത്രം, ത്ര്യശ്രം കിലസ , ഒരിച്ഛാേക്ഷത്രം. ഇച്ഛാേക്ഷത്രഭുജ ലസ
പ്രമാണേക്ഷത്രകണ്ണൎം ഠസ എന്നതിേനാടു തുല്യദിൿ; ഇച്ഛാേക്ഷത്രകണ്ണൎം കിസ പ്രമാണ�
േക്ഷത്രഭുജ കിസ എന്നതിേനാടു തുല്യദിൿ; ഇങ്ങെനതെന്ന ഇതേരതരേകാടികണ്ണൎങ്ങൾ�
ക്കു ദിൈഗ്വപരിത്യവുമുെണ്ടന്നു കാണാം. അതുെകാണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങൾ ഠകിസ , കിലസ രണ്ടും
തുല്യാകാരങ്ങൾ.

∴ കില
കിസ

=
ഠകി
ക1

∴ കില =
കിസ × ഠകി

ക1

=
ഖ × വ
ക1

.

പിെന്ന ഇതേരതരഭുജാകണ്ണൎങ്ങൾക്കു ദിൿസാമ്യംെകാണ്ടും ഇതേരതരേകാടി കണ്ണൎ �
ങ്ങൾക്കു ദിൈഗ്വപരിത്യംെകാണ്ടും, ത്ര്യശ്രങ്ങൾ ഠകിര , സനര , രണ്ടും തുല്യാകാരങ്ങൾ

∴ സന =
സര × ഠകി

ക2

=
ഖ × വ
ക2

.

ഈ തുല്യാകാരന്ന്യായെത്ത ഒരു സമചതുരശ്രമായ മണ്ഡപത്തിെന്റ കഴുേക്കാൽ,
വാമട, വളത്തുളയുെട െചരിവു് ഇവെയെക്കാണ്ടു് ഉദാഹരിച്ചിരിക്കുന്നു. ഒരു പ്രമാണേക്ഷത്ര�
ത്തിൽ ആദ്യെത്ത െചരിഞ്ഞ കഴുേക്കാൽ കണ്ണൎം, വാമട ഭുജ, അതിെന്റ ഇച്ഛാേക്ഷത്രത്തിൽ
ഇച്ഛാേക്ഷത്രകണ്ണൎമായിരിക്കുന്ന വളത്തുള പ്രമാണേക്ഷത്രഭുജയായിരിക്കുന്ന വാമടേയാടു തു�
ല്യദിൿ; ഭുജയായിരിക്കുന്നതു് ആ െചരിഞ്ഞ കഴുേക്കാലിെന്റ പാശൎ്വത്തിങ്കെല വളത്തുളയുെട
െചരിവു്. ഇങ്ങെന ഇതേരതരഭുജാകണ്ണൎങ്ങൾക്കു ദിൿസാമ്യം. അതുെകാണ്ടു കഴുേക്കാലിെന്റ
െചരിവിന്നു തക്കവണ്ണം വളത്തുളയുെട െചരിവുണ്ടാകുന്നു. വളത്തുളയുെട െചരിവു ൈത്രരാശി�
കംെകാണ്ടു വരുത്താം. രണ്ടാം കഴുേക്കാൽ പ്രമാണേക്ഷത്രമാകുേമ്പാൾ കഴുേക്കാൽപന്തി�
കൾ രണ്ടുകൂടിയതു പ്രമാണേക്ഷത്രഭുജയാകുന്നു. അതിനാൽ അതിേന്മെല വളത്തുളയുെട
നീളേമറുന്നു. ഈ വളത്തുള വാമടേയാടു തുല്യദിക്കാകുന്നു. ഇങ്ങെന കഴുേക്കാൽെചരിവും
അതിേന്മെല വളത്തുളയുെട െചരിവും ഒരുപ്രകാരംതെന്ന ബന്ധിച്ചിരിക്കണം. പരിേലഖം
24(അ)-ൽ നിന്നു ഇവെയല്ലാം മനസ്സിലാക്കാം.
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പരിേലഖം (24)(അ)

പരിേലഖം 24-ൽ,

ത്ര്യശ്രങ്ങൾ ഠകിഗ , രഘഗ തുല്യാകാരങ്ങൾ.

ത്ര്യശ്രങ്ങൾ ഠകിമ ,ഗജ മ തുല്യാകാരങ്ങൾ
. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

അേപ്പാൾ ഘര =
ഖ × വ
ക3

ജ ഗ =
ഖ × വ
ക4

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

പിെന്ന ത്ര്യശ്രം ഠസന എെന്നാരു പ്രമാണേക്ഷത്രം, അതിെന്റ ഇച്ഛാേക്ഷത്രം ഠസിയ . ഇവി�
െട രണ്ടിങ്കലും ഭുജാേകാടി കണ്ണൎങ്ങൾക്കു് അേന്യാന്യം ദിൿസാമ്യമുണ്ടാകയാൽ രണ്ടു ത്ര്യശ്ര�



84 അദ്ധ്യായം 6. പരിധിവ്യാസപ്രകരണം

ങ്ങളും തുല്യാകാരങ്ങൾ.

അേപ്പാൾ
സിയ
വ

=
സന
ക1

∴ സിയ =
സന × വ
ക1

=
ഖ × വാ
ക1 ×ക2

.

ഇപ്രകാരംതെന്ന ര ിശ =
ഖ × വ 2

ക2 ×ക3

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

പിഥ =
ഖ × വ 2

ഠപ × ഠച .

ഇവിെട കില =
ഖ × വ
ക1

=
ഖ × വ 2

വ ×ക1

.

ഇവിെടകില ,സിയ , ര ിശ . . . . . . പിഥ ഇവെയല്ലാംകിസി ,സിരി , ര ിശി . . . . . .
എന്ന ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട ക്രേമണയുള്ള അദ്ധൎജ്യാക്കളാകുന്നു.

ഭുജാഖണ്ഡം വളെര െചറുതായി കല്പിച്ചാൽ ഈ ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ വളെര െചറിയവ�
യായിരിക്കും. അേപ്പാൾ ചാപഖണ്ഡങ്ങേളാടു തുല്യമദ്ധൎജ്യാക്കെളന്നു കല്പിക്കാം.

ചാപഖണ്ഡേയാഗം = കിസി +സിരി + ര ിഗ ി + . . . +പിചി
= പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം
= അദ്ധൎജ്യാക്കളുെട േയാഗം

∴ പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം = കില +സിയ + ര ിശ + . . . +പിഥ .

=
ഖ × വ 2

വ ×ക1

+
ഖ × വ 2

ക1 ×ക2

+
ഖ × വ 2

ക2 ×ക3

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠപ × ഠച

അവിെട ചതുരശ്രഭുജെയ തുല്യമായിട്ടുഖണ്ഡിക്കയാൽ ഗുണ്യങ്ങൾ തുല്യങ്ങൾ,
വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഒന്നുതെന്ന ഗുണകരമാകുന്നതും. അതതു ഖണ്ഡത്തിനു് അടുത്തു
കീേഴയുമ്മീേതയുമുള്ള കണ്ണൎങ്ങളുെട ഘാതം ഹാരകമാകയാൽ ഹാരകന്നാനാരൂ�
പം. ഇങ്ങെന ഇരിക്കുേന്നടത്തു് ഈ കണ്ണൎ ഘാതെത്ത രണ്ടു കണ്ണൎ ങ്ങളുേടയും
വഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎെമന്നു കല്പിക്കാം, മിക്കവാറും തങ്ങളിൽ സംഖ്യാസാമ്യമുണ്ടു്,
എന്നിട്ടു്. ഈവണ്ണമാകുേമ്പാളതതു ഹായ്യൎെത്ത രണ്ടു കണ്ണൎവഗ്ഗൎങ്ങെളെക്കാണ്ടും
െവേവ്വെറ ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലങ്ങെള രണ്ടിേനയും കൂട്ടി അദ്ധൎിച്ചുെകാള്ളൂ. ഇതിേനാടു
തുല്യമായിട്ടിരിക്കും വഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം.

വ്യാഖ്യാനം:

പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം =
ഖ × വ 2

വ ×ക1

+
ഖ × വ 2

ക1 ×ക2

+
ഖ × വ 2

ക2 ×ക3

+ . . . +
ഖ × വ 2

ഠപ × ഠച .

ഇവിെട എല്ലായിടത്തും ഗുണ്യ ം ഖ തെന്ന, ഗുണകാരം വ 2 തെന്ന. ഹാരകം നാനാപ്രകാര�
ങ്ങൾ.
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ബാഹ്വദ്ധൎെത്ത അസംഖ്യമായിട്ടു ഖണ്ഡിക്കയാൽ, അടുത്തുള്ള കണ്ണൎങ്ങൾ രണ്ടും തുല്യ�
ങ്ങെളന്നുതെന്ന കല്പിക്കാം.

∴ ക2 −ക1 → ഠ
(ക3 −ക1)

2 = ക2

2 +ക1

2 − 2ക2 ×ക1 → ഠ
∴ ക1

2 +ക2

2 → 2ക1ക2

∴ ക1 ×ക2 →
ക1

2 +ക2

2

2

(കണ്ണൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎം = ഘാതം)
1

ക1 ×ക2

→ 2

ക1
2 +ക2

2

→ 2(ക1

2 +ക2

2)

(ക1
2 +ക2

2)2

→ 2(ക1

2 +ക2

2)

4ക1
2ക2

2

→ 1

2

(
1

ക1
2
+

1

ക2
2

)
അതുെകാണ്ടു കണ്ണൎഘാതംെകാണ്ടു ഹരിക്കുന്നതിന്നു പകരം കണ്ണൎവഗ്ഗൎങ്ങെളെക്കാണ്ടു െവ�
േവ്വെറ ഹരിച്ചുകൂട്ടി അദ്ധൎിച്ചാലും ഫലം തുല്യമാകുെമന്നു വന്നു.

∴ പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം =
1

2

(
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

വ 2

)
+

1

2

(
ഖ × വ 2

ക2
2

+
ഖ × വ 2

ക1
2

)
+ . . . . . . . . . +

1

2

(
ഖ × വ 2

ഠപ2
+
ഖ × വ 2

ഠപ2

)

അവിെട പൂവ്വ ൎസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി േദാഃഖണ്ഡങ്ങളുെട വടെക്ക അഗ്ര�
െത്ത സ്പശൎിക്കുന്ന കണ്ണൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎങ്ങെളെക്കാണ്ടു നേട ഹരിക്കുമാറു നിരൂപിപ്പൂ.
അവിെട നേടേത്തതാകുന്നതു ദിൿസൂത്രം, ഇതിെന്റ വഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിക്കുേമ്പാൾ
ഗുണകാരവും ഇതുതെന്ന ആകയാൽ േദാഃഖണ്ഡംതെന്ന ഫലമാകുന്നതു്. പിെന്ന
ഒടുക്കെത്ത കണ്ണൎം േകാണസൂത്രം. ഇതിെന്റ വഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിക്കുേമ്പാൾ േദാഃഖ�
ണ്ഡാദ്ധൎമായിരിക്കും ഫലം. വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്ത ഇരട്ടിച്ചെതെല്ലാ അന്ത്യകണ്ണൎ �
വഗ്ഗൎമാകുന്നതു്, എന്നിട്ടു്. ഗുണകാരത്തിലിരട്ടി ഹാരകമാകുേന്നടത്തു ഗുണ്യ�
ത്തിലദ്ധൎം ഫലം. ഇവിെട എല്ലാ േദാഃഖണ്ഡങ്ങളുേടയും ആദ്യദ്വിതീയാഗ്രങ്ങെള
സ്പശൎിച്ചിട്ടു് ഈരണ്ടു കണ്ണൎങ്ങളുള്ളൂ. ഇവറ്റിൽ ആദ്യകണ്ണൎവഗ്ഗൎങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരി�
ച്ചുള്ള ഫലങ്ങളുെട േയാഗം യാെതാന്നു്, യാെതാന്നു പിെന്ന ദ്വിതീയ കണ്ണൎവഗ്ഗൎ�
ങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലങ്ങളുെട േയാഗം, ഇവ തങ്ങളുെട അന്തരമാകുന്നതു
നേടെത്ത പരിഷയിെല ആദ്യഫലവും രണ്ടാം പരിഷയിെല ഒടുക്കെത്ത ഫലവും
തങ്ങളിെല അന്തരം. അവ പിെന്ന േദാഃഖണ്ഡത്തിെന്റ അദ്ധൎമായിട്ടിരിക്കും. ഇടയി�
െല ഫലങ്ങൾ രണ്ടു വകയിലും ഹാരകങ്ങൾ ഒേന്ന ആകയാൽ ഫലങ്ങളും ഒേന്ന
ആയിട്ടിരിക്കും. രണ്ടാമതു തുടങ്ങി ഉപാന്ത്യം ഒടുക്കമായിട്ടുള്ള ഫലങ്ങൾക്കു േഭദമി�
ല്ല. അതു പിെന്ന േദാഃഖണ്ഡത്തിെന്റ അദ്ധൎമായിട്ടിരിക്കും. അവിെട ആദ്യഹാരകം�
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െകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം േദാഃഖണ്ഡം തെന്ന, അന്ത്യഹാരംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം
േദാഃഖണ്ഡാദ്ധൎം. കണ്ണൎവഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിക്കുന്ന പക്ഷത്തിങ്കൽ അന്തരം
േദാഃഖണ്ഡത്തിെന്റ നാെലാന്നു്. േദാഃഖണ്ഡം െചറുതാകുേമ്പാൾ ഈ ചതുരംശെത്ത
ഉേപക്ഷിക്കാം ആകയാൽ ഒരു കണ്ണൎവഗ്ഗൎെത്ത ഹാരകമായിട്ടു െകാേള്ളണെമേന്ന
ഉള്ളൂ.

വ്യാഖ്യാനം:

പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം =
1

2

(
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

വ 2

)
+

1

2

(
ഖ × വ 2

ക2
1

+
ഖ × വ 2

ക1
2

)
+ · · ·+ 1

2

(
ഖ × വ 2

ഠച 2
+
ഖ × വ 2

ഠപ2

)
=

1

2

(
ഖ × വ 2

വ 2
+
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

ക2
2

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠപ2

)
+

1

2

(
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

ക2
2

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠച 2

)
ഇവിെട രണ്ടു ഫലേയാഗാദ്ധൎങ്ങളുള്ളതിൽ,

പ്രഥമഫലേയാഗം =
ഖ × വ 2

വ 2
+
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

ക2
2

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠപ2

ദ്വിതീയഫലേയാഗം =
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

ക2
2

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠപ2
+
ഖ × വ 2

ഠച 2

ഇവയുെട അന്തരം =
ഖ × വ 2

വ 2
− ഖ × വ 2

ഠച 2

=
ഖ × വ 2

വ 2
− ഖ × വ 2

2വ 2(
ഠച 2 = ഠകി2 +കിച 2 = 2വ 2, എന്നിട്ടു്

)
=ഖ − ഖ

2

=
ഖ
2

ഇവയുെട അന്തരാദ്ധൎം =
ഖ
4

ഖ അതിെച്ചറുതാകയാൽ ഖ
4

ശൂന്യപ്രായെമന്നു കല്പിക്കാം.

∴ 1

2

(
ഖ × വ 2

വ 2
+
ഖ × വ 2

ക1
2

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠപ2

)
=

1

2

(
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

ക2
2

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠച 2

)
അതുെകാണ്ടു് ഇവയിൽ ഏെതങ്കിലുെമാന്നിെന്റ ഇരട്ടിെയ പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശെമന്നു പറയാെമ�
ന്നു വന്നു.

∴ പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം =
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

ക2
2

+
ഖ × വ 2

ക3
2

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠച 2
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അവിെട േദാഃഖണ്ഡെത്ത സംബന്ധിച്ചുള്ളതിൽ വലിയ കണ്ണൎവഗ്ഗൎെത്ത ഹാ�
രകമായിട്ടു് ഇവിെട നിരൂപിക്കുന്നു. എന്നിട്ടു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്തെക്കാണ്ടു് അതതു
േദാഃഖണ്ഡെത്ത ഗുണിച്ചു് അതിെന്റ വലിയ കണ്ണൎത്തിെന്റ വഗ്ഗൎംെകാണ്ടു് ഹരിപ്പൂ.
ഫലങ്ങൾ അതതു കണ്ണൎാന്തരാളത്തിങ്കെല പരിദ്ധ്യംശത്തിങ്കെല അദ്ധൎജ്യാക്കൾ.
ഇവിെട ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു് അതതു േദാഃഖണ്ഡെത്ത ഗുണിച്ചു് അതതു കണ്ണൎ �
വഗ്ഗൎെത്തെക്കാണ്ടു് ഹരിച്ച ഫലെത്ത അതതു േദാഃഖണ്ഡത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞേശഷം
അതതു കണ്ണൎാന്തരാളപരിദ്ധ്യാംശജ്യാവായിട്ടുതെന്ന ഇരിക്കും. അവിെട ദിൿസു�
ത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു് അതതു് ഇഷ്ടകണ്ണൎാഗ്രേത്താടുള്ള അന്തരാളത്തിങ്കെല േദാഃഖണ്ഡ�
േയാഗത്തിെന്റ വഗ്ഗൎം ഗുണഹാരാന്തമാകുന്നതു്. വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഗുണകരമാകുന്നതു്.
അവിെട ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഗുണകാരംെകാണ്ടുതെന്ന ഹരിക്കുന്നൂ
എങ്കിൽ ഗുണകാരം ഹാരകേത്തക്കാൾ െചറുതാകയാൽ ഫലം ഏെറയുണ്ടാവും.
അവിെട ഫലെത്ത രേണ്ടടത്തുവച്ചു് ഒന്നിെന ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു
ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ചഫലെത്ത മേറ്റതിങ്കന്നു കളേയണം. അതു വാസ്തവമായി�
രിക്കുന്ന ഫലമാകുന്നതു്. അവിെട േശാദ്ധ്യഫലമുണ്ടാക്കുേന്നടത്തും പിെന്ന ഗുണ�
ഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഗുണകാരംെകാണ്ടു തെന്ന ഹരിക്കുന്നൂ എങ്കിൽ അപ്ഫ�
ലത്തിങ്കന്നും ഒട്ടുകളേയണം മുമ്പിെലേപ്പാെല ഉണ്ടാക്കീട്ടു്, എന്നു വരും. അവിെട
ആ രണ്ടാമതു േശാദ്ധ്യഫലമുണ്ടാക്കിയതിേനയും ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു
ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം േശാദ്ധ്യഫലത്തിങ്കന്നു േശാദ്ധ്യമായി മൂന്നാമതു് ഒരു
ഫലമുണ്ടാകും. ഇവിേടയും ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഹരിക്കിൽ അതിന്നു നാലാമതു് ഒരു
േശാദ്ധ്യഫലമുണ്ടാേക്കണം. ഇങ്ങെന ഗുണകാരംെകാണ്ടു് എല്ലാേറ്റയും ഹരിക്കിൽ
േശാദ്ധ്യപരമ്പര ഒടുങ്ങുകയില്ല, ഒടുക്കെത്ത ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിേപ്പാളവും. ഹര�
കംെകാണ്ടു ഹരിക്കായ്കിൽ ഫലപരമ്പര ഒടുങ്ങുകയില്ല. െപരിെക െചറുതായാൽ
ഉേപക്ഷിക്കാെമേന്ന ഉള്ളൂ.

ഇങ്ങെന ഉണ്ടാക്കിയാൽ നേടേത്തതു ഗുണ്യേയാഗം. അതു ചതുരശ്രബാഹുഖ�
ണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗമാകുന്ന വ്യാസാദ്ധൎം. പിെന്ന രണ്ടാമതു് ഇതിങ്കന്നും കളേയണ്ടും
ഫലം. രണ്ടാമതിങ്കന്നു കളേയണ്ടുവതു മൂന്നാമതു്. ഇങ്ങെന ആകുേമ്പാൾ ഓജങ്ങൾ
ഒക്കത്തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ, യുഗ്മങ്ങൾ തങ്ങളിലും കൂട്ടൂ. പിെന്ന ഓജേയാഗത്തിങ്കന്നു യു�
ഗ്മേയാഗം കളയൂ. േശഷം പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം. ഇങ്ങെന ഗുണകാരം െചറുതാകയാൽ.
ഇവിെട യാെതാരിടത്തു പിെന്ന ഗുണാകാരം വലിയതു് അവിെട ഗുണ്യത്തിൽ കൂട്ടുക�
േയേവണ്ടൂ ഫലങ്ങൾ എല്ലാം.

ഇവിെട പിെന്ന േകാടികണ്ണൎവഗ്ഗൎങ്ങൾ ഗുണഹാരകങ്ങളാകയാൽ ഭുജാവഗ്ഗൎ�
ങ്ങൾ ഗുണഹാരാന്തരങ്ങളാകുന്നവ. അവിെട പിെന്ന സമമായി പകുത്തിരിക്കുന്ന
ചതുരശ്രബാഹുഖണ്ഡങ്ങളിൽ ഒന്നു നേടെത്ത ഭുജയാകുന്നതു്. രണ്ടു ഖണ്ഡംകൂടിയതു
രണ്ടാംഭുജാ. മൂന്നു ഖണ്ഡംകൂടിയതു മൂന്നാംഭുജാ. ഇങ്ങെന ക്രേമണ ഏകാേദ്യേകാ�
ത്തരഖണ്ഡരൂപങ്ങളായിട്ടു് ഇരിക്കും ആ ഭുജകൾ. അവെറ്റ പിെന്ന അണുപരിമാ�
ണമായിട്ടു കല്പിേക്കണ്ടൂ, ഫലത്തിെന്റ സൂക്ഷ്മതക്കായിെക്കാണ്ടു്. പിെന്ന ഇവെറ്റ
രൂപങ്ങെളന്നും കല്പിച്ചു് ഒന്നു തുടങ്ങി ഓേരാേന്നറിയ സംഖ്യകളുെട വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത�
െക്കാണ്ടു ഗുണ്യമാകുന്ന ബാഹുഖണ്ഡ ം അണുപരിമിതമായി രൂപമായി കല്പിച്ചിരിക്കു�



88 അദ്ധ്യായം 6. പരിധിവ്യാസപ്രകരണം

ന്നതിെന ഗുണിച്ചു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലമാദ്യഫലേയാഗം. പിെന്ന
ദ്വിതീയഫലേയാഗത്തിന്നു പ്രഥമഫലം ഗുണ്യമാകയാൽ ഗുണ്യങ്ങൾ നാനാഭൂത�
ങ്ങൾ, ഗുണഹാരാന്തരം ഇഷ്ടമാകുന്ന ഭുജാവഗ്ഗൎവും നാനാരൂപങ്ങൾ; ആകയാൽ
ഗുണഹാരാന്തരേയാഗം െകാണ്ടു ഗുണിപ്പാൻ ഉപായമില്ല. എന്നിട്ടു ഗുണഹാരാന്ത�
രേയാഗമായിരിക്കുന്ന ഭുജാവഗ്ഗൎസംകലിതെത്തെക്കാണ്ടു രൂപമാകുന്ന നേടെത്ത
ഗുണ്യെത്ത രണ്ടു വട്ടം ഗുണിച്ചു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു രണ്ടു വട്ടം ഹരിപ്പൂ. ഫലം ദ്വി�
തീയഫലേയാഗം. ഇവിെട ഏകാേദ്യേകാത്തരങ്ങളുെട വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎങ്ങളുെട സംകലിതം
ഗുണകാരം വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎവഗ്ഗൎം ഹാരകം എന്നിരിക്കും. സംകലിതത്തിന്നു വ്യാസാൎ�
ദ്ധം പദമാകുന്നതു് ഇവിെട. പിെന്ന മൂന്നാംഫലേയാഗവും ഇവ്വണ്ണംതെന്ന ആദ്യഗു�
ണത്തിങ്കന്നു തെന്ന ഉണ്ടാക്കൂ. അവിെട ഏകാേദ്യേകാത്തമങ്ങളുെട സമഷൾഘാ�
തസംകലിതം ഗുണകാരം, വ്യാസാദ്ധൎസമഷൾ ഘാതം ഹാരകം, ഇങ്ങെന മീെത്ത�
മീെത്ത സമയുഗ്ഘാതം ഹാരകം, അതിെന്റ സംകലിതം ഗുണകാരമായിട്ടുമിരിക്കും.
അവിെട സമത്രിഘാതത്തിങ്കന്നു വഗ്ഗൎസംകലിതം, സമപഞ്ചഘാതത്തിങ്കന്നു വഗ്ഗൎവ ൎ�
ഗ്ഗസംകലിതം, സമസപ്തഘാതത്തിങ്കന്നു സമഷൾഘാതസംകലിതം ഉണ്ടാകുന്നൂ.
അവിെട ഗുണകാരമാകുന്ന സമത്രിഘാതെത്ത ഹാരകമാകുന്ന സമദ്വിഘാതെത്ത�
െക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലം വ്യാസാദ്ധൎം തെന്ന. ഈവണ്ണംതെന്ന എല്ലാടവും അതതു
ഹാരകെത്തെക്കാണ്ടു് അതതു ഗുണകാരെത്ത ഹരിച്ചാൽ ഫലം വ്യാസാദ്ധൎംതെന്ന
ആയിരിക്കും. പിെന്ന സമത്രിഘാതെത്ത മൂന്നിൽ ഹരിേക്കണ്ടുകയാൽ മൂന്നിൽ
ഹരിച്ചുെകാള്ളൂ വ്യാസാദ്ധൎെത്ത. എന്നാൽ വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎസംകലിതെത്ത വ്യാസാൎ�
ദ്ധവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചതായിട്ടിരിക്കും. ഇങ്ങെന വ്യാസാദ്ധൎെത്ത അഞ്ചിൽ ഹരിച്ച�
തു സമചതുഘൎാതസംകലിതെത്ത സമചതുഘൎാതംെകാണ്ടു ഹരിച്ചതായിട്ടിരിക്കും.
ഇങ്ങെന വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കന്നു ത്രിശരാദി വിഷമസംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചഫ�
ലം ഇെച്ചാല്ലിയ ഫലപരമ്പരയിൽ േമേലതു േമേലതായിട്ടിരിക്കും. എന്നിട്ടുെചാ�
ല്ലീ—ത്രിശരാദിവിഷമസംഖ്യാഭക്തമൃണം സ്വം പൃഥക്ക്രമാൽ കുയ്യൎാൽ—എന്നു്.
അവിെട ഫലപരമ്പരയിൽ കീേഴതിങ്കന്നു കളേയണ്ടുേന്നടത്തു് ഓജങ്ങളുെട േയാഗ�
െത്ത ഗുണ്യേയാഗത്തിങ്കന്നു കളയൂ, യുഗ്മേയാഗെത്ത കൂട്ടൂ, എന്നാകിലുമാം. എന്നിട്ടു
ഋണം സ്വം പൃഥക്ക്രമാൽ കുയ്യൎാൽ എന്നു െചാല്ലീ.
വ്യാഖ്യാനം:

പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം =
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

ക2
2

+
ഖ × വ 2

ക3
2

+ · · ·+ ഖ × വ 2

ഠച 2
.

ഇവിെട ആദ്യഫലത്തിൽ ഗുണ്യം ഖ , ഗുണകാരം വ 2 ഹാരകം ക1

2.
ഹാരകത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു ഗുണകാരംെകാണ്ടുതെന്ന ഹരിക്കുകയാെണങ്കിൽ ഹാര�

കം ഗുണാകാരേത്തക്കാൾ ഏറുകെകാണ്ടു ഫലവും ഏറിേപ്പാകും. ഇവിെട ഗുണഹാരാന്തരം�
െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ചതു് ഏറിേപ്പായ അംശം. ഇതു് ഒരു േശാദ്ധ്യഫല�
മാകുന്നതു്. ഈ േശാദ്ധ്യഫലം വരുത്തുേന്നടത്തും ഗുണകാരംെകാണ്ടുതെന്ന ഹരിക്കുകയാ�
െണങ്കിൽ ആദ്യേശാദ്ധ്യഫലത്തിങ്കന്നും കളേയണ്ടുന്ന ഒരു േശാദ്ധ്യഫലമുണ്ടാക്കി സംസ്കരി�
േക്കണം. ആദ്യേശാദ്ധ്യഫലെത്ത ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരി�
ച്ചതു് രണ്ടാംേശാദ്ധ്യഫലം. ഇങ്ങെന േമെല േമെലയുള്ള േശാദ്ധ്യഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കുേന്ന�
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ടത്തും ഗുണകാരം െകാണ്ടുതെന്ന ഹരിക്കുകയാെണങ്കിൽ േശാദ്ധ്യഫലപരമ്പര ഒടുങ്ങുകയി�
ല്ല. േശാദ്ധ്യഫലം അത്യന്തം െചറുതാകയാൽ ഉേപക്ഷിക്കാെമേന്നയുള്ളു.

ഖ × വ 2

ക1
2

.

ഇവിെട ഗുണഹാരാന്തരം = ക1

2−വ 2 = കണ്ണൎവഗ്ഗൎം − േകാടിവഗ്ഗൎം = ഭുജാവഗ്ഗൎം =
ഖ2.

ഖ × വ 2

വ 2
− ഖ × ഖ2

ക1
2

= ഖ − ഖ × ഖ2

ക1
2

=
ഖ (ക1

2 − ഖ2)

ക1
2

=
ഖ × വ 2

ക1
2

(= ആദ്യഫലം തെന്ന).

ഖ × വ 2

വ 2
−
(
ഖ × ഖ2

വ 2
− ഖ3(ക1

2 − വ 2)

വ 2 ×ക1
2

)
= ഖ −

(
ഖ3

വ 2
− ഖ3.ഖ2

വ 2.ക1
2

)
= ഖ − ഖ3

(
ക1

2 − ഖ2

വ 2. ക1
2

)
= ഖ − ഖ3.വ 2

വ 2. ക1
2

.

= ഖ − ഖ ഖ2

ക1
2

=
ഖ × വ 2

ക1
2

(ആദ്യഫലം തെന്ന).

അേപ്പാൾ എല്ലാ ഫലങ്ങേളയും ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഹരിക്കുന്നുെവങ്കിൽ,
ഖ × വ 2

ക1
2

= ഖ − ഖ3

വ 2
+
ഖ5

വ 4
− ഖ7

വ 6
+ · · ·

ഹാരകം ഗുണകാരേത്തക്കാേളറുേമ്പാൾ ഓജേശാദ്ധ്യഫലങ്ങെള കളേയണം, യുഗ്മേശാദ്ധ്യ�
ഫലങ്ങെള കൂേട്ടണം. ഹാരകം ഗുണകാരേത്തക്കാൾ കുറയുേമ്പാൾ എല്ലാ േശാദ്ധ്യഫലങ്ങ�
േളയും കൂേട്ടണം.

∴ ഖ × ഖ2

ക1
2

= ഖ − ഖ × ഖ2

വ 2
+
ഖ × ഖ2 × ഖ2

വ 2 × വ 2

− ഖ × ഖ2 × ഖ2 × ഖ2

വ 2 × വ 2 × വ 2
+ · · ·

ഖ × വ 2

ക2
2

= ഖ − ഖ × (2ഖ )2

വ 2
+
ഖ × (2ഖ )2 · (2ഖ )2

വ 2 · വ 2

− ഖ × (2ഖ )2 · (2ഖ )2 · (2ഖ )2

വ 2 വ 2 വ 2
+ · · ·

ഖ × വ 2

ക3
2

= ഖ − ഖ × (3ഖ )2

വ 2
+
ഖ × (3ഖ )2 · (3ഖ )2

വ 2 × വ 2

− ഖ × (3ഖ )2(3ഖ )2(3ഖ )2

വ 2 · വ 2 · വ 2
+ · · ·



90 അദ്ധ്യായം 6. പരിധിവ്യാസപ്രകരണം

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം =
ഖ × വ 2

ക1
2

+
ഖ × വ 2

ക2
2

+
ഖ × വ 2

ക3
2

+ · · ·

=

(
ഖ − ഖ ഖ2

വ 2
+ ഖ

ഖ2

വ 2
· ഖ

2

വ 2
− ഖ · ഖ

2

വ 2
· ഖ

2

വ 2
· ഖ

2

വ 2
+ · · ·

)
+

(
ഖ − ഖ · (2ഖ )

2

വ 2
+ ഖ · (2ഖ )

2

വ 2
· (2ഖ )

2

വ 2

−ഖ · (2ഖ )
2

വ 2
· (2ഖ )

2

വ 2
· (2ഖ )

2

വ 2
+ · · ·

)
+

(
ഖ − ഖ · (3ഖ )

2

വ 2
+ ഖ · (3ഖ )

2

വ 2
· (3ഖ )

2

വ 2

−ഖ · (3ഖ )
2

വ 2
· (3ഖ )

2

വ 2
· (3ഖ )

2

വ 2
+ · · ·

)
+ . . . . . . . . . . . . . . .

ഈ ഫലപ്രേയാഗങ്ങളിൽ ആദ്യെത്ത ഫലേയാഗം

= എല്ലാ ഖണ്ഡങ്ങളുേടയും േയാഗം
= ചതുരശ്രബാഹ്വദ്ധൎം
= വ്യാസാദ്ധൎം = വ .

ഈ ഭുജാഖണ്ഡങ്ങെള അണുപരിമാണങ്ങെളന്നും രൂപങ്ങെളന്നും കല്പിക്കുക.

അേപ്പാൾ ദ്വിതീയഫലേയാഗം =
1

വ 2
(12 + 2

2 + 3
2 + · · · )

=
1

വ 2
× ഗുണഹാരാന്തരേയാഗം.

തൃതീയഫലേയാഗത്തിൽ, ഖ · ഖ
2

വ 2
,ഖ · (2ഖ )

2

വ 2
,ഖ · (3ഖ )

2

വ 2
· · · എന്നുള്ള ഗുണ്യങ്ങൾ

നാനാരൂപങ്ങൾ;
ഖ2

വ 2
,
(2ഖ )2

വ 2
,
(3ഖ )2

വ 2
· · · എന്നുള്ള ഗുണകാരങ്ങളും നാനാരൂപങ്ങൾ.

അേപ്പാൾ ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിപ്പാൻ ഉപായമില്ല. എന്നിട്ടു് ആദ്യെത്ത ഗുണ്യ�
മായ ഒരു ഭുജാഖണ്ഡെത്തത്തെന്ന ഗുണ്യമായി കല്പിക്കൂ. അേപ്പാൾ,

തൃതീയഫലേയാഗം =
1

വ 4
(14 + 2

4 + 3
4 + · · · )

ചതുത്ഥൎ ഫലേയാഗം =
1

വ 6
(16 + 2

6 + 3
6 + · · · )

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

∴ പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം = വ − 1

വ 2
(12 + 2

2 + 3
2 + · · · )

+
1

വ 4
(14 + 2

4 + 3
4 + · · · )
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− 1

വ 6
(16 + 2

6 + 3
6 + . . . ) + · · ·

ഇവിെട 1
2 + 2

2 + 3
2 + · · · = ഏകാേദ്യേകാത്തരവഗ്ഗൎസംകലിതം.

1
4 + 2

4 + 3
4+ · · · = ഏകാേദ്യേകാത്തരവഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം.

1
6 + 2

6 + 3
6+ · · · = ഏകാേദ്യേകാത്തരസമഷൾഘാതസംകലിതം.

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
ഇവയുെട ഇടയ്ക്കും ഘനസംകലിതം, സമപഞ്ചഘാതസംകലിതം എെന്നല്ലാമുണ്ടു്. ഈ സം�
കലിതങ്ങൾെക്കല്ലാറ്റിന്നും ഇവിെട പദം വ്യാസാദ്ധൎം തെന്ന.

(പദം എന്നതിനു് ഇവിെട ഏകാേദ്യേകാത്തരങ്ങളിൽ ഒടുക്കെത്ത സംഖ്യ എന്നത്ഥൎ ം).

അതുെകാണ്ടു 1
2 + 2

2 + 3
2 + · · · = വ 3

3

.

1
4 + 2

4 + 3
4 + · · · = വ 5

5

.

1
6 + 2

6 + 3
6 + · · · = വ 7

7

.

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

∴ പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം = വ − വ 3

3

· 1

വ 2
+
വ 5

5

· 1

വ 4
− വ 7

7

· 1

വ 6
+ · · ·

= വ − വ
3

+
വ
5

− വ
7

+ · · ·

∴ പരിധി = 8വ − 8വ
3

+
8വ
5

− 8വ
7

+ · · ·

= 4വ്യാ − 4വ്യാ
3

+
4വ്യാ

5

− 4വ്യാ
7

+ · · ·

(ഇവിെട വ്യാ = വ്യാസം;വ = വ്യാസാദ്ധൎം.)

“വ്യാേസ വാരിധിനിഹേത
രൂപഹൃേത വ്യാസസാഗരാഭിഹേതഃ

ത്രിശരാദിവിഷമസംഖ്യാേക്ത . . .
മൃണം സ്വം പൃഥക്ക്രമാൽ കുയ്യൎാൽ” || (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

അനന്തരം സമഘാതസംകലിതാനയേനാപായെത്ത ഇവിടക്കു ഉപകാരിയാ�
യിട്ടു കാേട്ടണ്ടുകയാൽ മൂലവഗ്ഗൎാദ്യേശഷസംകലിതേത്തയും കാട്ടുന്നൂ. പ്രസംഗാൽ
ഉത്തേരാത്തരസംകലിൈതക്യാനയേനാപായേത്തയും ക്രേമണ കാട്ടുന്നൂ. ഇവിെട
ദിേഗ്രഖാവഗ്ഗൎം ഗുണകാരം, അതതു കണ്ണൎേരഖാവഗ്ഗൎം ഹാരകം. ആകയാൽ അത�
തു കണ്ണൎാഗ്രേത്താടു ദിേഗ്രഖാഗ്രേത്താടുള്ള അന്തരാളത്തിങ്കെല ചതുരശ്രബാഹുഭാ�
ഗത്തിെന്റ വഗ്ഗൎം ഗുണഹാരാന്തരം. പിെന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎാഗ്രത്തിങ്കന്നു് അതിനടുത്ത
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െചറിയ കണ്ണൎാഗ്രേത്താടുള്ള അന്തരാളത്തിങ്കെല ചതുരശ്രബാഹുഖണ്ഡം ഗുണ്യ�
മാകുന്നതു്. ഈ രണ്ടു കണ്ണൎാന്തരാളത്തിങ്കെല പരിദ്ധ്യംശത്തിങ്കെല അദ്ധജ്യാവു്
ഇച്ഛാഫലം. ഇങ്ങെന എല്ലാ ഫലവും വരുന്നൂ. അവിെട ഗുണ്യങ്ങെളല്ലാം തുല്യം,
കണ്ണൎേരഖാഗ്രാന്തരം തുല്യമാകയാൽ. ഇങ്ങെന ഫലങ്ങളുണ്ടാക്കി ഫലേയാഗ ം
െചയ്താൽ ദിൿസൂത്രേത്താടു ചതുരശ്രേകാണിങ്കെല കണ്ണൎേരഖേയാടുള്ള അന്തരാള�
ത്തിങ്കെല പരിധിഭാഗം വരും. ഇവിെട ദിൿസൂത്രാഗ്രത്തിന്നടുത്തുള്ള കണ്ണൎത്തിന്നു
ചതുരശ്രബാഹുഖണ്ഡങ്ങളിെലാന്നു ഭുജയാകുന്നതു്. രണ്ടാംകണ്ണൎത്തിന്നു ഭുജാഖണ്ഡ�
ങ്ങളാൽ രണ്ടുകൂടിയതു ഭുജയാകുന്നതു്. ഇങ്ങെന ഓേരാേരാ ഭുജാഖണ്ഡം ഏറിയതു
പിെന്ന പിന്നെത്ത കണ്ണൎത്തിെന്റ ഭുജയാകുന്നതു്. എന്നാെലാന്നു തുടങ്ങി ഓേരാേന്ന�
റി ഇരിക്കുന്ന ഭുജാഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗങ്ങൾ ഭുജകളാകുന്നതു്. എന്നാലിവറ്റിെന്റ
വണ്ണൎേയാഗങ്ങൾ ഗുണഹാരാന്തരങ്ങളുെട േയാഗമാകുന്നതു്. ഗുണ്യെമല്ലാെമാന്നാ�
കയാൽ അതിെനെക്കാണ്ടു ഗുണ്യഹാരാന്തരേയാഗെത്ത ഗുണിച്ചു ഹാരകെമാെന്ന�
ങ്കിൽ അതിെനെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫലേയാഗം വരും. ഇവിെട ഹാരകെമാേന്ന
എന്നു കല്പിപ്പൂ. അതു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎംതെന്ന താനും എന്നു കല്പിച്ചിട്ടു ക്രിയ െചയ്യു�
ന്നൂ. ഇവിെട ഇങ്ങെന ഉണ്ടാക്കിയ ഫലവും ഗുണഹാരാന്തരവും തമ്മിലുള്ള ഘാതം
ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശഷിച്ചിരിക്കുേമ്പാൾ ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലേത്താെടാക്കും
ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം. ഇതു േശഷിയാെത കൂട്ടിേപ്പായി എങ്കിൽ ആ
ഫലവും ഗുണഹാരാന്തരവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ച ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ
ഫലെത്ത ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലത്തിങ്കന്നു കളേയണം. എന്നാലും
ഫലെമാക്കും. ഇക്കളേയണ്ടും ഫലം ഉണ്ടാക്കുേമ്പാഴും ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഹരി�
പ്പൂ എങ്കിൽ ഒേട്ടറീട്ടിരിക്കും. എന്നാലതിങ്കന്നുമുണ്ടാേക്കണെമാരു േശാദ്ധ്യഫലം.
പിെന്നയുമിവണ്ണമാകിൽ പിെന്ന പിെന്ന ഫലത്തിങ്കന്നും കുറെഞ്ഞാന്നു കളേയണ്ടി�
വരും. ആകയാൽ ഒടുക്കത്തിന്നു തുടങ്ങി ഇവ ഒെക്ക കളഞ്ഞു കൂട്ടുേമ്പാൾ ഫലെമാ�
ക്കും. ഇവിെട ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ സംഖ്യ നൂറു് എന്നു കല്പിപ്പൂ. ഹാരകം പത്തു്, ഗുണകാരം
എട്ടു്. ഇതിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചിട്ടു നൂറു് ഉണ്ടായീ എന്നും കല്പിപ്പൂ. ഇവിെട ഹാരകം�
െകാണ്ടു് ഹരിച്ചാൽ ഫലം പത്തു് ഉണ്ടാകും. ഇവിെട പത്തു സംഖ്യയാകുന്ന ഹാരകം
ഹായ്യൎത്തിങ്കൽനിന്നു് ഒരിക്കൽ കളേയണ്ടി ഇരിക്കുേന്നടത്തു് എട്ടുകളയുേമ്പാൾ ഗു�
ണഹാരാന്തരമാകുന്ന രണ്ടു ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശഷിക്കും. പിെന്നയുെമത്ര ആവൃത്തി
കളഞ്ഞൂ അത്ര ഗുണഹാരാന്തരം േശഷിക്കും ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ. എന്നാൽ ഫലവും
ഗുണഹാരാന്തരവുമുള്ള ഘാതെത്ത ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ കളഞ്ഞ േശഷെത്ത ഗുണകാ�
രംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഈ ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം ഹാരകംെകാണ്ടു
ഹരിച്ച ഫലേത്താടു തുല്യമായിരിക്കും. ഇവിെട അതിേനയും കൂെട ഗുണകാരംെകാ�
ണ്ടു ഹരിക്കുേമ്പാൾ ഫലം പന്ത്രണ്ടര. ഈ ഫലെത്ത ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു
ഗുണിച്ചാൽ ഇരുപത്തഞ്ചു്. ഇതിെന ഹാരമാകുന്ന പത്തുെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം
രണ്ടര. ഇതിെന മുമ്പിെല പന്ത്രണ്ടരയിൽനിന്നു കളയുേമ്പാൾ േശഷ ം ഫലം പത്തു�
തെന്ന. ഇവിെട ഇരുപത്തിഅഞ്ചിേനയും എട്ടിൽ ഹരിക്കിൽ അഷ്ടാംശംകൂടിയ
മൂന്നു ഫലം. ഇതു േശാദ്ധ്യം. വാസ്തവത്തിങ്കന്നു ഏറും. എന്നാൽ ഈ ഫലേത്തയും
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ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം അഷ്ടാംശേത്താ�
ടുകൂടിയ അര. ഇതിെന രണ്ടാംഫലത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ രണ്ടര. അേപ്പാൾ അതു
നേടെത്ത ഫലത്തിങ്കന്നു കളവാൻ മതി. ഇങ്ങെന ആതതു ഫലെത്ത ഗുണഹാ�
രാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം അതിനടുത്തു മുമ്പിെല
ഫലത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ അപ്ഫലം സൂക്ഷ്മമാകും. എന്നാൽ അതു് അതിന്നു കീെഴ
ഫലത്തിങ്കന്നു േശാധിക്കാം. പിെന്ന അതു് അതിങ്കന്നു കീേഴതിങ്കന്നു്, ഇങ്ങെന.
എന്നാൽ നേടെത്ത ഫലം വാസ്തവേത്താടു് ഒക്കും.

വ്യാഖ്യാനം: േശാദ്ധ്യഫലെത്ത ഉണ്ടാക്കുേന്നടെത്ത യുക്തി പറയുന്നു.

ഹായ്യൎം = 100

ഗുണകാരം = 8

ഹാരകം = 10.

∴ ഗുണഹാരാന്തരം = 2

പത്തു് ഒരാവൃത്തി 100-ൽ നിന്നും കളഞ്ഞാൽ േശഷം 90; എട്ടു് ഒരാവൃത്തി കളഞ്ഞാൽ
േശഷം 92. അേപ്പാൾ ഓേരാ ആവൃത്തി കളയുേമ്പാൾ, ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഹരിക്കുേമ്പാൾ
ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശഷിക്കുന്ന 92, ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിക്കുേമ്പാൾ ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശഷി�
ക്കുന്ന 90-െനക്കാൾ രണ്ടുെകാണ്ടു് ഏറും. ഈ രണ്ടു ഗുണഹാരാന്തരമാകുന്നതു്.

പത്തിെന പത്തു് ആവൃത്തി നൂറ്റിൽനിന്നും കളഞ്ഞാൽ േശഷം ശൂന്യം. അേപ്പാൾ
വാസ്തവമായിരിക്കുന്ന ഫലം = 10. ഗുണകാരത്തിെന പത്താവൃത്തി ഹായ്യൎത്തിങ്കൽനി�
ന്നു കളയുേമ്പാൾ, ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശഷിക്കുന്നതു്, = 2 × 10 = വാസ്തവഫലം ×
ഗുണഹാരാന്തരം.

“ഇവിെട ഇങ്ങെന ഉണ്ടാക്കിയ ഫലവും ഗുണഹാരാന്തരവും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതം ഹാൎ�
യ്യത്തിങ്കൽ േശഷിക്കുേമ്പാൾ, ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലേത്താെടാക്കും ഗുണകാരംെകാ�
ണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം.”

ഗുണകാരംെകാണ്ടു ഹരിക്കുേമ്പാൾ ഹായ്യൎത്തിങ്കൽ േശഷിക്കുന്നുെവങ്കിൽ ആ േശഷ�
െത്ത ഹായ്യൎത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞേശഷെത്ത ഗുണകാര ംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ വാസ്തവമായിരി�
ക്കുന്ന ഫലം വരും.

ഗുണഹാരാന്തരം × വാസ്തവഫലം = 2× 10 = 20.
100− 20

8

=
80

8

= 10.

100

10

= 10.

ഇങ്ങെന ഫലങ്ങൾ ഒക്കുന്നു.
ഈ ഇരുപതിെന ഹായ്യൎത്തിൽനിന്നും കളയാെത അതിേനയുംകൂട്ടി ഗുണകാരംെകാ�

ണ്ടു ഹരിച്ചു ഫലത്തിങ്കൽ കൂട്ടിേപ്പായി എങ്കിൽ, ഫലം വാസ്തവത്തിൽനിന്നു് ഏറിയിരിക്കും.

100

8

= 12

1

2

(
> 10

)
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ഈ ഫലെത്ത ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം മു�
മ്പിെല ഫലത്തിൽനിന്നും വാങ്ങിയാൽ വാസ്തവമായിരിക്കുന്ന ഫലം വരും.

അതായതു വാസ്തവഫലം = 12

1

2

−
12

1

2
× 2

10

= 10

= 12

1

2

−
12

1

2
×2×8

10

8

=
100− 20

8

അേപ്പാൾ ആദ്യെത്ത േശാദ്ധ്യഫലം =
12

1

2
× 2

10

= 2

1

2

.

ഈ േശാദ്ധ്യഫലെത്ത ഉണ്ടാക്കുേന്നടത്തും ഗുണകാരെത്തെക്കാണ്ടുതെന്ന ഹരിക്കു�
ന്നുെവങ്കിൽ, േശാദ്ധ്യഫലം വാസ്തവത്തിൽനിന്നു് ഏറിയിരിക്കും അേപ്പാൾ ആ ന്യായംെകാ�
ണ്ടുതെന്ന ദ്വിതീയേശാദ്ധ്യഫലെത്ത ഉണ്ടാക്കി ആദ്ധ്യേശാദ്ധ്യഫലത്തിങ്കന്നു കളേയണം.
എന്നാൽ ഫലെമാക്കും.

ആദ്യെത്ത േശാദ്ധ്യഫലം =
25

10

25-െന എട്ടിൽ ഹരിക്കുകയാെണങ്കിൽ, =
25

8

= 3

1

8

(
> 2

1

2

)
.

അേപ്പാൾ ഇതിെന ഗുണഹാരാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ
ഫലം രണ്ടാംേശാദ്ധ്യഫലം.

25

8

× 2

10

=
5

8

ഇതിെന 3

1

8

-ൽ നിന്നും കളയുേമ്പാൾ, േശഷം = 3

1

8

− 5

8

= 2

1

2

.

12

1

2

− 2

1

2

= 10 (= വാസ്തവഫലം).

ഇപ്രകാരംതെന്ന,

വാസ്തവഫലം = 12

1

2

− 12

1

2

· 2

8

+ 12

1

2

· 2

8

· 2

8

− 12

1

2

· 2

8

· 2

8

· 2

10

.

= 12

1

2

− 3

1

8

+
25

32

− 5

32

= 10.

സാമാേന്യന,

ഫലം =
ഹായ്യൎം

ഹാരകം
= ഗുണ്യം−ഗുണ്യം× ഗുണഹാരാന്തരം

ഗുണകാരം

+ഗുണ്യം× ഗുണഹാരാന്തരവഗ്ഗൎം
ഗുണകാരവഗ്ഗൎം

−ഗുണ്യം× ഗുണഹാരാന്തരഘനം
ഗുണകാരഘനം

+ · · ·

ഹാരകംെകാണ്ടു് ഒരിക്കലും ഹരിക്കായ്കിൽ ഇങ്ങനെത്ത ഒരു ഒടുങ്ങാത്ത ഫലപരമ്പര
വരും.
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ഹാരകം ഗുണകാരെത്തക്കാൾ െചറുെതങ്കിൽ, ഈ ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന,

ഫലം = ഗുണ്യം + ഗുണ്യം× ഗുണഹാരാന്തരം
ഗുണകാരം

+ ഗുണ്യം× ഗുണഹാരാന്തരവഗ്ഗൎം
ഗുണകാരവഗ്ഗൎം

+ ഗുണ്യം× ഗുണഹാരാന്തരഘനം
ഗുണകാരഘനം

+ . . . . . . എന്നുവരും.

ഇവിെട പിെന്ന അതതു ഭുജാവഗ്ഗൎങ്ങൾ അതതു ഭുജാഖണ്ഡത്തിന്നു ഗുണഹാ�
രാന്തരമാകയാൽ അതതിങ്കന്നു് ഉണ്ടായ ഫലെത്ത പിേന്നയും അതതു ഭുജാവഗ്ഗൎം
തെന്നെക്കാണ്ടു ഗുണിേക്കണ്ടൂ. അതിന്നു ഫലം േവേറ ഇല്ലായ്കയാൽ, നേടെത്ത ഗു�
ണ്യമാകുന്ന ഭുജാഖണ്ഡത്തിങ്കന്നുതെന്ന ഉണ്ടാക്കൂ രണ്ടാംഫലം. അതിന്നു്, രണ്ടുഫ�
ലത്തിന്നും ഭുജാവഗ്ഗൎം ഗുണകാരമാകയാൽ, ഭുജാവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു രണ്ടുവട്ടം ഗുണിപ്പൂ ഭു�
ജാഖണ്ഡമാകുന്ന ഗുണ്യെത്തപ്പിെന്ന. നേടെത്ത ഫലത്തിെന്റ ഹാരകം വ്യാസാദ്ധൎ�
വഗ്ഗൎം. അതിേന്റയും വഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. എന്നാലുണ്ടാം രണ്ടാഫലം. ഇവിെട ഗു�
ണ്യങ്ങൾ തുല്യങ്ങളാകയാൽ ഗുണകാരേയാഗെത്ത ഗുണിക്കാം. ഇവിെട ഗുണകാര�
ങ്ങളാകുന്നതു പിെന്ന ഒന്നു തുടങ്ങി ഓേരാേന്നറ കൂട്ടിയിരിക്കുന്ന ഭുജാഖണ്ഡങ്ങളുെട
വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎങ്ങൾ. അവറ്റിെന്റ േയാഗം ഗുണഹാരാന്തരേയാഗമാകുന്നതു്.3

വ്യാഖ്യാനം 3: ഇവിെട ഗുണഹാരാന്തരേയാഗം എന്നതിനു ഗുണഹാരാന്തരേയാഗ�
സ്ഥാനീയെമെന്ന അത്ഥൎ മുള്ളൂ. നേടെത്ത ഫലേയാഗം വരുത്തിയേപ്പാൾ ഗുണ്യമാകുന്ന
ഭുജാഖണ്ഡെത്ത ഗുണഹാരാന്തരേയാഗംെകാണ്ടു ഗുണിക്കുവാനാണേല്ലാ പറഞ്ഞിരിക്കു�
ന്നതു്. ഇവിെട വഗ്ഗൎസംകലിതമാകുന്ന ഗുണഹാരാന്തരേയാഗത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു വഗ്ഗൎ�
സംകലിതംെകാണ്ടു ഗുണ്യമാകുന്ന ഭുജാഖണ്ഡെത്ത ഗുണിക്കുവാനാണു് പറയുന്നതു്. അഥ�
വാ, “ഗുണഹാരാന്തരേയാഗം” എന്ന പദത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു “ഗുണകാരേയാഗം” എന്ന
പദെത്ത ഉപേയാഗിക്കുകയാെണങ്കിൽ അത്ഥൎ ം വ്യക്തമാകും. എന്നാൽ ഗ്രന്ഥങ്ങളിെലല്ലാം
“ഗുണഹാരാന്തരേയാഗം” എന്ന പാഠമാണു് കാണുന്നതു്.

ഈ േയാഗത്തിന്നു് ഏകാേദ്യേകാത്തരവഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതെമന്നു േപർ. ഇവിെട
ഹാരമാകുന്നതു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎവഗ്ഗൎം. പിെന്ന ഇവിെട നേടെത്ത ഫലം ഉണ്ടാക്കുേന്ന�
ടത്തു തുല്യങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഭുജാഭാഗങ്ങൾ രണ്ടു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു ഗുണകാരം,
വ്യാസാദ്ധൎം രണ്ടു തങ്ങളിൽ ഗിണിച്ചതു ഹാരകം. പിെന്ന മൂന്നാം ഫലത്തിന്നു സമ�
ങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഭുജാഭാഗങ്ങൾ നാലു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു ഗുണകാരം, വ്യാസാദ്ധൎ�
ങ്ങൾ നാലു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു ഹാരകം. പിെന്ന മൂന്നാംഫലത്തിന്നു സമങ്ങളായി�
രിക്കുന്ന ആറു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു ഗുണകാരവും ഹാരകവും ആകുന്നതു്. ഇങ്ങെന
നാലാമതിന്നു സമങ്ങൾ എട്ടു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു ഗുണഹാരങ്ങളാകുന്നതു്. ഗുണ്യ�
മാകുന്നതു് എല്ലാടവും ഭുജാഖണ്ഡം തെന്ന. ഇവിെട എല്ലാടവും ഫലേയാഗം വരുത്തു�
വാൻ ഗുണകാരേയാഗം ഗുണകരമാകുന്നതു്. ഇവിെട നേടെത്ത ഫലേയാഗം വരു�
േന്നടത്തു ദിൿസൂത്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി ചതുരശ്രേകാണസൂത്രേത്താളമുള്ള കണ്ണൎങ്ങൾ�
ക്കു ഭുജകളാകുന്നതു് ഒരു ഭുജാഖണ്ഡം തുടങ്ങി ഓേരാേരാ ഖണ്ഡം ഏറക്കൂടി ഒടുക്ക�
േത്തതു വ്യാസാദ്ധൎേത്താടു തുല്യമായിരിക്കുന്ന ചതുരശ്രബാഹുഭാഗം ഭുജയാകുന്നതു്.
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ഇവറ്റിെന്റ വഗ്ഗൎേയാഗം ഗുണകാരേയാഗമാകുന്നതു്. ഇതിന്നു ഏകാേദ്യേകാത്തരവൎ�
ഗ്ഗസംകലിതെമന്നു േപർ. ഇങ്ങെന രണ്ടാംഫലേയാഗം വരുത്തുവാൻ ഒരു ഖണ്ഡം
തുടങ്ങി ഓേരാേന്നറ കൂടിയിരിക്കുന്ന ഭുജകൾ എല്ലായിലും വലുതു വ്യാസാദ്ധൎതുല്യമാ�
യിരിക്കുന്നവറ്റിെന്റ വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം ഗുണകാരേയാഗമാകുന്നതു്. ഇങ്ങെന ആറു്,
എട്ടു് എല്ലാം തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചവറ്റിെന്റ സംകലിതം പിെന്നപിന്നെത്ത ഗുണകാര�
േയാഗമാകുന്നതു്.

സംകലിതങ്ങൾ
ഇവിെട ഈ സംകലിതങ്ങെള ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരെത്ത ഇനി െചാല്ലുന്നതു്. അവിെട
നേട േകവലസംകലിതെത്ത െചാല്ലുന്നൂ. പിെന്ന സമങ്ങൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ ഗുണി�
ച്ചതിെന്റ സംകലിതം. പിെന്ന ഇവിെട ഉപേയാഗമില്ലായ്കിലും സമങ്ങൾ മൂന്നു്, അഞ്ചു്
എന്നിവ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചവറ്റിെന്റ സംകലിതവുംകൂടി െചാല്ലുന്നുണ്ടു്, ഉപേയാഗമു�
ള്ളവറ്റിെന്റ നടുേവ ഉണ്ടായിരിക്കയാൽ.

മൂലസംകലിതം
ഇവിെട മൂലസംകലിതത്തിങ്കൽ ഒടുക്കെത്ത ഭുജാ വ്യാസാദ്ധൎേത്താടു് ഒക്കും; അതി�
ന്നു കീെഴ ഒരു ഖണ്ഡം കുറയും; അതിന്നു കീെഴ രണ്ടു ഖണ്ഡം കുറയും എന്നിരിക്കുേന്ന�
ടത്തു് എല്ലാ ഭുജകളും വ്യാസാദ്ധൎേത്താടു തുല്യങ്ങൾ എന്നിരിക്കുന്നൂതാകിൽ ഭുജാ�
സംഖ്യെകാണ്ടുതെന്ന വ്യാസാദ്ധൎെത്ത ഗുണിച്ചാൽ അതതു സംകലിതഫലമാകുന്ന�
തു്. ഇവിെട ഒരു ഭുജ എെല്ലാ വ്യാസാദ്ധൎതുല്യമായിട്ടുള്ളു. അതിങ്കന്നു ക്രേമണ െചറിയ
െചറിയ കണ്ണൎങ്ങളുെട ഭുജകൾ ഓേരാെരാ സ ംഖ്യ കുറഞ്ഞിരിക്കുന്നൂ എെല്ലാ ഇവിെട
വ്യാസാദ്ധൎം എത്ര സംഖ്യ ആയി കല്പിക്കുന്നൂ, ഭുേജെട ഖണ്ഡസംഖ്യയും അത്രയായി
കല്പിപ്പൂ. എന്നാൽ എളുപ്പമുണ്ടു് ഓർ  പ്പാൻ. എന്നാലിവിെട ഉപാന്ത്യഭുജയിങ്കൽ സം�
ഖ്യ ഒന്നു കുറയും, അതിൽ െചറിയതിങ്കൽ വ്യാസാദ്ധൎസംഖ്യയിങ്കന്നു രണ്ടു കുറയും.
ഇക്കുറയുന്ന അംശം ഒന്നു തുടങ്ങി ക്രേമണ ഓേരാേന്നറി ഏറി ഇരിക്കും, ഒടുക്ക�
െത്ത ഊനാംശം േപാരായിന്നതു വ്യാസാദ്ധൎേത്താടു മിക്കതും ഒക്കും, ഒരു സംഖ്യ
കുറയുമെത്ര. എന്നാൽ കുറയുന്ന അംശം ഒെക്ക കൂട്ടിയാലും ഒന്നു തുടങ്ങി ഓേരാേന്ന�
റി വ്യാസാദ്ധൎെമാടുക്കമായിരിക്കുന്ന സംകലിതേത്താടു സംഖ്യ പ്രാേയണ ഒക്കും,
ഒരു വ്യാസാദ്ധൎേമ കുറയൂ. എന്നാൽ ഭുജാസംഖ്യയിൽ ഒന്നു കൂടിയതിെനെക്കാണ്ടു
വ്യാസാദ്ധൎസംേഖ്യ ഗുണിച്ചു് അതിെന്റ അദ്ധൎം ഭുജാസംകലിതമായിട്ടിരിക്കും. ഭുജാ�
സംകലിതെമന്നു് എല്ലാ കണ്ണൎത്തിേന്റയും ഭുജകെളാെക്ക കൂടിയതു്. പിെന്ന ഖണ്ഡം
െചറുതാേയാളം ഫലം സൂക്ഷ്മമാകും. എന്നിട്ടു ഭുജാസംഖ്യ ഓേരാന്നിെന അണുവായി
നുറുക്കുമാറു കല്പിച്ചതിെനെക്കാണ്ടും സംകലിതം െചയ്  വൂ. ഇവിെട പരാദ്ധൎംെകാണ്ടു്
അംശിക്കുന്നൂതാകിൽ പരാദ്ധൎസംഖ്യെകാണ്ടു ഗുണിച്ച ഭുജയിൽ പരാദ്ധൎാംശത്താ�
െലാന്നുകൂട്ടി വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു അദ്ധൎിപ്പൂ. പിെന്ന പരാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരി�
പ്പൂതും െചയ്  വൂ. അതു മിക്കവാറും വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎാദ്ധൎെമെത്ര. മുഴുവൻ സംഖ്യയാവൻ
പിെന്ന പരാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിക്കുന്നൂ ഇങ്ങെന ഖണ്ഡം െചറുതാേയാളം ഭുജയിൽ കു�
റെഞ്ഞാരു് അംശേമ കൂേട്ടണ്ടൂ സംകലിതം വരുത്തുവാൻ. എന്നാൽ ഭുജയിൽ ഒന്നും
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കൂട്ടാെത വ്യാസാദ്ധൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അദ്ധൎിച്ചതു് അത്യന്തം സൂക്ഷ്മമായി ഖണ്ഡി�
ച്ചിരിക്കുന്ന ഭുേജെട സംകലിതെമന്നു വന്നിരിക്കും. ഇങ്ങെന വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎാദ്ധൎം
സൂക്ഷ്മമായിരിക്കുന്ന ഭുജാഖണ്ഡസംകലിതമാകുന്നതു്.
വ്യാഖ്യാനം: സംകലിതങ്ങെള വരുത്തുവാനുള്ള ഉപായെത്ത പറയുന്നു.
മൂലസംകലിതം: വ്യാസാദ്ധൎാ വ ഇലി എന്നു കല്പിക്ക ഇതു് ഒടുക്കെത്ത ഭുജാ. ഇതിന്നു കീ�
െഴയുള്ളതു (വ − 1), ഇതിന്നും കീെഴയുള്ളതു (വ − 2), ഇങ്ങെന കീേഴതിന്നു കീേഴതിന്നു്
ഓേരാ സംഖ്യ കുറഞ്ഞ ഭുജകൾ.

മൂലസംകലിതം = വ + (വ − 1) + (വ − 2) + · · · · · ·+ 3 + 2 + 1.
ഈ ഭുജകെളല്ലാം വ്യാസാദ്ധൎത്തിേനാടു തുല്യമായിരുന്നുെവങ്കിൽ,

അവയുെട സംകലിതം = വ+വ+വ+· · ·+വ+വ+വ = വ × വ = വ 2.
ഇവ തമ്മിലുള്ള അന്തരം = 0+1+2+3+· · ·+(വ − 3)+(വ − 2)+(വ − 1).

= മൂലസംകലിതം− വ .
∴ വ 2 − മൂലസംകലിതം = മൂലസംകലിതം− വ

2× മൂലസംകലിതം = വ 2 + വ .
= വ (വ + 1).

∴ മൂലസംകലിതം =
വ (വ + 1)

2

വ്യാസാദ്ധൎെത്ത വ്യാസാദ്ധൎസംഖ്യയിെലാന്നു കൂട്ടിയതുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അദ്ധൎിച്ചാൽ വ്യാസാൎ�
ദ്ധാ പദമായിട്ടിരിക്കുന്ന മൂലസകലിതം വരും.

പിെന്ന ഒരു ഇലിെയ പരാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചതു് ഒരു ഭുജാഖണ്ഡെമന്നു കല്പിപ്പൂ
അേപ്പാൾ ഭുജാഖണ്ഡങ്ങളുെട സംഖ്യ = പ ×വ (പരാദ്ധൎെത്തപ എന്നു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു).
പദം വ്യാസാദ്ധൎം തെന്ന.

മുമ്പിൽ പറഞ്ഞ ന്യായം െകാണ്ടു്, മൂലസംകലിതം =
വ (വ ×പ + 1)

2

.

ഇവിെട ഈ രൂപം പരാദ്ധൎാംശത്താെലാന്നാകെകാണ്ടു് അതിെന ഉേപക്ഷിക്കാം.

∴ മൂലസംകലിതം =
വ ×പ .വ

2

മുഴുവൻ സംഖ്യകളാകുവാൻ, പദാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിേക്കണം; എെന്തന്നാൽ
വ ×പ × വ

2

പരാദ്ധൎാംശത്താെലാന്നുകളാകുന്നു.

അേപ്പാൾ ഭുജാഖണ്ഡങ്ങളുെട മൂലസംകലിതം =
വ × വ ×പ

2പ .
=
വ 2

2

.

വഗ്ഗൎസംകലിതം
പിെന്ന വഗ്ഗൎസംകലിതെത്ത െചാല്ലുന്നുണ്ടു്. ഇവിെട ഇസ്സംകലിതം െചയ്ത ഭുജകളിൽ
ഓേരാെന്ന തെന്നത്തെന്ന െകാണ്ടുതെന്ന ഗുണിച്ചെതെല്ലാ ഭുജാവഗ്ഗൎങ്ങളാകുന്നതു്.
ഇവിെട ഗുണകാരങ്ങളാകുന്ന ഭുജകെളല്ലാം വ്യാസാദ്ധൎേത്താടു് ഒക്കും എന്നിരിക്കു�
ന്നൂതാകിൽ വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ച സംകലിതം വഗ്ഗൎസംകലിതമായിട്ടിരി�
ക്കും. ഇവിെട പിെന്ന ഒരു ഗുണകാരെമ വ്യാസാദ്ധൎേത്താടു തുല്യമായിട്ടുള്ളൂ. അതു്
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ഒടുക്കേത്തതു്. അതിന്നു നെടേത്തതിന്നു വ്യാസാദ്ധൎത്തിൽ ഒന്നു കുറയും ഗുണകര�
ഭുജാസംഖ്യാ. അതിേനയും വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിക്കിൽ ഒന്നുെകാണ്ടു ഗുണിച്ച
ഉപാന്ത്യഭുജാ ഏറും വഗ്ഗൎസംകലിതത്തിങ്കന്നു്. പിെന്ന അതിന്നു കീേഴതു് ഒടുക്കേത്ത�
തിന്നു മൂന്നാമതു്. അതു വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കന്നു രണ്ടു ഖണ്ഡം കുറയും. എന്നാൽ ഭുജെയ
രണ്ടിൽ ഗുണിച്ചതു് ഏറും. ഇങ്ങെന ക്രേമണ െചറിയ െചറിയ ഭുജകെള ക്രേമണ
ഏറിയ സംഖ്യെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതു വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ച സംകലിതത്തിൽ
വ  ഗ്ഗൎസംകലിതത്തിങ്കന്നു് ഏറിേപ്പായ ഭാഗമാകുന്നതു്. അതു കളഞ്ഞാൽ വഗ്ഗൎസംക�
ലിതമായിട്ടു വരും വ്യാസാദ്ധൎഗുണിതമായിട്ടിരിക്കുന്ന സംകലിതം. ഇവിെട ദിൿസൂ�
ത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു് അടുത്ത ഭുജയിൽ കുറഞ്ഞതു് ഒന്നു കുറഞ്ഞ വ്യാസാദ്ധൎമാകയാൽ,
ഇവിെട ഏറിേപ്പാകുന്ന അംശം ഒെക്ക കൂട്ടിയാൽ മൂലത്തിെന്റ സംകലിതസംകലിത�
മായിട്ടു വരും. എങ്കിേലാ സംകലിതങ്ങളുെട േയാഗമേല്ലാ സംകലിതസംകലിതമാ�
കുന്നതു്. അവിെട ഒടുക്കെത്ത സംകലിതം എല്ലാ ഭുജകളും കൂടിയതു്. അന്ത്യത്തിന്ന�
ടുത്തു കീെഴസ്സംകലിതം പിെന്ന. ഒടുക്കെത്ത ഭുജ ഒന്നുകൂടാെത മെറ്റ ഭുജകെളല്ലാം
കൂടിയതു് ഒടുക്കേത്തതിന്നു കീഴു്. മൂന്നാം സംകലിതത്തിങ്കൽ ഭുജകൾ രണ്ടു കൂടാെത
മറ്റുള്ള ഭുജകളുെട േയാഗം അതിെന്റ കീെഴ സംകലിതമാകുന്നതു്. അതു് ഒടുക്കമാ�
യിരിക്കുന്ന ഭുജകെളല്ലാറ്റിേന്റയും േയാഗം ഇവ്വണ്ണ ം കീേഴ്പാട്ടുള്ളെതാെക്ക ഓേരാേരാ
ഭുജ കുറഞ്ഞിരിക്കും, നേടെത്ത നേടെത്ത സംകലിതത്തിങ്കന്നു്. എന്നാൽ എല്ലാറ്റി�
ലും വലിയ ഭുജക്കു് ഒരു സംകലിതത്തിങ്കേല േയാഗമുള്ളൂ. പിെന്ന ഒടുക്കേത്തതിന്നു്
അടുത്തു കീെഴഭുജക്കു് ഒടുക്കെത്ത സംകലിതത്തിലും അതിന്നടുത്തു കീേഴതിലും
േയാഗമുണ്ടു്. അവിടുന്നു കീെഴഭുജകൾക്കു് ക്രേമണ മൂന്നു്, നാലു തുടങ്ങിയുള്ള സംക�
ലിതങ്ങളിൽ േയാഗമുണ്ടു്. എന്നാൽ ഒടുക്കെത്ത ഭുജക്കടുത്തു കീെഴഭുജ തുടങ്ങിയു�
ള്ള െചറിയ െചറിയ ഭുജകെള ഒന്നു തുടങ്ങിയുള്ള സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു ക്രേമണ
ഗുണിച്ചിരിക്കുന്നതു സംകലിതസംകലിതെമന്നു വന്നുകൂടി. ഇേപ്പാളിവിെട അതി�
സൂക്ഷ്മമായി ഖണ്ഡിച്ചിരിക്കുന്ന ഭുേജെട സംകലിതമാകുന്നതു് ഒടുക്കെത്ത ഭുേജെട
വഗ്ഗൎത്തിൽ പാതി എെന്നാ നേട െചാല്ലിയെല്ലാ. എന്നാലതതു ഭുജ ഒടുക്കമായിരി�
ക്കുന്ന സംകലിതമുണ്ടാവാൻ അതതു ഭുജെയ വഗ്ഗൎിച്ചദ്ധൎിേക്കേവണ്ടുവതു് എന്നുവന്നൂ.
എന്നാൽ എല്ലാ ഭുജകളുേടയും വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത അദ്ധൎിച്ചാൽ സംകലിതസംകലിത്മു�
ണ്ടാവും. എന്നാൽ വഗ്ഗൎസംകലിതത്തിെന്റ പാതി മൂലത്തിെന്റ സംകലിതസംകലി�
തമാകുന്നെതന്നു വന്നൂ. എന്നാൽ സംകലിതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ
തന്നിൽ പാതി കൂട്ടിയിരിക്കുന്ന വഗ്ഗൎസംകലിതമായിട്ടിരിക്കുമതു്. വഗ്ഗൎാദ്ധൎസംകലി�
തംകൂടി ഇരിക്കുന്നു എന്നും െചാല്ലാമതിെന. എന്നാൽ വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിെന്റ അദ്ധൎ�
െത്ത വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു തന്നിെല മൂെന്നാന്നു കളഞ്ഞാൽ േശഷിക്കുന്നതു
മുഴുവനിൽ മൂെന്നാന്നായിട്ടിരിക്കും. എന്നാൽ വ്യാസാദ്ധൎഘനത്തിൽ മൂെന്നാന്നു വഗ്ഗൎ�
സംകലിതമാകുന്നതു് എന്നും വരും.
വ്യാഖ്യാനം: വഗ്ഗൎസംകലിതം:–

വഗ്ഗൎസംകലിതം = 1× 1 + 2× 2 + 3× 3

+ · · ·+ (വ − 2)(വ − 2)

+ (വ − 1)(വ − 1) + വ × വ .
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‘വ ’ എല്ലായിടത്തും ഗുണകാരമായിെട്ടടുക്കുേമ്പാൾ

സംകലിതം = വ × 1 + വ × 2 + വ × 3

+ · · ·+ വ (വ − 2) + വ (വ − 1) + വ × വ

=
വ 2

2

· വ =
വ 3

2

.

ഇവതമ്മിലുള്ള അന്തരം = 1× (വ − 1) + 2(വ − 2) + 3(വ − 3)

+ · · ·+ (വ − 2)× 2 + (വ − 1)× 1.

1 + 2 + 3 + · · ·+ (വ − 3) + (വ − 2) + (വ − 1).

1 + 2 + 3 + · · ·+ (വ − 3) + (വ − 2).

1 + 2 + 3 + · · ·+ (വ − 3)

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

1 + 2 + 3.

1 + 2.

1.

ഇവയുെട േയാഗം = 1× (വ − 1) + 2(വ − 2)

+ · · ·+ (വ − 3)× 3+ (വ − 2)× 2+ (വ − 1)×1.

ഇതു മുമ്പിലെത്ത        അന്തരം തെന്ന. ഇതുവ − 1,വ − 2,വ − 3, . . . . . . ,1, 2, 3 എന്ന പദ�
ങ്ങളാദിയായിട്ടുള്ള മൂലസംകലിതങ്ങളുെട േയാഗം. ഈ േയാഗത്തിന്നു മൂലസംകലിതസംക�
ലിതെമന്നു േപർ,

ഈ മൂലസംകലിതങ്ങളുെട േയാഗം =
(വ − 1)2

2

+
(വ − 2)2

2

+ · · ·

= വഗ്ഗൎസംകലിതാദ്ധൎം (പ്രാേയണ)

ഇവിെട വാസ്തവത്തിൽ വഗ്ഗൎസംകലിതത്തിങ്കന്നു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎാദ്ധൎസംഖ്യ േപാരാെത�
യുണ്ടു്. എന്നാൽ വഗ്ഗൎസംകലിതസംഖ്യെയ അേപക്ഷിച്ചു വഗ്ഗൎസംഖ്യെയ ഉേപക്ഷിക്കാം.

അേപ്പാൾ
വ 3

2

−വഗ്ഗൎസംകലിതം = വഗ്ഗൎസംകലിതാദ്ധൎം.

3

2

വഗ്ഗൎസംകലിതം =
വ 3

2

.

∴ 3

2

വഗ്ഗൎസംകലിതം− 1

3

× 3

2

വഗ്ഗൎസംകലിതം =
വ 3

2

− 1

3

× വ 3

2

.

∴ വഗ്ഗൎസംകലിതം =
വ 3

3

മൂലസംകലിതസംകലിതം = വഗ്ഗൎസംകലിതാദ്ധൎം =
വ 3

6
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ഘനസംകലിതാദി
പിെന്ന ഘനസംകലിതെത്ത വരുത്തുംപ്രകാരം. ഈ വഗ്ഗൎസംകലിതത്തിങ്കെല
അതതു ഭുജാവഗ്ഗൎെത്ത അതതു ഭുജതെന്നെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചെതെല്ലാ ഘനസംക�
ലിതമാകുന്നതു്. ഇവിെട എല്ലാേറ്റയും വ്യാസാദ്ധൎം െകാണ്ടുതെന്ന ഗുണിക്കുേമ്പാൾ
എത്ര ഉണ്ടു് ഘനസംകലിതത്തിങ്കന്നു് ഏറുവതു് എന്നു് ഓക്കുൎംപ്രകാരം. ഇവിെട
മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായംെകാണ്ടു തെന്ന ഒടുക്കേത്തതിന്നടുത്തു കീെഴ ഭുജാവഗ്ഗൎം
ഒന്നിൽ ഗുണിച്ചതു് ഏറും. പിെന്ന അവിടുന്നു മുമ്പിെല ഭുജാവഗ്ഗൎങ്ങെള രണ്ടു്, മൂന്നു
തുടങ്ങിയുള്ള സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു ക്രേമണ ഗുണിച്ചതു് ഏറും. അതു വഗ്ഗൎസംകലി�
തസംകലിതെമന്നു വരും. ഘനത്ര്യംശം വഗ്ഗൎസംകലിതെമെന്നാ മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ�
െല്ലാ. എന്നാലതതു ഭുജാഘനത്തിെന്റ ത്ര്യംശ്യം അതതു ഭുജ ഒടുക്കമായിരിക്കുന്ന
വഗ്ഗൎസംകലിതമായിട്ടിരിക്കും. എന്നാൽ ഘനസംകലിതത്തിെന്റ മൂെന്നാന്നു വഗ്ഗൎ�
സംകലിതസംകലിതെമന്നും വരും. എന്നാൽ വഗ്ഗൎസംകലിതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎം�
െകാണ്ടു ഗുണിക്കുേമ്പാൾ തന്നിൽ മൂെന്നാന്നു കൂടിയിരിക്കുന്ന ഘനസംകലിതമായി�
ട്ടിരിക്കും. എന്നാൽ ഇതു തന്നിൽ നാെലാന്നു കളഞ്ഞാൽ ഘനസംകലിത ം േശഷി�
ക്കും. എന്നാൽ വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎത്തിെന്റ നാെലാന്നു ഘനസംകലിതെമന്നും വന്നൂ. പിെന്ന
ഈ ഘനസംകലിതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതവും
ഘനസംകലിതസംകലിതവുംകൂടി വരും എന്നു മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായംെകാണ്ടു
വന്നിരിക്കുന്നൂ. വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎത്തിൽ നാെലാന്നു ഘനസംകലിതം എന്നും െചാല്ലീ ഇതു
േഹതുവായിട്ടു വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതത്തിൽ നാെലാന്നു ഘനസംകലിതസംകലിതം
എന്നും വരും, െചാല്ലിയ ന്യായംെകാണ്ടു്. എന്നാൽ ചതുരംശം കൂടിയിരിക്കുന്നതി�
ങ്കന്നു പഞ്ചാംശം കളഞ്ഞാൽ വ്യാസാദ്ധൎങ്ങൾ അഞ്ചു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിെന്റ
അെഞ്ചാന്നായിട്ടിരിക്കും വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം എന്നും വന്നൂ.

വ്യാഖ്യാനം:
ഘനസംകലിതം = 1

3 + 2
3 + 3

3 . . . + വ 3.
1

2 · വ + 2
2 · വ + 3

2 · വ + · · ·+ വ 2.

വ =
വ 3

3

. വ =
വ 4

3

.

ഇവയുെട അന്തരം = 1
2(വ − 1) + 2

2(വ − 2)

+ · · · (വ − 2)2 × 2 + (വ − 1)2 × 1.
= വഗ്ഗൎസംകലിതസംകലിതം.

=
ഘനസംകലിതം

3

(മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായം െകാണ്ടു്)

4

3

×ഘനസംകലിതം =
വ 4

3

.

4

3

×ഘനസംകലിതം− 1

4

× 4

3

×ഘനസംകലിതം =
വ 4

3

− 1

4

× വ 4

3

∴ ഘനസംകലിതം =
വ 4

4
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ഇതുേപാെലതെന്ന,

ഘനസംകലിതസംകലിതം = വ × വ 4

4

−വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം

ഘനസംകലിതസംകലിതം =
വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം

4

അേപ്പാൾ
5

4

×വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം =
വ 5

4

.

∴ വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം =
വ 5

5

.

ഇങ്ങെന േമെല േമെലയുള്ള സംകലിതങ്ങെള വരുത്താം.

സംകലിതാനയനസാമാന്യന്ന്യായം
പിെന്ന വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎെത്ത തെന്നെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ സമപഞ്ചഘാതെമന്നു േപർ.
ഇങ്ങെന സമപഞ്ചാദി ഘാതസംകലിതം എന്നു മീെത്ത മീെത്ത സംകലിതങ്ങൾ�
ക്കു േപർ. അതിന്നു മുമ്പിലെത്ത സംകലിതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതു്
അഗ്ഗുണ്യത്തിെന്റ സംകലിതസംകലിതവും അതിന്നു മീെത്ത സമഘാതസംകലി�
തവുംകൂടി വരും. എന്നാൽ മീെത്ത മീെത്ത സമഘാതസംകലിതമുണ്ടാക്കുവാൻ
അതതു സംകലിതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു് ഗുണിച്ചതിങ്കന്നു് ഓേരാേന്നറിയ സം�
ഖ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലെത്ത കളഞ്ഞാൽ േമെല േമെല സമഘാതസംകലിതമു�
ണ്ടാകും. എന്നാൽ വ്യാസാദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിെന രണ്ടിൽ ഹരിപ്പൂ.
ഘനെമങ്കിൽ മൂന്നിൽ ഹരിപ്പൂ. വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎെമങ്കിൽ നാലിൽ. സമപഞ്ചഘാതെത്ത
അഞ്ചിൽ. എന്നിങ്ങെന ഏൈകേകാത്തരസമഘാതെത്ത ഏൈകേകാത്തരസം�
ഖ്യകെളെക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലങ്ങൾ ക്രേമണ ഉള്ള സമഘാതസംകലിതമായി�
ട്ടിരിക്കും. ഇവിെട വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു മൂലസംകലിതം, ഘനത്തിങ്കന്നു വഗ്ഗൎസംകലിതം,
വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു ഘനസംകലിതം എന്നിങ്ങെന രാശികെള തെന്നെക്കാണ്ടു് എത്ര
ആവൃത്തി ഗുണിച്ചതിങ്കന്നു് ഏകാദിസംഖ്യകളിൽ അത്രാമതുെകാണ്ടു ഹരിച്ചഫലം
യാെതാന്നു് ആ രാശിെയ ഒരാവൃത്തി കുറച്ചു ഗുണിച്ചതിെന്റ സംകലിതമായിട്ടിരിക്കും
ഇങ്ങെന മൂലവഗ്ഗൎാദിസംകലിതങ്ങെള വരുത്തും പ്രകാരം.

വ്യാഖ്യാനം: മൂലവഗ്ഗൎാദിസംകലിതങ്ങെള വരുത്തുംപ്രകാരെത്ത സാമാേന്യന പറയുന്നു.

മൂലസംകലിതം =
വ 2

2

വഗ്ഗൎസംകലിതം = വ .
വ 2

2

− 1

3

.
വ 3

2

=
വ 3

3

.

ഘനസംകലിതം = വ .
വ 3

3

− 1

4

.
വ 4

3

=
വ 4

4

.

വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം = വ .
വ 4

4

− 1

5

.
വ 4

4

=
വ 5

5

.

സമപഞ്ചഘാതസംകലിതം = വ .
വ 5

5

− 1

6

.
വ 6

5

=
വ 6

6

.
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ആദ്യദ്വിതീയാദിസംകലിതങ്ങൾ
അനന്തരം ആദ്യദ്വിതീയാദി സംകലിതെത്ത കാട്ടുന്നൂ. അവിെട ആദ്യസംകലിതമാ�
കുന്നതു മൂലസംകലിതം തെന്ന. അതു പദവഗ്ഗൎാദ്ധൎെമേന്നാ മുമ്പിൽ െചാല്ലിയെല്ലാ.
ദ്വിതീയം പിെന്ന മൂലസംകലിൈതക്യം. അതും പിെന്ന വഗ്ഗൎസംകലിതാദ്ധൎേത്താടു
തുല്യം എന്നു െചാല്ലീതായി. അതാകുന്നതു പദത്തിെന്റ ഘനത്തിൽ ആെറാന്നായി�
രിക്കും. തൃതീയ സംകലിതം പിെന്ന. ദ്വിതീയസംകലിതം അന്ത്യെമന്നു കല്പിച്ചിട്ടു്,
പിെന്ന പദത്തിൽ ഒരു സംഖ്യ കുറച്ചിട്ടു്, മുമ്പിൽ െചാല്ലിയേപാെല ഒരു സംകലി�
ൈതക്യെത്ത ഉണ്ടാക്കൂ. അതിെന ഉപാന്ത്യെമന്നു കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന പദത്തിങ്കന്നു
രണ്ടു സംഖ്യ കുറച്ചിട്ടു് ഒരു സംകലിൈതക്യെത്ത വരുത്തൂ. അതു് ഉപാന്ത്യത്തിങ്ക�
ന്നു കീേഴതായിട്ടിരിക്കും. എന്നിങ്ങെന ഏൈകേകാനങ്ങളുെട സംകലിൈതക്യ�
െത്ത ഉണ്ടാക്കുവാൻ ഏൈകേകാനങ്ങളുെട ഘനഷഷ്ഠാംശങ്ങളുെട േയാഗെത്ത
ഉണ്ടാേക്കണം. അതു ഘനഷഷ്ഠാംശസംകലിതമായിട്ടിരിക്കും. അതു ഘനസംകലി�
തത്തിെന്റ ആെറാന്നായിട്ടിരിക്കും. ഘനസംകലിതം പിെന്ന വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎചതുരംശമായി�
ട്ടിരിക്കും എന്നു മുമ്പിൽ െചാല്ലിതായി എേല്ലാ. എന്നാൽ വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎചതുരംശത്തിെന്റ
ഷഷ്ഠാംശം ഘനഷഷ്ഠാശസംകലിതമായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎചതുവ്വ ൎിംശാം�
ശം ഘനഷഷ്ഠാംശസംകലിതമാകുന്നതു് എന്നു വരും. പിെന്ന നാലാമതു് ഈ ന്യാ�
യത്തിന്നു തക്കവണ്ണം വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎചതുവ്വ ൎിംശാംശസംകലിതമായിട്ടിരിക്കും. ഇതു പിെന്ന
സമപഞ്ചഘാതപഞ്ചാംശത്തിെന്റ ചതുവ്വൎിംശാംശം എന്നു വരും. ആകയാൽ പദ�
െത്ത എത്ര ആവൃത്തി പദെത്ത തെന്നെക്കാണ്ടു ഗുണിപ്പൂ അതിങ്കന്നു് ഏകദ്വിത്യാദി
അത്ര സംഖ്യകൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിെനെക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലം ആദ്യദ്വിതീയാദി
സംകലിതത്തിൽ അത്രാമതായിട്ടിരിക്കും. എന്നതു തൽപ്രകാരം.

വ്യാഖ്യാനം: ആദ്യസംകലിതം മൂലസംകലിതം തെന്ന. ദ്വിതീയസംകലിതം മൂലസംകലി�
തസംകലിതം. തൃതീയസംകലിതം ഘനസംകലിതസംകലിതം, എന്നിങ്ങെന േമേല്പാട്ടു നി�
രൂപിച്ചുെകാള്ളൂ. യുക്തി മുമ്പിൽ കാണിച്ചിട്ടുണ്ടെല്ലാ. മുകളിൽ ജ്യാപ്രകരണത്തിലും ഇതിെന
വിസ്മരിക്കുന്നുണ്ടു്.

ആദ്യസംകലിതം =
വ 2

1× 2

=
വ 2

∠2

.

ദ്വിതീയസംകലിതം =
വ 3

1× 2× 3

=
വ 3

∠3

.

ത്രിതീയസംകലിതം =
വ 4

1× 2× 3× 4

=
വ 4

∠4

.

ചതുത്ഥൎ സംകലിതം =
വ 5

1× 2× 3× 4× 5

=
വ 5

∠5

.
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ഉപസംഹാരം
ഇവിെട പിെന്ന വഗ്ഗൎസംകലിതം, വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം, സമഷൾഘാതസംകലിതം
എന്നിവെറ്റ ഉണ്ടാേക്കണ്ടൂ. എന്നിട്ടു് മൂന്നു് അഞ്ചു തുടങ്ങിയുള്ള സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു
ഹരിപ്പാൻ െചാല്ലീ. ഇവറ്റിന്നു ഹാരകങ്ങളാകുന്നതു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം, പിെന്ന വഗ്ഗൎ�
വഗ്ഗൎം എന്നിവ. എന്നാൽ വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു വ്യാസാദ്ധൎഘനെത്ത ഹരിച്ചാൽ
ഫലം വ്യാസാദ്ധൎം തെന്ന. എന്നാൽ വ്യാസാദ്ധൎെത്ത മൂന്നിൽ ഹരിച്ചതു നേടെത്ത
ഫലേയാഗമാകുന്നതു്. ഇതു പിെന്ന അതതു ഗുണ്യവും അതതു ഫലവും തങ്ങളിെല
അന്തരങ്ങളുെട േയാഗന്താൻ. എന്നാലതിെന ഗുണ്യേയാഗത്തിങ്കന്നു കളയൂ. അതാ�
കുന്നതു ദിൿസൂത്രാങ്കത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി േകാേണാളമുള്ളതു ചതുരശ്രബാഹുവിെന്റ
പാതി. ഇവ്വണ്ണം സമപഞ്ചഘാതെത്ത വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാലും വ്യാസാദ്ധൎംത�
െന്ന ഫലം. എന്നാൽ വ്യാസാദ്ധൎെത്ത അഞ്ചിൽ ഹരിച്ചതു രണ്ടാംഫലം. ഇങ്ങെന
ഏഴു്, ഒമ്പതു് തുടങ്ങിയുള്ള ഒറ്റെപ്പട്ട സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു വ്യാസാദ്ധൎെത്ത ഹരി�
ച്ചാൽ മീെത്ത മീെത്ത ഫലം വരും. ഉണ്ടായ ഫലെത്ത ക്രേമണ വ്യാസാദ്ധൎത്തിൽ
കളയുകയും കൂട്ടുകയും ൈചവൂ. എന്നാൽ പരിധീെട എെട്ടാന്നുണ്ടാകൂം. ഇങ്ങെന ഗു�
ണകാരം ഹാരകേത്തക്കാൾ െചറുതാകുേന്നടത്തു പിെന്ന പിെന്ന ഫലം കുറകെകാ�
ണ്ടു െപരിെക കുറഞ്ഞാൽ പിെന്ന ഫലങ്ങെള ഉേപക്ഷിച്ചു് ഒടുക്കാം ക്രിയ. എന്നാൽ
മിക്കതും സൂക്ഷ്മമാകും. എന്നാൽ ദിൿസൂത്രാഗ്രേത്താടു േകാണസൂത്രേത്താടു് ഇടയി�
െല വൃത്തഭാഗം വരും. ഇതിെന എട്ടിൽ ഗുണിച്ചാൽ വൃത്തം മുഴുവനായിട്ടിരിക്കും.
ഹായ്യൎമാകുന്ന വ്യാസാദ്ധൎെത്ത എട്ടിൽ ഗുണിക്കിലുമാം നേട. എന്നാൽ നാലിൽ ഗു�
ണിച്ച വ്യാസമതു്. അേപ്പാൾ അതിങ്കൽതെന്ന ഫലം സംസ്കരിേക്കണ്ടതും. എന്നാൽ
വൃത്തം വരും.

വ്യാഖ്യാനം: “വ്യാേസ വാരിധിനിഹേത . . . . . . ” എന്ന ക്രിയയുെട യുക്തിെയ ഇവിെട
ഉപസംഹരിക്കുന്നു. ഈ ഭാഗം മുമ്പിൽ വ്യാഖ്യാനിച്ചിട്ടുണ്ടു്.

ചാപീകരണം.
ഈ ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന ജ്യാവിെന ചാപിക്കാം.

ഇഷ്ടജ്യാത്രിജ്യേയാഘാതാൽ േകാട്യാപ്തം പ്രഥമം ഫലം |
ജ്യാവഗ്ഗൎം ഗുണകം കൃത്വാ േകാടിവഗ്ഗൎഞ്ച ഹാരകം ||
പ്രഥമാദിഫേലേഭ്യാഥ േനയാ ഫലതതിമ്മൂൎഹുഃ |
ഏകത്ര്യാേദ്യാജസംഖ്യാഭിഭ ൎേക്തേഷ്വേതഷ്വനുക്രമാൽ ||
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ഓജാനാം സംയുേതസ്ത്യക്ത്വാ യുഗ്മേയാഗം ധനുഭ ൎേവൽ |
േദാഃേകാേട്യാർല്പേമേവഷം കല്പനീയമിഹ സ്മൃതം ||
ലബ്ധീനാമവസാനം സ്യാന്നാന്യഥാപി മുഹുഃ കൃേത |
വ്യാസവഗ്ഗൎാദ്രവിഹതാൽ പദം സ്യാൽ പ്രഥമം ഫലം ||
തദാദിതസ്രീസംഖ്യാപ്തം ഫലം സ്യാദുത്തേരാത്തരം |
രൂപാദ്യയുഗ്മസംഖ്യാഭിർഹൃേതേഷ്വഷു യഥാക്രമം ||
വിഷമാണാം യുേതസ്ത്യക്ത്വാ സമം ഹി പരിധിഭ ൎേവൽ ||

(തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഇവിെട ഭുജാേകാടിജ്യാക്കളിൽ കുറഞ്ഞതു യാെതാന്നു് അതിെന ചാപിക്കും�
പ്രകാരം െചാല്ലുന്നതു്. അവിേടയും ഭുജ െചറുതു് എന്നും നേട കല്പിക്കുന്നതു്. ഈ
ഇഷ്ടജ്യാവിെന വ്യസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു േകാടിജ്യാവിെനെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചതു
നേടെത്ത ഫലമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഈ ഫലെത്തത്തെന്ന ഭുജാവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഗുണി�
ച്ചു േകാടിവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചതു രണ്ടാംഫലമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഈ രണ്ടാംഫല�
െത്ത ഭുജാവഗ്ഗൎംതെന്നെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു േകാടിവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചു രണ്ടാംഫലം
ഉണ്ടാക്കിയേപാെല മൂന്നാംഫലേത്തയുമുണ്ടാക്കൂ. പിെന്ന അതതിങ്കന്നു മീെത്ത
മീെത്ത ഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കൂ, ഇഗ്ഗുണകാരഹാരകങ്ങെളെക്കാണ്ടുതെന്ന. ഉണ്ടായ�
ഫലപരമ്പേര ക്രമത്താൽ ഒന്നു്, മൂന്നു്, അഞ്ചു് എന്ന ഒറ്റെപ്പട്ട സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു
ഹരിപ്പൂ. ഫലത്തിൽ നേടേത്തതു്, മൂന്നാമതു്, അഞ്ചാമതു് എന്നിവ ഒക്കത്തങ്ങളിൽ�
കൂട്ടി ഇതിങ്കന്നു രണ്ടാമതു്, നാലാമതു്, തുടങ്ങിയുള്ളവറ്റിെന്റ േയാഗം കളയൂ. േശഷം
ചാപം. അതിെന മൂന്നു രാശിയിൽനിന്നു കളഞ്ഞതു േകാടിചാപം. േകാടിചാപം
െചറുതാകിൽ നേട േകാടിചാപം ഉണ്ടാക്കൂ.4

വ്യാഖ്യാനം 4: This is the so called Gregory’s general series for any arc.

For arc t ≤ π

4

, arc tan t = t− t3

3

+
t5

5

− · · ·

For arc t =
π

4

,
Circumference

8

=

(
1− 1

3

+
1

5

· · ·
)
× R

where R is the radius.

ഇവിടക്കു് ഉപപത്തിയാകുന്നതു്. വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു വൃത്തം വരുത്തുവാൻ
െചാല്ലിയേപാെല തെന്ന ഇവിെട ചതുരശ്രമദ്ധ്യത്തിങ്കെല വൃത്തത്തിങ്കൽ ദിൿസൂ�
ത്രത്തിങ്കൽ ശരവും വരുമാറു ജ്യാവു കല്പിക്കുന്നൂ. വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു ജ്യാവിെന്റ
തലയ്ക്കൽ സ്പശൎിക്കുന്ന കണ്ണൎസൂത്രം വൃത്തത്തിെന്റ പുറെത്ത ചതുരശ്രേത്താളം നീെള
കല്പിപ്പൂ. ഇതു് ഇവിടയ്ക്കു് എല്ലായിലും വലിയ കണ്ണൎസൂത്രമാകുന്നതു്. ഇക്കണ്ണൎ സൂത്രാഗ്ര�
േത്താടു് ദിൿസൂത്രാഗ്രേത്താടുള്ള അന്തരാളത്തിങ്കെല ചതുരശ്രഭുജാഭാഗം ഇവിെട
നേടെത്ത ഫലമായിട്ടു വരുത്തിയതു്. പിെന്ന ഇതു ഗുണ്യമായി ഇതിെന്റ വഗ്ഗൎം ഗുണ�
കാരമായി ദിൿസൂത്രവഗ്ഗൎം ഹാരകമായിട്ടു മീെത്ത മീെത്ത ഫലങ്ങെള വരുത്തുവാൻ
നേട െചാല്ലീ. അവിെട എല്ലാ ഫലത്തിന്നും ഭുജാഭാഗംതെന്ന ഗുണ്യമായി കല്പിക്കു�
േമ്പാൾ, ഗുണഹാരങ്ങൾ തുല്യങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. അതു േഹതുവായിട്ടു ഗുണ്യം തെന്ന
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ഫലമായിട്ടിരിക്കും എല്ലാടവും. എന്നിട്ടു ഗുണ്യെത്തത്തെന്ന ഓജസംഖ്യകെളെക്കാ�
ണ്ടു ഹരിക്കുന്നൂ. ഇവിെട പിെന്ന ഭുജേകാടികളാകുന്ന ഗുണഹാരങ്ങൾ തുല്യങ്ങളല്ലാ�
യ്കയാൽ ഫലങ്ങൾ പിെന്ന പിെന്ന കുറഞ്ഞിേട്ട വരൂ. എന്നിട്ടു ഫലങ്ങെളല്ലാേറ്റയും
ക്രേമണ ഉണ്ടാേക്കണം. എന്നാെലാ െചറിയ ഗുണഹാരങ്ങെള െകാള്ളുക എെല്ലാ
എളിയതു്. എന്നിട്ടു് ഒടുക്കെത്ത കണ്ണൎവും ദിൿസൂത്രവും ഉള്ള അന്തരാളം ചതുരശ്ര�
ഭുജാഭാഗമല്ല ഇവിെട ഗുണകാരമായിട്ടു െകാള്ളുന്നതു്, വൃത്തത്തിെന്റ അകത്തൂെട
അന്തരാളം. അതു ജ്യാവാകുന്നതു്. അേപ്പാൾ അതിെന്റ േകാടി ഹാരകവും അതതു
ഫലം ഗുണ്യവും എന്നിവിെട വിേശഷമാകുന്നതു്. ഇവിേടയും ഓജസംഖ്യകെളെക്കാ�
ണ്ടു ഹരിക്കുന്നൂ, വഗ്ഗൎസംകലിതാദി വരുത്തുവാൻ. ഇങ്ങെന ചാപീകരണം.
വ്യാഖ്യാനം: പരിധിെയ വരുത്തുവാൻ പറഞ്ഞ ന്യായം െകാണ്ടുതെന്ന ഭുജാേകാടികളിൽ�
െവച്ചു െചറിയതിെന ചാപിക്കുംപ്രകാരെത്ത പറയുന്നു.

പരിേലഖം (25)

ചാപിക്കു എന്നു െവച്ചാൽ അദ്ധൎജ്യാവിെന്റ ചാപെത്ത വരുത്തുക എന്നത്ഥൎ ം. സമചതുരശ്ര�
മദ്ധ്യത്തിങ്കൽ ഒരു വൃത്തെത്ത കല്പിക്കു. ദിൿസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കൽ കിഗ എന്ന ശരം വരുമാറു
ഗട എന്ന ജ്യാവിെന കല്പിക്കൂ. ഇതു വൃത്താഷ്ടമാംശത്തിെന്റ ജ്യാവിേനക്കാൾ െചറിയെത�
ന്നും കല്പിക്കൂ. ഠട എന്ന വ്യാസാദ്ധൎെത്ത കിത എന്ന ബാഹ്വദ്ധൎത്തിൽ മ എന്ന ബിന്ദുവിൽ
സ്പശൎിക്കത്തക്കവണ്ണം നീട്ടികല്പിക്കു. ഇവിെട ടഗ എന്ന ജ്യാവിെന ജ എന്നും വ്യാസാദ്ധൎ�
െത്ത വ എന്നും കല്പിക്കു.

പരിദ്ധ്യാനയനത്തിലും ചാപീകരണത്തിലും ക്രിയ സാമാേന്യന ഒന്നു തെന്ന. പരി�
ദ്ധ്യാനയനത്തിൽ വ്യാസാദ്ധൎേത്തയും ചാപീകരണത്തിൽ കിമ എന്ന ബാഹുഭാഗേത്തയും
അണുപ്രായഭുജാഖണ്ഡങ്ങളായി രൂപങ്ങളായിട്ടു കല്പിക്കുന്നു. അേപ്പാൾ ഖണ്ഡേയാഗം ആദ്യ�
േത്തതിൽ വ്യാസാദ്ധൎവും രണ്ടാമേത്തതിൽ ബാഹുഭാഗം കിമ -യും ആകുന്നു.

സംകലിതങ്ങൾ ഉണ്ടാക്കുേന്നടത്തും പാരിദ്ധ്യാനയനത്തിൽ പദം വ്യാസാദ്ധൎസംഖ്യ,
ചാപീകരണത്തിൽ പദംകിമ എന്ന സംഖ്യ. ഹാരകമായിട്ടു കല്പിക്കുന്നതു രണ്ടിടത്തും േകാ�
ടിവഗ്ഗൎമാകുന്ന വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം തെന്ന.

ഇവിെട കിമ എന്നതിെന ബ എന്നു കല്പിക്കൂ.

അേപ്പാൾ പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശം = വ − വ 3

3വ 2
+

വ 5

5വ 4
− വ 7

7വ 6
+ · · ·

തുല്യന്ന്യാേയന ചാപം = ബ − ബ3

3വ 2
+
ബ5

5വ 4
− ബ7

7വ 6
+ · · ·
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ഇവിെട ഠമകി , ഠടഗ ഈ രണ്ടു ത്ര്യശ്യങ്ങളും തുല്യാകാരങ്ങളാകയാൽ

കിമ =
ടഗ × ഠകി

ഠഗ
.

അതായതു് ബ =
ജ × വ
ക

(ഇവിെട ക = ഇഷ്ടജ്യാവിെന്റ േകാടി.)

അേപ്പാൾ ചാപം =
ജ × വ
ക

− ജ 3.വ 3

3ക3.വ 2
+
ജ 5.വ 5

5ക5.വ 4
+ · · ·

=
ജ × വ
ക

− ജ .വ
3ക

.
ജ 2

ക2
+
ജ × വ

5ക
.
ജ 2

ക2
.
ജ 2

ക2
− · · ·

പ്രകാരാന്തേരണ പരിദ്ധ്യാനയനം.
അനന്തരം ഈ വിേശഷന്യായത്തിന്നു തക്കവണ്ണം വ്യാസംെകാണ്ടു വൃത്തംവരുത്തും�
പ്രകാരം. ഇവിെട ഇഷ്ടവ്യാസവഗ്ഗൎെത്ത പന്ത്രണ്ടിൽ ഗുണിച്ചു മൂലിച്ചതു നേടെത്ത
ഫലം. ഇതിെന മൂന്നിൽ ഹരിച്ചതു രണ്ടാംഫല ം. രണ്ടാംഫലെത്ത മൂന്നിൽ ഹരിച്ചതു
മൂന്നാമതു്. പിെന്ന അതിെന മൂന്നിൽ ഹരിച്ചതു മീെത്ത മീെത്ത ഫലം. പിെന്ന ഇങ്ങ�
െന ഉണ്ടാക്കിയ ഫലങ്ങെള ക്രേമണ ഒന്നു്, മൂന്നു് എന്നു തുടങ്ങിയുള്ള ഓജസംഖ്യ�
കെളെക്കാണ്ടും ഹരിപ്പൂ. ഫലങ്ങൾ നേടേത്തതു്, മൂന്നാമേത്തതു തുടങ്ങിയുള്ളവെറ്റ
തങ്ങളിൽ കൂട്ടിയതിങ്കന്നു രണ്ടാമതു്, നാലാമതു്, തുടങ്ങിയുള്ള േയാഗെത്ത കളയൂ.
േശഷം പരിധി.5

വ്യാഖ്യാനം 5: This is particular case of Gregory’s Series when t =
1

√
3

.

ഇവിെട വൃത്തത്തിൽ പന്ത്രണ്ടാെലാന്നു നേട ഉണ്ടാകുന്നതു്. പിെന്ന പന്ത്രണ്ടിൽ
ഗുണിപ്പൂ. യെതാരുപ്രകാരം നേട വൃത്തത്തിൽ എെട്ടാന്നിെന ഉണ്ടാക്കി അവ്വണ്ണമി�
വിെടയും. മുമ്പിൽ ചാപീകരണത്തിങ്കൽ െചാല്ലിയേപാെല വൃത്തത്തിങ്കൽ ജ്യാവു
കല്പിപ്പൂ. ദിൿസൂത്രത്തിങ്കന്നു് ഇരുപുറവും വൃത്തത്തിൽ പന്ത്രണ്ടാെലാന്നു െചേന്നട�
ത്തു ജ്യാവിെന്റ രണ്ടഗ്രവും വൃത്തെത്ത സ്പർശിക്കുമാറു കല്പിപ്പൂ. അേപ്പാൾ അതു വൃ�
ത്തത്തിെന്റ ആെറാന്നിെന്റ സമസ്തജ്യാവായിട്ട് ഇരിക്കും. ദിൿസൂത്രത്തിങ്കൽ നടുവു്.
ഇതിൽ പാതി പന്ത്രണ്ടാെലാന്നിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു്. അതു വ്യാസത്തിെന്റ നാെലാന്നു്
എന്നു നിയതം, ആെറാന്നിെന്റ സമസ്തജ്യാവു വ്യാസാദ്ധൎേത്താടു തുല്യം എന്നിട്ടു്.
ഇങ്ങെന വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായിട്ടു് ആറു ജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു വൃത്തം തികയും. ഇവി�
െട വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു ജ്യാവിെന്റ തലക്കൽ വൃത്തെത്ത സ്പശൎിക്കുന്ന കണ്ണൎസൂ�
ത്രം യാെതാരിടത്തു ചതുരശ്രബാഹുവിങ്കൽ സ്പശൎിക്കുന്നൂ അവിടന്നു ദിൿസൂത്രാഗ്ര�
േത്താളമുള്ള ചതുരശ്രബാഹുഭാഗം ഇവിെട നേടെത്ത ഫലം; എന്നിട്ടു വരുത്തുന്നൂ.
ഇതിെനെക്കാണ്ടു പിെന്ന ഇക്കണ്ണൎസൂത്രാഗ്രേത്താടു ദിൿസൂത്രാഗ്രേത്താടുള്ള അന്ത�
രാളത്തിങ്കെല വൃത്തഭാഗെത്ത വരുത്തുന്നൂ. അതിെന പിെന്ന പന്ത്രണ്ടിൽ െപരു�
േക്കണ്ടുകയാൽ നേടെത്ത ഫലെത്ത തെന്ന പന്ത്രണ്ടിൽ െപരുക്കിയതിെന നേട
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ഉണ്ടാക്കുന്നൂ. ഇവിെട വ്യാസത്തിൽ നാെലാന്നു പരിധിദ്വാദശാംശജ്യാവു് എന്നിരി�
ക്കയാൽ ഈ ജ്യാവഗ്ഗൎം വ്യാസവഗ്ഗൎത്തിൽ പതിനാറാെലാന്നു്. ഈ ജ്യാവഗ്ഗൎത്തിെന്റ
നാന്മടങ്ങു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം. വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിൽ നാെലാന്നു േപായേശഷം മുക്കൂറും
േകാടിവഗ്ഗൎം. ഇവിെട ഈ േകാടിവഗ്ഗൎം ഹാരകം, വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഗുണകാരം ഈ
ജ്യാവഗ്ഗൎത്തിന്നു്. എന്നിട്ടു് അപവത്തൎ ിച്ചാൽ നാലു ഗുണകാരം, മൂന്നു ഹാരകം എന്നു
വരും. വ്യാസവഗ്ഗൎെത്ത പതിനാറിൽ ഹരിച്ചിരിക്കുന്ന ജ്യാവഗ്ഗൎം ഗുണ്യം. ഫലം കണ്ണൎാ�
ഗ്രേത്താടു ദിൿസൂത്രാഗ്രേത്താടുള്ള അന്തരാളത്തിങ്കെല ചതുരശ്രബാഹുഭാഗവഗ്ഗൎം.
അതിെന പന്ത്രണ്ടിെന്റ വഗ്ഗൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു മൂലിപ്പൂ. എന്നാലിവിെട പന്ത്രണ്ടി�
െന്റ വഗ്ഗൎവും നാലും ഗുണകാരം. തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചാൽ ഇരുപത്തിനാലിെന്റ വഗ്ഗൎം.
പതിനാറും മൂന്നും ഹാരകം തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ച നാല്പെത്തട്ടുെകാണ്ടു് ഇരുപത്തി�
നാലിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത ഹരിച്ചാൽ ഫലം പന്ത്രണ്ടു്. എന്നിട്ടു പന്ത്രണ്ടിൽ ഗുണിപ്പാൻ
െചാല്ലീ വ്യാസവഗ്ഗൎെത്ത ഇതിെന്റ മൂലം വൃത്തത്തിന്നു പുറേമ ഷഡശ്രബാഹ്വദ്ധൎം.
ഇവിെട വൃത്തത്തിന്നകെത്ത ഷഡശ്രേകാണിങ്കൽ സ്പശൎിക്കുന്ന കണ്ണൎസൂത്രവും പു�
റെത്ത ഷഡശ്രേകാണിങ്കലും സ്പശൎിക്കും. ഇങ്ങെന സംസ്ഥാനം. പിെന്ന പുറെത്ത
ഷഡശ്രബാഹുവിെന്റ അദ്ധൎം ഗുണ്യം, ജ്യാവഗ്ഗൎം ഗുണകാരം, േകാടിവഗ്ഗൎം ഹാരകം,
ഇങ്ങെന രണ്ടാംഫലം വരുത്തൂ, ചാപീകരണത്തിങ്കൽ െചാല്ലിയതുേപാെല. പിെന്ന
ഈ രണ്ടാമതു തുടങ്ങിയുള്ള ഫലങ്ങെള ഗുണ്യമാക്കി ഇഗ്ഗുണഹാരങ്ങെളെക്കാണ്ടു�
തെന്ന മീെത്ത മീെത്ത ഫലങ്ങേളയും ഉണ്ടാക്കൂ. ഇവിെട പിെന്ന ഗുണഹാരങ്ങെള
അപവത്തൎ ിക്കുേമ്പാൾ ഒന്നു ഗുണകാരം, മൂന്നു ഹാരകം എന്നുവരും, ഏകരാശിജ്യാ�
വു വ്യാസത്തിൽനാെലാന്നു് എന്നിട്ടു്. എന്നാൽ അതതു ഫലെത്ത മൂന്നിൽ തെന്ന
ഹരിച്ചാൽ മീെത്ത മീെത്ത ഫലം വരും പിെന്ന ഒന്നു്, മൂന്നു തുടങ്ങിയുള്ള ഓജ�
സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടും ഹരിപ്പൂ. പിെന്ന ഫലങ്ങളിൽ ഓജങ്ങളുെട േയാഗത്തിങ്കന്നു
യുഗ്മങ്ങളുെട േയാഗെത്ത കളയൂ. േശഷം പരിധി. ഇങ്ങെന വ്യാസംെകാണ്ടു പരിധി�
ദ്വാദശാംശെത്ത വരുത്തുംപ്രകാരം.

വ്യാഖ്യാനം:

പരിേലഖം 26-ൽ കിട = കില = പരിധിദ്വാദശാംശം.
ഗട = ഗല = പരിധിദ്വാദശാംശത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു് = ഭു .

ഠഗ = പരിധിദ്വാദശാംശത്തിെന്റ േകാടി = േകാ .
ലട = പരിധിഷഡംശത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവു് = വ .

(വ = വ്യാസാദ്ധൎം)
= വൃത്തത്തിെന്റ അകത്തുള്ള ഷഡശ്രബാഹു.
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പരിേലഖം (26)

ഠട എന്ന കണ്ണൎെത്ത നീട്ടി കല്പിച്ചാൽ അതു വൃത്തത്തിെന്റ പുറെത്ത ഷഡശ്രേകാണ�
മായ മ -യിൽ സ്പശൎിക്കും.

ചാപം കിട =
1

12

× വൃത്തപരിധി

∴ പരിധി = 12×ചാപം കിട .

മുമ്പിൽ പറഞ്ഞ ന്യായംെകാണ്ടു്,

ചാപം കിട = വ × ഭു
േകാ

− വ · ഭു
3േകാ

· ഭു2

േകാ2

+ വ
ഭു

5േകാ
· ഭു2

േകാ2
· ഭു2

േകാ2
− · · ·

∴ പരിധി = 12വ · ഭു
േകാ

− 12വ · ഭു
3േകാ

· ഭു2

േകാ2

+ 12വ · ഭു
5േകാ

· ഭു2

േകാ2
· ഭു2

േകാ2
− · · ·

വ്യാസെത്ത വ്യ എന്നു കല്പിക്കൂ.

ഭു =
വ്യ
4

; ഭു2 =
വ്യ2

16

;വ 2 =
വ്യ2

4

.

∴ േകാ2 =
വ്യ2

4

− വ്യ2

16

=
12വ്യ2

54

=
3വ്യ2

16

.

∴ വ 2

േകാ2
=
വ്യ2

4

× 16

3വ്യ2
=

4

3

.(
12വ · ഭു

േകാ

)
2

= 144× വ 2

േകാ2
· ഭു2.

=
144× 4

3× 16

· വ്യ2

= 12വ്യ2.

∴ ആദ്യഫലവഗ്ഗൎം =
(

12 · വ · ഭു
േകാ

)
2

= 12വ്യ2.

∴ ആദ്യഫലം =
√

12വ്യ2.
ഭു2

േകാ2
=
വ്യ2

16

× 16

3വ്യ2
=

1

3

.
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അേപ്പാൾ പരിധി =
√

12വ്യ2 −
√

12വ്യ2

3 3

+

√
12വ്യ2

3
2 · 5 − · · ·

“വ്യാസവഗ്ഗൎാദ്രവിരഹാൽ . . . . . . . . . ” എന്ന ക്രിയയുെട ഉപപത്തിയാണിവിെട കാ�
ണിച്ചിരിക്കുന്നതു്.

പരിദ്ധ്യാനയനത്തിങ്കൽ ക്രിയാലാഘവത്തിന്നാവശ്യമായ
സംസ്കാരം—അതിെന്റ ഉപപത്തിയും സൂക്ഷ്മതയും
എങ്ങെന പിെന്ന ഇവിെട പിന്നയും പിന്നയും മീെത്ത മീെത്തയുള്ള വിഷമസംഖ്യ�
െകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലങ്ങെള സംസ്കരിച്ചിരിക്കുന്നതു പരിധിേയാടു് അടുത്തു വന്നൂ ഒടു�
ക്കെത്ത സംസ്കാരം ൈചതാൽ എന്ന പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ. അവിെട ഇെച്ചാ�
ല്ലിയ സംസ്കാരംതെന്ന സൂക്ഷ്മേമാ അല്ലേയാ എന്നു നേട നിരൂപിേക്കണ്ടുവതു്. അതി�
നായിെക്കാണ്ടു് ഏതാനും ഒരു വിഷമസംഖ്യെയെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചഫലം സംസ്കരിച്ച�
നന്തരം േവേറ െവച്ചു സംസ്കാരം ൈചവൂ. അനന്തരം േവെറ ഇരിക്കുന്നതിൽ മീെത്ത
വിഷമസംഖ്യാഹൃതഫലെത്ത സംസ്കരിച്ചു് അതിനു മീെത്ത സമസംഖ്യെകാണ്ടു സം�
സ്കാരം ൈചവൂ എന്നാലുണ്ടാകുന്ന പരിധികൾ രണ്ടും തുല്യങ്ങൾ എന്നാവൂ ഇരിപ്പതു്
എങ്കിൽ സംസ്കാരം സൂക്ഷ്മെമന്നു കല്പിച്ചാലും. എങ്ങെന എന്നു്. രണ്ടു പരിധിക്കും സം�
ഖ്യാസാമ്യമുണ്ടു് എന്നാവൂ ഇരിപ്പതു് എങ്കിൽ സംസ്കാരത്തിന്നു സവ്വൎസാധാരണത്വമു�
ണ്ടു്. എന്നാൽ മീെത്ത മീെത്ത വിഷമസംഖ്യാഹരണാനന്തരം സംസ്കാരം ൈചതാ�
ലും അവ്വണ്ണം വരുമെത്ര. എന്നാൽ മുമ്പിെല സംഖ്യകൾെകാണ്ടു സംസ്കാരം ൈചത�
തു തെന്ന സൂക്ഷ്മെമെത്ര എന്നു് അറിേയണം. അവ്വണ്ണം വരൂ പിെന്ന.

മീെത്ത വിഷമസംഖ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലവും അതിെന്റ സംസ്കാരഫലവും
തങ്ങളിലുള്ള അന്തരവും മുമ്പിെല സംസ്കാരേത്താടു തുല്യം എങ്കിേല പരിധികൾ
രണ്ടും തുല്യമായിട്ടു വരൂ. എന്നാൽ ഏതാനും ഒരു വിഷമസംഖ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ച
ഫലേത്താടു തുല്യമായിട്ടിരിപ്പൂ കീെഴ സംസ്കാരഫലവും മീെത്ത സംസ്കാരഫലവും
ഉള്ള േയാഗം. യാെതാരുപ്രകാരം തുല്യമായിട്ടു വരൂ അവ്വണ്ണം സംസ്കാരം െചേയ്യ�
ണം.

ഇവിെട രണ്ടു സംസ്കാരഹാരകങ്ങളും ഇരട്ടിച്ച വിഷമസംഖ്യേയാടു് ഒത്തുവരും
എന്നാവൂ ഇരിപ്പതു് എങ്കിൽ രണ്ടു സംസ്കാരഫലങ്ങളുെട േയാഗം വിഷമസംഖ്യാഫ�
ലേത്താടു് ഒത്തിരിക്കും. ഇവിെട രണ്ടു സംസ്കാരഹാരകവുംകൂടി ഇരട്ടിച്ച വിഷമസം�
ഖ്യേയാടു തുല്യമായിട്ടു് ഒരിക്കലും സംഭവിക്കയില്ല. അതു് എങ്ങെന എന്നു്. ഇവിെട
വിഷമസംഖ്യെയ ഇരട്ടിച്ചതിേനാടു തുല്യമാേകണെമെല്ലാ സംസ്കാരഹാരം എന്നിട്ടു്
ഇവിെട ഏെതാരു വിഷമസംഖ്യെയ ഒടുക്കെത്ത ഹാരകമായിെക്കാണ്ടതു് അതിനു
മീെത്ത വിഷമസംഖ്യെയ ഇരട്ടിച്ചതു നേടെത്ത സംസ്കാരഹാരകം എന്നു െചാല്  വൂ
എങ്കിൽ രണ്ടാം സംസ്കാരഹാരകം അതിനു മീെത്ത വിഷമസംഖ്യെയ ഇരട്ടിച്ചതു്
എന്നു വരും; ഒരുപ്രകാരം െചാല്ലണെമേല്ലാ എന്നിട്ടു്. അേപ്പാൾ ഇതു കീെഴ വിഷമ�
സംഖ്യ ഇരട്ടിച്ചതിൽ നാേലറീട്ടിരിക്കും. എന്നിെയ ഇതു ദ്വിഘ്നവിഷമസംഖ്യേയാടു തു�
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ല്യമാകുന്നതു എന്നാവൂ കല്പിച്ചതു് എങ്കിൽ കീേഴതു നാലു കുറഞ്ഞിട്ടിരിക്കും. എന്നാൽ
രണ്ടു സംസ്കാരഹാരകവുംകൂട്ടി ദ്വിഘ്നവിഷമസംഖ്യേയാടു് ഒത്തിരിക്കുമ്മാറു വരാ ഒരു
പ്രകാരവും സംസ്കാരഹാരകം.

എന്നിട്ടു രണ്ടു സംസ്കാരഹാരകവും ഒരു ദ്വിഘ്നവിഷമസംഖ്യേയാടു് അണവു് 
ഉണ്ടാവൂ എവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ അവ്വണ്ണം െചാല്ലുേക അേപ്പാളുള്ളൂ. എന്നിട്ടിവിെട രണ്ടു
സംഖ്യെകാണ്ടു് അന്തരമുള്ളവെറ്റ ഇരട്ടിച്ചാൽ തങ്ങളിൽ നാലു് അന്തരിച്ചിരിക്കും.
ഇവറ്റിൽ ഏതാനും കൂട്ടിത്താൻ കളഞ്ഞുതാനിരിക്കുന്നവെറ്റ ഇരട്ടിച്ചാലുമവ്വണ്ണന്ത�
െന്ന അന്തരമായിട്ടിരിക്കുെമെത്ര. എന്നിട്ടു ഒരു ഹാരകം ഇരട്ടിച്ച വിഷമസംഖ്യയി�
ങ്കന്നു രണ്ടു കുറഞ്ഞിരിപ്പൂ, മേറ്റതു രേണ്ടറീട്ടുമിരിപ്പൂ. അവ്വണ്ണം വേരണെമന്നതിനായി�
െക്കാണ്ടു മീെത്ത സമസംഖ്യെയ ഇരട്ടിച്ചതു സംസ്കാരഹാരകെമന്നു െചാല്ലീ.

അനന്തരമീവണ്ണമുണ്ടാക്കുേമ്പാെളത്രയുണ്ടു് സംസ്കാരത്തിന്നു സ്ഥൗല്യമുള്ളതു്
എന്നു് അറിവാനായിെക്കാണ്ടു രണ്ടു സംസ്കാരഫലങ്ങളുെട േയാഗവും നടുവിെല
വിഷമസംഖ്യാഫലവും തങ്ങളിെല അന്തരാളെത്ത ഉണ്ടാക്കുവാനായിെക്കാണ്ടു സം�
സ്കാരഹാരകങ്ങൾ രണ്ടിേനയും വിഷമസംഖ്യയും ഇവ മൂന്നിേനയും സമേച്ഛദങ്ങളാ�
ക്കി ചമക്കൂ. എന്നാൽ തങ്ങളിൽ അന്തരിക്കാം.
വ്യാഖ്യാനം:

“യൽസംഖ്യയാത്ര ഹരേണ കൃേത നിവൃത്താഹൃതിസ്തു ഗാമിതയാ|
തസ്യാ ഊദ്ധ്വഗതാ യാ സമസംഖ്യാ തദ്ദളം ഗുണാേന്ത സ്യാൽ ||
തദ്വേഗ്ഗൎാ രൂപയുേതാ ഹാേരാ വ്യാസാബ്ധിഘാതതഃ പ്രാഗ്വൽ |
താഭ്യാമാപ്തം സ്വമൃേണ കൃേത ധേന േശാധനഞ്ച കരണീയം ||
സൂക്ഷ്മഃ പരിധിസ്സസ്യാൽ ബഹുകൃേത്വാ ഹരണേതാതിസൂക്ഷ്മശ്ച” || ഇതി.

(തന്ത്രസംഗ്രഹം)
മൂലത്തിൽ ഒടുക്കെത്ത സംസ്കാരം എന്നു പറഞ്ഞിരിക്കുന്നതു് ഈ ക്രിയയാണു്. ഏതാ�

നും ഓജസംഖ്യാഹൃതമായിരിക്കുന്ന ഫലങ്ങെള സംസ്കരിച്ചതിെന്റ േശഷം ഒടുക്കെത്ത വിഷ�
മസംഖ്യയുെട േമെലയുള്ള സമസംഖ്യെകാണ്ടീ സംസ്കാരം െചയ്താൽ സൂക്ഷ്മമായിട്ടിരിക്കുന്ന
പരിധി വരും. ഈ സംസ്കാരം തെന്ന എത്രേത്താളം സൂക്ഷ്മമാെണന്നും അവിേടയും സ്ഥൗ�
ല്യെമത്രയുണ്ടാവുെമന്നുമാണു് ഇവിെട ചിന്തിക്കുവാനുള്ളതു്.

ഇവിെട ക − 2, ക എന്നു രണ്ടു് ഓജസംഖ്യകളാെണന്നും, സ1, സ2 ക്രേമണ ഉള്ള
സംസ്കാരഹാരകങ്ങെളന്നും കല്പിക്കുക. വ്യ എന്നതു വ്യാസെമന്നും കല്പിക്കൂ.

അേപ്പാൾ പരിധി = 4വ്യ
(

1− 1

3

+
1

5

− · · ·+ 1

ക − 2

− 1

സ1

)
എന്നും

പരിധി = 4വ്യ
(

1− 1

3

+
1

5

− · · ·+ 1

ക − 2

− 1

ക
+

1

സ2

)
എന്നും വരും.

ഈ പരിധികൾ രണ്ടും തുല്യങ്ങൾ എന്നു സങ്കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ,

1− 1

3

+
1

5

− · · ·+ 1

ക − 2

− 1

സ1

= 1− 1

3

+
1

5

− · · ·

+
1

ക − 2

− 1

ക
+

1

സ2
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അതായതു്
1

സ2

− 1

ക
= − 1

സ1

എന്നു വരും.

1

ക
=

1

സ2

+
1

സ1

.

ഇങ്ങെനയിരിക്കുേന്നടത്തു േമെല േമെലയുള്ള സംസ്കാരങ്ങൾ െചേയ്യണെമന്നില്ല.
എെന്തന്നാൽ ആദ്യെത്ത സംസ്ക്കാരം സൂക്ഷ്മമാകുന്നു. അതായതു സംസ്ക്കാരത്തിന്നു സവ്വൎസാ�
ധാരാണത്വമുണ്ടു്.

ഇവിെട സംസ്കാരഹാരകങ്ങൾ ഒടുക്കെത്ത വിഷമസംഖ്യയുെട ഇരട്ടിയാെണങ്കിൽ,
1

സ2

+
1

സ1

=
1

2ക
+

1

2ക
=

1

ക
.

അേപ്പാൾ സംസ്ക്കാരം സൂക്ഷ്മമാകണെമങ്കിൽ സംസ്ക്കാരഹാരകങ്ങൾ ഒടുക്കെത്ത വിഷ�
മസംഖ്യയുെട ഇരട്ടിയാകണെമന്നു വന്നു.

എന്നാൽ പ്രകൃതവിഷയത്തിൽ ഇെതാരിക്കലും സംഭവിക്കയില്ല. ക എെന്നാരു വിഷ�
മസംഖ്യെയ അേപക്ഷിച്ചു സംസ്കാരഹാരകം 2ക എന്നാെണങ്കിൽ അതിന്നു മീെത്തയുള്ള
ക + 2 എന്ന വിഷമസംഖ്യെയ അേപക്ഷിച്ചു സംസ്കാരഹാരകം 2ക + 4 ആകണമേല്ലാ.
“ഒരു പ്രകാരംതെന്ന െചാേല്ലണെമേല്ലാ” എന്നു പറഞ്ഞതിെന്റ അത്ഥൎ ം ഇങ്ങെനയാണു്.
അേപ്പാൾ ഒരു വിഷയസംഖ്യെയ അേപക്ഷിച്ചു് അതിെന്റ ഇരുപുറവുമുള്ള സംസ്ക്കാരഹാരക�
ങ്ങൾ ഒരിക്കലും വിഷമസംഖ്യയുെട ഇരട്ടിയാവുകയില്ല. സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിെലാന്നു് ഇര�
ട്ടിച്ച വിഷമസംഖ്യയിൽ നിന്നു രണ്ടു കുറഞ്ഞിരിക്കും, മേറ്റതു രേണ്ടറിയുമിരിക്കും. ഇവതമ്മിലു�
ള്ള അന്തരവും നാലായിട്ടിരിക്കും. ഈ സംസ്ക്കാരഹാരകങ്ങളിലും ഏെതങ്കിലും ഒരു സംഖ്യ
കൂട്ടുകേയാ കുറയ്ക്കുകേയാ െചയ്താലും അന്തരം നാലുതെന്നയായിട്ടിരിക്കും. അേപ്പാൾ ഇവിെട
സംസ്ക്കാരത്തിന്നു സവ്വൎസാധാരണത്വമില്ല. അതുെകാണ്ടു േമെല േമെല സംസ്കാരങ്ങെള െച�
യ്യുകയാെണങ്കിൽ ഫലങ്ങൾ സൂക്ഷ്മതരങ്ങളായിട്ടു വരും എേന്ന ഉള്ളൂ. ദ്വിഘ്നവിഷമസംഖ്യ�
േയാടു തുല്യങ്ങളായിട്ടിരിക്കുന്ന സംസ്കാരഹാരകങ്ങെള കല്പിക്കുവാൻ സാധിക്കാത്ത സ്ഥി�
തിക്കു്, അതിേനാടു് അടുത്തുള്ള സംസ്ക്കാരഹാരകങ്ങെള കല്പിക്കുവാേന നിവൃത്തിയുള്ളൂ. ഇങ്ങ�
െന കല്പിച്ചിരിക്കുന്ന സംസ്ക്കാരത്തിൽ സ്ഥൗല്യെമത്രയുെണ്ടന്നറിവാൻ സംസ്ക്കാരഫലേയാഗ�
വും വിഷമസംഖ്യാഫലവും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരം കാേണണ്ടുകയാൽ, അവെയ സമേച്ഛദ�
ങ്ങളാേക്കണം. അജ്ഞാതങ്ങളായിരിക്കുന്ന സംഖ്യകെള സമേച്ഛദങ്ങളാക്കുവാനുള്ള ഉപാ�
യെത്ത േമേല്പാട്ടു പറയുന്നു.

ഇവിെട സംഖ്യ അറിേഞ്ഞ സമേച്ഛദങ്ങളാക്കാവൂ. സംഖ്യ ഇങ്ങെന എന്നു
വരുകിൽ എല്ലാടേത്തയ്ക്കും െകാള്ളരുെതന്നു വരും. എേന്നടേത്തയ്ക്കു സംഖ്യ അറി�
യാെതയും സമേച്ഛദങ്ങളാക്കുവാനുമുണ്ടുപായം, ധനണ്ണൎപരികല്പനംെകാണ്ടു്. അതു്
എങ്ങെന എന്നു്. അതുണ്ടു് െചാല്ലീട്ടു്—

“ഋണമൃണധനേയാഘൎാേതാ
ധനമൃണേയാദ്ധൎനവേധാ ധനം ഭവതി”

എന്നു തുടങ്ങീട്ടു്.
യാെതാരു രാശി ഋണഭൂതമായിരിക്കുന്നൂ, യാെതാരു രാശി ധനഭൂതമായിട്ടും

ഇരിക്കുന്നൂതും അവ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചുണ്ടായ സംഖ്യെയ ഋണമായിട്ടിരിെപ്പാന്നു്
എന്നറിേയണം. പിെന്ന ധനമായിട്ടിരിക്കുന്ന രണ്ടു രാശികൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു
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ധനങ്ങളായിട്ടിരിെപ്പാന്നു്, പിെന്ന ഋണങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതും ധനമായിട്ടിരി�
െപ്പാന്നു്, എന്നിങ്ങെന അറിേയണം.

പിെന്ന സംഖ്യ അറിയാെത രാശിെവക്കുംപ്രകാരം ഇങ്ങെന എന്നും അറിേയ�
ണം. അതു് എങ്ങെന എന്നു്. ഇവിെട സംഖ്യ അറിയാത്ത രാശി എത്ര സംഖ്യയായി�
ട്ടുള്ളൂ എന്നുെണ്ടെല്ലാ ഉള്ളൂ അത്ര സംഖ്യെകാണ്ടു് ആതതു സ്ഥാനത്തിങ്കന്നു മീെത്ത
സ്ഥാനത്തു കേരറൂന്നു എന്നു കല്പിക്കുന്നതു്, മാെറ്റല്ലാംേപാെല ഒന്നു്, പത്തു്, നൂറു്
എന്നിങ്ങെന പതിന്മടങ്ങല്ല സ്ഥാനാന്തരങ്ങെള കല്പിക്കുന്നൂ. ഈവണ്ണമാകുേമ്പാളാ�
ദിയിങ്കെല രൂപസ്ഥാനം. അവിെട ആ രാശിയിങ്കെല സംഖ്യേയാളം തികഞ്ഞാൽ
രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു കേരറൂ. എന്നിട്ടു രണ്ടാമതു രാശിസ്ഥാനം. രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു്
ഒന്നുണ്ടാകുേമ്പാൾ രാശി തുല്യസംഖ്യ അതു് എന്നു് അറിേയണ്ടൂ. എന്നിട്ടു രണ്ടാം�
സ്ഥാനത്തിന്നും അത്ര സംഖ്യെകാണ്ടു കേരറുകയാൽ മൂന്നാംസ്ഥാനം രാശിയുെട
വഗ്ഗൎസ്ഥാനം. പിേന്നയുമവ്വണ്ണമാകയാൽ നാലാമതു ഘനസ്ഥാനം. പിെന്ന വഗ്ഗൎ�
വഗ്ഗൎസ്ഥാനം. അവ്വണ്ണ ം സമപഞ്ചഘാതസമഷൾഘാതാദി സ്ഥാനങ്ങൾ മീെത്ത
മീേത്തതു് എന്നു അറിേയണ്ടൂ. അതുണ്ടു െചാല്ലീട്ടു്–

“അവ്യക്തവഗ്ഗൎഘനവഗ്ഗൎവഗ്ഗൎപഞ്ചഹതഷഡ്ഢതാദീനാം സ്ഥാനാനീ”

എന്നു തുടങ്ങീട്ടു്.
ഇവിെട ഒടുക്കെത്ത വിഷമസംേഖ്യ രാശി എന്നുകല്പിച്ചുെവക്കുംപ്രകാരെത്ത

കാട്ടുന്നൂ. ഇവിെട രണ്ടു വരിയായി ചില ഖണ്ഡങ്ങെള എഴുതൂ, ഓേരാ സ്ഥാനം
ഓേരാ ഖണ്ഡത്തിൽ അകെപ്പടുമാറു്. അതിൽ മീെത്ത വരി അംശേകാഷ്ഠങ്ങൾ,
കീെഴ വരി േഛദേകാഷ്ഠങ്ങൾ എന്നിങ്ങെന കല്പിച്ചുെവക്കുംപ്രകാരെത്ത കാട്ടുന്നൂ.
വിഷമസംഖ്യ 1 0 . ഇവിെട ഋണഭൂതമായിരിക്കുന്ന രാശിക്കു് ഏതാനും ഒറ്റു
അടയാളം കൂടി െവച്ചുെകാള്ളണം. ശൂന്യത്തിനു യാെതാരു വസ്തു െവക്കുന്നതു് അതു
താൻ. ഇവിെട നേടെത്ത സംസ്കാരഹാരകം രാശിെയ ഇരട്ടിച്ചതിങ്കന്നു രണ്ടു കുറ�
യും. അതിന്നു രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു രണ്ടു്, നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു് ഋണരൂപമായിട്ടു രണ്ടു്

2◦ 2◦ . പിെന്ന രണ്ടാം സംസ്കാരഹാരകം രാശിെയ ഇരട്ടിച്ചതിങ്കന്നു രേണ്ടറും.
അതിന്നു രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു രാശി ഇരട്ടി എന്നിട്ടു രണ്ടു്, നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു ധന�
രൂപമായിട്ടു രണ്ടു രൂപവും 2 2 ഇങ്ങെന െവക്കും പ്രകാരം.

വ്യാഖ്യാനം: അവ്യക്തരാശിെയ െവച്ചു ക്രിയെചയ്യുേമ്പാൾ രണ്ടു സംഗതികൾ മനസ്സിലാ�
ക്കുവാനുണ്ടു്. (1) ധനണ്ണൎപരികല്പനം (2) സംഖ്യെയ െവക്കുംപ്രകാരം (കവടിെകാണ്ടൂ ക്രിയ
െചയ്യുേന്നടത്തു്).
(1) ധനണ്ണൎപരികല്പനം:–

ധനം × ഋണം = ഋണം.
ധനം × ധനം = ധനം.
ഋണം × ഋണം = ധനം.

(2) സംഖ്യെയ െവക്കുംപ്രകാരം:– ഒരു സംഖ്യെയ െവക്കുേമ്പാൾ ഏകം, ദശം, ശതം എന്നു
തുടങ്ങിയുള്ള സ്ഥാനങ്ങെള കല്പിക്കുന്നു. സംഖ്യകൾ പത്തിൽ പത്തിൽ ഓേരാ സ്ഥാ�
നം കേരറുന്നതായിട്ടു സാധാരണ കല്പിക്കുന്നു. ഇവിെട ആദ്യെത്ത സ്ഥാനം രൂപസ്ഥാ�
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നം; രണ്ടാംസ്ഥാനം പത്താകുന്ന രാശിസ്ഥാനം; മൂന്നാമേത്തതു പത്തിെന്റ വഗ്ഗൎ (നൂ�
റു്) സ്ഥാനം; നാലാമേത്തതു പത്തിെന്റ ഘന(സഹസ്ര)സ്ഥാനം. ഇങ്ങെന സംഖ്യക�
ളുെട സംസ്ഥാനം വ്യവഹാരാത്ഥൎ മായി കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു ഇപ്രകാരംതെന്ന സംഖ്യക�
െള എട്ടിൽ എട്ടിൽ കേരറുന്നതായിട്ടു കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ ആദ്യേത്തതു രൂപസ്ഥാ�
നം. അവിെട എട്ടു സംഖ്യ ഉണ്ടാകുേമ്പാൾ എട്ടാകുന്ന രാശിസ്ഥാനത്തു ഒന്നുണ്ടാകും.
അേപ്പാൾ രണ്ടാമേത്തതു് എട്ടാകുന്ന രാശിസ്ഥാനം. മൂന്നാമേത്തതു് എട്ടിെന്റ വഗ്ഗൎസ്ഥാ�
നം ഇങ്ങെന. പത്തിേന്റയും എട്ടിേന്റയും സ്ഥാനത്തു് ഒരവ്യക്തരാശി(ര )െയ കല്പിക്കുക�
യാെണങ്കിൽ, ആദ്യേത്തതു രൂപസ്ഥാനം തെന്ന. രണ്ടാമേത്തതു ര എന്ന രാശിസ്ഥാ�
നം. മൂന്നാമേത്തതു ര2 എന്ന വഗ്ഗൎസ്ഥാനം. നാലാമേത്തതു ര3 എന്ന ഘനസ്ഥാനം.
പിെന്ന ഇവെറ്റ െവക്കുംപ്രകാരം. രണ്ടു വരിയായിട്ടു ചില ഖണ്ഡങ്ങെള വരക്കൂ. മുകളി�
െല വരി അംശം, താേഴത്തതു േഛദം. ഓേരാ ഖണ്ഡം ഓേരാ സ്ഥാനെമന്നും കല്പി�
ക്കുക. ആദ്യെത്ത ഖണ്ഡം രൂപസ്ഥാനം, രണ്ടാംഖണ്ഡം രാശിസ്ഥാനം, മൂന്നാംഖണ്ഡം
രാശിവഗ്ഗൎസ്ഥാനം. ഇങ്ങെന േമേല്പാട്ടുള്ള സ്ഥാനങ്ങൾ. സംഖ്യ ഋണെമന്നു കാണിക്കു�
വാൻ സംഖ്യയുെട മീെത ഒരു ഭദ്രംെവച്ചാൽ മതി.

പിെന്ന ഇവ മൂന്നും േഛദങ്ങൾ എന്നു കല്പിച്ചു് ഇവറ്റയ്ക്കു് ഓേരാ രൂപം അംശെമ�
ന്നും കല്പിച്ചു് അേന്യാന്യഹാരാഭിഹതൗ ഹരാംശൗ രൗേശ്യാസ്സമേച്ഛദവിധാന�
േമവം, എന്നതിന്നു തക്കവണ്ണം സമേച്ഛദങ്ങളാക്കുേമ്പാൾ ഇവെറ്റെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച
ഫലങ്ങൾ സമേച്ഛദങ്ങളായിട്ടുണ്ടാകും. േഛദെമാേന്ന വരും. അതാകുന്നതു നേട�
േത്തതു ശൂന്യം, രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു ഋണമായിട്ടു നാലു്, മൂന്നാംസ്ഥാനത്തു ഋണവും
ധനവും നന്നാലുണ്ടാകെകാണ്ടു തങ്ങളിൽ മാറീട്ടു ശൂന്യം, നാലാംസ്ഥാനത്തു് നാലു്.
ഇങ്ങെന േഛദസംഖ്യ. പിെന്ന വിഷമസംഖ്യെയെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച അംശം നേടെത്ത
സ്ഥാനത്തു് ഋണമായിട്ടു നാലു്, രണ്ടാം സ്ഥാനത്തു് ശൂന്യം, മൂന്നാംസ്ഥാനത്തു നാലു്.
രണ്ടാംസംസ്കാരഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലത്തിങ്കെല അംശം പിെന്ന. നേടെത്ത
സ്ഥാനത്തു ശൂന്യം, രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു ഋണമായിട്ടു രണ്ടു്, മൂന്നാംസ്ഥാനത്തു ധനമാ�
യിട്ടു രണ്ടു്. പിെന്ന നേടെത്തസംസ്കാരഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലത്തിങ്കെല
അംശത്തിന്നു നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു ശൂന്യം, രണ്ടാംസ്ഥാനത്തും മൂന്നാംസ്ഥാനത്തും
ഈരണ്ടു്. സംസ്കാരഫലേയാഗം പിെന്ന നേടെത്ത സ്ഥാനങ്ങൾ രണ്ടിങ്കലും ശൂന്യം

മൂന്നാംസ്ഥാനത്തു നാലു്. വിഷമസംഖ്യാപ്തം
4 0 4◦

4 0 4◦ 0
; പ്രഥമഹാരാപ്തം

2 2 0
4 0 4◦ 0

; ദ്വിതീയമഹാരാപ്തം
2 2◦ 0

4 0 4◦ 0
; സംസ്കാരഫലേയാഗം

4 0 0
4 0 4◦ 0

. എന്നാൽ സംസ്കാരഫലേയാഗം വിഷമസംഖ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ച

ഫലത്തിൽ നാേലറും. എന്നാൽ മീെത്തസ്സമസംഖ്യ ഇരട്ടിച്ചതു സംസ്കാരഹാരകെമ�
ന്നു കല്പിക്കുേമ്പാൾ ഒടക്കെത്ത വിഷമസംഖ്യാഘനെത്ത തെന്റ മൂലം കളഞ്ഞിരിക്കു�
ന്നതുെകാണ്ടു നാലിൽ ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന വ്യാസെത്ത ഹരിച്ച ഫലം സ്ഥൗല്യമാകുന്ന
അംശം എന്നു് അറിേയണ്ടുവതു്. ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ സംസ്കാരഫലം േവണ്ടതിങ്കന്നു്
ഏറിേപ്പാെയേല്ലാ.
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എന്നിട്ടു സംസ്കാരാന്തരെത്ത ഓക്കുൎംപ്രകാരം. ഇവിെട രണ്ടു ഹാരകത്തിലും
ഓേരാന്നു കൂട്ടിെക്കാള്ളൂ എന്നു കല്പിക്കുന്നതു്. ഇവിെട മൂന്നു ഹാരകങ്ങളും തമ്മിൽ ഗു�
ണിച്ചെതല്ലാം സമേച്ഛദമാകുന്നതു്; അതതിെന്റ അംശമാകുന്നതു മെറ്റ ഹാരകങ്ങൾ
രണ്ടും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു്. അവിെട വിഷമസംഖ്യാംശമാകുന്നതു സംസ്കാരഹാരക�
ങ്ങൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു്. ഇവിെട അസ്സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിൽ രണ്ടിങ്കലും
ഓേരാ സംഖ്യകൂട്ടി തങ്ങളിൽ ഗുണിക്കുേമ്പാൾ എത്ര ഉണ്ടു് എറുവതു നേടേത്തതിൽ
എന്നു ഓർക്കുന്നതു്. അവിെട ഒന്നിൽ കൂട്ടിയ ഒന്നിെന മെറ്റ ഹാരകംെകാണ്ടു ഗുണി�
പ്പൂ. അവിെട കൂട്ടിയതിെന മെറ്റ ഹാരകത്തിൽ ഒന്നു കൂട്ടിയതിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിപ്പൂ.
പിെന്ന അവ രണ്ടും തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ. അതു് ഓേരാന്നു് കൂട്ടിയാൽ ഏറുന്ന അംശമാകു�
ന്നതു്. ഇവിെട രണ്ടു ഹാരകങ്ങേളയും ഒരു രൂപം െകാണ്ടാണെല്ലാ ഗുണിേക്കണ്ടൂ.
എന്നിട്ടു് ഈ സംസ്കാരഹാരേയാഗെത്ത രൂപെത്തെക്കാണ്ടൂ ഗുണിച്ചുെകാള്ളാം.
സംസ്കാരഹാരേയാഗം പിെന്ന നാലിൽ ഗുണിച്ച രാശിേയാെടാക്കും, ഒരു ഹാരകം
രാശിെയ ഇരട്ടിച്ചതിൽ രണ്ടൂ കുറയും മേറ്റതു രേണ്ടറും എന്നിട്ടു്. എന്നാൽ സമേച്ഛ�
ദമായിരിക്കുന്ന വിഷമസംേഖ്യെട അംശത്തിങ്കൽ നാലിൽ ഗുണിച്ച രാശിയും ഒരു
രൂപവുേമറും. നേടെത്ത സംസ്കാരഹാരകത്തിങ്കെല അംശം പിെന്ന വിഷമസം�
ഖ്യയും രണ്ടാംസംസ്കാര ഹാരകവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു്. അവിെട രണ്ടാംഹാര�
കത്തിൽ ഒേന്നറുകെകാണ്ടു രാശിതെന്ന ഏറുമെത്ര. ദ്വിതീയഹാരാംശത്തിങ്കലും
ഇത്രതെന്ന ഏറുമെത്ര. എന്നാൽ സംസ്കാരഹാരകങ്ങളുെട അംശേയാഗത്തിങ്കൽ
മുമ്പിലേത്തതിൽ രാശിെയ ഇരട്ടിച്ചതു് ഏറും. വിഷമസംഖ്യാംശത്തിങ്കൽ നാലിൽ ഗു�
ണിച്ച രാശിയും ഒരു രൂപവും ഏറും. എന്നാൽ ഇേപ്പാൾ രാശി സ്ഥാനത്തിങ്കലുംകൂടി
സ്ഥൗല്യമുണ്ടായി എന്നു വന്നൂ. മുമ്പിൽ രൂപസ്ഥാനത്തിങ്കേല സ്ഥൗല്യമുള്ളൂ.
വ്യാഖ്യാനം:

ഒടുക്കെത്ത വിഷമസംഖ്യ = ര .
ആദ്യെത്ത സംസ്കാരഹാരകം = 2ര − 2.

രണ്ടാമെത്ത സംസ്കാരഹാരകം = 2ര + 2.

ഇവയുെട അംശം നാലിൽ ഗുണിച്ച വ്യാസമാെണങ്കിലും, എളുപ്പത്തിന്നുേവണ്ടി അംശെത്ത
രൂപം എന്നു കല്പിക്കുന്നു.

സ്ഥൗല്യം =
1

2ര − 2

− 1

ര
+

1

2ര + 2

ഇവയുെട സമേച്ഛദം = ര (2ര − 2)(2ര + 2)

േഛദങ്ങളുെട ഘാതം സമേച്ഛദമാകുന്നു. അതതിെന്റ അംശം മേറ്റവ രണ്ടിേന്റയും േഛദങ്ങളു�
െട ഘാതമായിരിക്കും

സമേച്ഛദം = ര (2ര − 2)(2ര + 2)

= ര (4ര2 − 4ര + 4ര − 4)

= 4ര3 − 4ര2 + 4ര2 + 4ര

= 4ര3 − 4ര . 4 0 4◦ 0

ആദ്യസംസ്കാരഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം =
ര (2ര + 2)

4ര3 − 4ര
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=
2ര2 + 2ര
4ര3 − 4ര

.
2 2 0

4 0 4◦ 0

ദ്വിതീയഹാരകംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം =
ര (2ര − 2)

4ര3 − 4ര

=
2ര2 − 2ര
4ര3 − 4ര

.
2 2◦ 0

4 0 4◦ 0

വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലം =
(2ര + 2)(2ര − 2)

4ര3 − 4ര

=
4ര2 − 4

4ര3 − 4ര
.

4 0 4◦

4 0 4◦ 0

സംസ്കാരഹാരഫലേയാഗം =
2ര2 + 2ര + 2ര2 − 2ര

4ര3 − 4ര

=
4ര2

4ര3 − 4ര
.

4 0 0
4 0 4◦ 0

സംസ്കാരഫലേയാഗം-വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലം =
4ര2 − 4ര2 + 4

4ര3 − 4ര
=

4

4ര3 − 4ര
അേപ്പാൾ സംസ്കാരഫലേയാഗം േവണ്ടതിലധികം ഏറിേപ്പായി. സംസ്കാരഹാരകങ്ങെള വൎ�
ദ്ധിപ്പിേക്കണം. അതുെകാണ്ടു രണ്ടിലും ഓേരാന്നു കൂട്ടൂ.

അേപ്പാൾ ആദ്യസംസ്കാരഹാരകം = 2ര − 2 + 1 = 2ര − 1

രണ്ടാം സംസ്കാരഹാരകം = 2ര + 2 + 1 = 2ര + 3

വിഷമസംഖ്യ = ര
ഇവയുെട സമേച്ഛദം = ര (2ര − 1)(2ര + 3).

വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലാംശത്തിൽ മുമ്പിലേത്തതിൽ ഏറുന്ന അംശം
= (2ര + 3)(2ര − 1)− (2ര + 2)(2ര − 2)

= (2ര + 3)(2ര − 2) + 1× (2ര + 3)− (2ര + 2)(2ര − 2).
= (2ര + 2)(2ര − 2) + 1× (2ര + 3) + 1× (2ര − 2)− (2ര + 2)(2ര − 2)

= 1× (2ര − 2) + 1× (2ര + 3).

ഒരു ഹാരകത്തിേലറിയ ഒന്നുെകാണ്ടു മെറ്റ ഹാരകെത്ത ഗുണിക്കൂ.
1× (2ര − 2) = 2ര − 2.

(2ര − 2) എന്ന ഹാരകത്തിൽ കൂട്ടിയ ഒന്നുെകാണ്ടു മെറ്റ ഹാരകത്തിൽ ഒന്നു കൂട്ടിയ�
തിെന ഗുണിക്കു.

1× (2ര + 3) = 2ര + 3.
ഇവയുെട േയാഗം = 2ര − 2 + 2ര + 3 = 4ര + 1.

ഇതു് ഏറിയ ഭാഗമാകുന്നതു്.
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∴ വിഷമസംഖ്യാഫലാംശത്തിൽ മുമ്പിലേത്തതിൽ ഏറിയഭാഗം = 4ര + 1.

ആദ്യസംസ്കാരഫലാംശം = ര (2ര + 3)

ദ്വിതീയസംസ്കാരഫലാംശം = ര (2ര − 1)

ആദ്യസംസ്കാരഫലാംശത്തിൽ ഏറുന്ന അംശം = ര (2ര + 3)− ര (2ര + 2) = ര .
ദ്വിതീയസംസ്കാരഫലാംശത്തിേലറുന്ന അംശം = ര (2ര − 1)−ര×(2ര − 2) = ര .
സംസ്കാരഫലേയാഗാംശത്തിേലറുന്ന അംശം = 2ര .

ഇവിെട വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലം സംസ്കാരഫലേയാഗേത്തക്കാേളറുന്നു.

ഈ ഏറുന്ന അംശം = 4ര + 1− 2ര = 2ര + 1.
അേപ്പാൾ രാശിസ്ഥാനത്തുംകൂടി സ്ഥൗല്യം വന്നു. മുമ്പിൽ രൂപസ്ഥാനത്തു മാത്രേമ സ്ഥൗ�
ല്യമുണ്ടായിരുന്നുള്ളൂ.

എന്നാൽ സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിൽ ഒന്നു തികെയ കൂട്ടരുെതന്നു വന്നൂ. എങ്കിൽ
പിെന്ന എത്ര കൂട്ടൂ? എന്നിട്ടു ഒരു തികെയ കൂട്ടിയാെറ വിഷമസംേഖ്യെട അംശത്തി�
ങ്കൽ നാലിൽ ഗുണിച്ച രാശി ഏറും, മേറ്റവറ്റിെന്റ േയാഗത്തിങ്കൽ രണ്ടിൽ ഗുണിച്ച�
തു് ഏറും. ഇവിെട പിെന്ന, തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച രൂപെത്ത കൂട്ടുേമ്പാൾ ഇതിൽ
പാതി രൂപേമ ഏറി ഇരിപ്പൂ, സംസ്കാരഹാരകങ്ങൾ ഇരട്ടിച്ച രാശിേയാടു മിക്കതും
തുല്യെമെല്ലാ, എന്നിട്ടു്. ഇവിെട രൂപാന്തരം ഒേന്ന ഉള്ളൂ. നാലു രൂപാന്തരം ഉണ്ടാക�
യും േവണം, വിഷമസംഖ്യാംശത്തിങ്കൽ മേറ്റവ രണ്ടിേന്റയും േയാഗത്തിങ്കന്നു നാലു
കുറയുെമേല്ലാ, എന്നീട്ടു്. എന്നാൽ മുമ്പിൽ കല്പിച്ച സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിൽ, തെന്ന�
െക്കാണ്ടു ഹരിച്ച നാലുരൂപങ്ങൾ കൂേട്ടണം. അേപ്പാൾ വിഷമസംഖ്യയിങ്കെല അം�
ശത്തിങ്കൽ മിക്കവാറും എട്ടുരൂപേമറും, മേറ്റവ രണ്ടിേന്റയും േയാഗത്തിങ്കൽ നാലുരൂ�
പേമറും. എന്നാൽ ഇേപ്പാൾ മിക്കതും സൂക്ഷ്മമായി എന്നു കല്പിച്ചിട്ടു് , തെന്നെക്കാണ്ടു
ഹരിച്ച നാലുരൂപങ്ങൾ കൂട്ടുവാൻ െചാല്ലീ ആചായ്യൎൻ.

ഇവിെട ഇരട്ടിച്ച വിഷമസംഖ്യയിൽ രണ്ടു കുറഞ്ഞതും രണ്ടു് ഏറിയതും എെല്ലാ
മുമ്പിൽ സംസ്കാരഹാരകങ്ങളായിട്ടു കല്പിച്ചതു്. വിഷമസംഖ്യയുെട അടുത്തു് ഇരുപുറ�
വുമുള്ള സമസംഖ്യകെള ഇരട്ടിച്ചവ. പിേന്നവ ആകുന്നതു്. എന്നാലിവെറ്റ സമാനജാ�
തികളാക്കുേമ്പാൾ ഇരട്ടിച്ച സമസംഖ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽ നാലു് ഏറിയതു േഛദം, ഇരട്ടിച്ച
സമസംഖ്യതെന്ന അംശമാകുന്നതു്. ഇവ രണ്ടിേനയും നാലിൽ അപവത്തൎ ിച്ചാൽ
സമസംേഖ്യെട അദ്ധൎം അംശമാകുന്നതു്, സമസംഖ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽ രൂപം കൂടിയതു
േഛദമാകുന്നതു്. എന്നിട്ടു െചാല്ലീ.

“തസ്യാ ഊദ്ധൎ്വഗതാ യാ
സമസംഖ്യാ തദ്ദള ം ഗുേണാേന്ത സ്യാൽ | 

തദ്വേഗ്ഗൎാ രൂപയുേതാ ഹാരഃ”|| എന്നിങ്ങെന.

വ്യാഖ്യാനം: മുമ്പിലെത്ത സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിൽ ഒന്നു തികയകൂട്ടിയാൽ സ്ഥൗല്യം വ ൎ�
ദ്ധിക്കുന്നു. അേപ്പാൾ ഒന്നു കൂട്ടുവാൻ വയ്യ. രാശിസ്ഥാനത്തും സ്ഥൗല്യമുണ്ടാകയാൽ രാശി�
സ്ഥാനത്തും സംഖ്യയുള്ള ഒരു സംഖ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ച രൂപെത്ത കൂേട്ടണെമന്നും വന്നു. അതു�
െകാണ്ടു സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിൽ, തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച രൂപെത്ത കൂട്ടി പരീക്ഷിക്കാം.
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അേപ്പാൾ സംസ്കാരഹാരകങ്ങൾ
(

2ര − 2 +
1

2ര − 2

)
,
(

2ര + 2 +
1

2ര + 2

)
ആയിട്ടു തീരും. “എല്ലായിടത്തും ഒരു പ്രകാര ംതെന്ന െചാേല്ലണമേല്ലാ” എന്നിട്ടു് (2ര − 2)

എന്ന ഹാരകത്തിൽ
1

2ര − 2

കൂട്ടി. (2ര + 2) എന്ന ഹാരകത്തിൽ
1

2ര + 2

എന്നു
കൂട്ടി. ഹാരകങ്ങളിൽ ഓേരാന്നു കൂട്ടിയേപ്പാൾ, വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലാംശത്തിൽ ഏകേദ�
ശം നാലുരാശിയും സംസ്കാരഹാരകാപ്തഫലേയാഗത്തിൽ രണ്ടു രാശിയുമാണെല്ലാ ഏറിയ
അംശങ്ങളായിരുന്നതു്. എന്നാൽ തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച രൂപം കൂടുേമ്പാൾ സംസ്കാരഹാ�
രകങ്ങൾ രാശിയുെട മിക്കവാറും ഇരട്ടിയാകെകാണ്ടു്, അംശങ്ങളിൽ ഏറിയ ഭാഗങ്ങളും
മുമ്പിലേത്തവറ്റിൽ പകുതി രൂപങ്ങൾ ആയിട്ടിരിക്കും. അേപ്പാൾ വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലാം�
ശത്തിൽ ഏറിയഭാഗം രണ്ടു രൂപെമന്നും സംസ്കാരഹാരകാപ്തഫലമാേയാഗാംശത്തിൽ
ഏറിയ ഭാഗം ഒരു രൂപെമന്നും വരും. വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലാംശത്തിൽ സംസ്കാരഹാരകാ�
പ്തഫലാംശേയാഗേത്തക്കാൾ ഏറുന്നതു് ഒരു രൂപം.

4

4ര3 + 4ര
എന്ന സ്ഥൗല്യത്തിങ്കൽ

സംസ്കാരഹാരകാപ്തഫലേയാഗാംശം വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലാംശത്തിങ്കന്നു നാലുരൂപംെകാ�
ണ്ടു് ഏറിയിരിക്കുന്നു. ഈ സ്ഥൗല്യെത്ത പരിഹരിക്കുവാൻ വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലാംശത്തി�
ങ്കൽ നാലുരൂപേമറിയിരിക്കണം. അേപ്പാൾ, തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച രൂപങ്ങൾ അതാതു
ഹാരകങ്ങളിൽ കൂട്ടിയാൽ േപാരാ എന്നും തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച നാലു രൂപങ്ങൾ കൂേട്ട�
ണെമന്നും വന്നു. ഇേപ്പാൾ മിക്കതും സൂക്ഷ്മമായി എന്നു കല്പിക്കാം. ഇവിെട സ്ഥൗല്യങ്ങൾ
വരുേന്നടെത്തല്ലാം, സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിൽ അവെയ അേപക്ഷിച്ചു വളെര െചറിയ സം�
ഖ്യകൂട്ടുേമ്പാൾ േഛദങ്ങൾക്കു വ്യത്യാസം വരികയിെല്ലന്നു സങ്കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.

ഈ വിഷയെത്ത പ്രകാരാന്തേരണയും വിശദീകരിക്കാം. ആദ്യം സംസ്കാരഹാരകങ്ങ�
െള സമസംഖ്യയിലിരട്ടി എന്നു കല്പിച്ചു. അവിെട സംസ്കാരഹാരകാപ്തഫലേയാഗം വിഷമ�
സംഖ്യാപ്തഫലേത്തക്കാൾ

4

4ര3 − 4ര
െകാണ്ടു് ഏറിേപ്പായി. അേപ്പാൾ സംസ്കാരഹാരക�

ങ്ങളിൽ രൂപെത്ത കൂട്ടി.

അേപ്പാൾ സ്ഥൗല്യം =
1

2ര − 1

− 1

ര
+

1

2ര + 3

=
ര (2ര + 3)− (2ര − 1)(2ര + 3) + ര (2ര − 1)

ര (2ര − 1)(2ര + 3)

=
2ര2 + 3ര − 4ര2 − 6ര + 2ര + 3 + 2ര2 − ര

ര (2ര − 1)(2ര + 3)

=
−2ര + 3

ര (2ര − 1)(2ര + 3)
(ഋണരൂപം)

ഇവിെട വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലം സംസ്കാരഫലേയാഗേത്തക്കാേളറി. രാശിസ്ഥാനത്തും
സ്ഥൗല്യം വന്നു.

അേപ്പാൾ തേന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച രൂപെത്ത സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിൽ കൂടുവാൻ നിശ്ച�
യിച്ചു.

അവിെട സ്ഥൗല്യം =
1

2ര − 2 + 1

2ര−2

− 1

ര
+

1

2ര + 2 + 1

2ര+2

=

{
ര (2ര + 2 +

1

2ര + 2

)
−
(

2ര − 2 +
1

2ര − 2

)
×
(

2ര + 2 +
1

2ര+2

)
+ ര

(
2ര − 2 +

1

2ര−2

)}
÷േഛദം.
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=
2ര2 + 2ര + 1

2
− 4ര2 + 4− 1− 1 + 2ര2 − 2ര + 1

2

േഛദം
=

3

േഛദം
. (മിക്കവാറും)

ഇവിെട വിഷമസംഖ്യെയ ദ്വിഘ്നസമസംഖ്യയുെട പകുതിെയന്നും സംസ്കാരഹാരകഘാ�
താപ്തമായിരിക്കുന്ന രൂപം വളെര െചറുതാകെകാണ്ടുേപക്ഷിക്കാെമന്നും കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.

ഇവിെട സംസ്കാരഹാരകാപ്തഫലേയാഗം വിഷമസംഖ്യാപ്തഫലേത്തക്കാൾ ഏറിേപ്പാ�
യി. ആദ്യം സ്ഥൗല്യം

4

േഛദം
സംസ്കാരഹാരകങ്ങളിൽതെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച രൂപം േച ൎ�

ത്താൽ സ്ഥൗല്യം
3

േഛദം
. അേപ്പാൾ തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച നാലുരൂപം േചത്തൎ ാൽ സ്ഥൗ�

ല്യം മിക്കവാറും ശൂന്യമാകുവാൻ ന്യായമുണ്ടു്. അേപ്പാൾ അങ്ങെന കല്പിക്കൂ. ഇവിെട േഛദ�
ത്തിൽ വ്യത്യാസം വരുന്നിെല്ലന്നു സംകല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.

ഇവിെട സ്ഥൗല്യം =
1

2ര − 2 + 4

2ര−2

− 1

ര
+

1

2ര + 2 + 4

2ര+2

=

{
ര (2ര + 2 +

4

2ര + 2

)
−
(

2ര − 2 +
4

2ര − 2

)
×
(

2ര + 2 +
4

2ര+2

)
+ ര

(
2ര − 2 +

4

2ര−2

)}
÷േഛദം

=
2ര2 + 2ര + 2− 4ര2 + 4− 4− 4 + 2ര2 − 2ര + 2

േഛദം
(മിക്കവാറും)

= ശൂന്യം

അേപ്പാൾ സംസ്കാരം = 4വ്യാസം× 1

(2ര + 2) + 4

2ര+2

=
4വ്യാസം× (2ര + 2)

(2ര + 2)2 + 4

= 4വ്യാസം×
ര+1

2

(ര + 1)2 + 1

പിെന്ന ഇസ്സംസ്കാരത്തിനും എത്രയുണ്ടു സ്ഥൗല്യം എന്നു് അറിേയണ്ടുകിൽ മു�
മ്പിൽ െചാല്ലിയവണ്ണം തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച നാലുരൂപം കൂട്ടിയ സംസ്കാരഹാരക�
ങ്ങൾക്കും വിഷമസംഖ്യക്കും സമേഛദമുണ്ടാക്കൂ. ഇവ െവക്കുംപ്രകാരം. നേട കല്പിച്ച
സംസ്കാരഹാരകം ഇരട്ടിച്ച രാശിയിൽ രണ്ടു കുറകെകാണ്ടു രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു രണ്ടു്,
നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു് ഋണമായിട്ടു രണ്ടു്. ഇങ്ങെന നേടെത്ത സംസ്കാരഹാരകം.
രണ്ടാമതു പിെന്ന ദ്വിഘ്നരാശിയിൽ രേണ്ടറുകയാൽ രണ്ടു സ്ഥാനത്തും ധനമായിട്ടു
രണ്ടു്. ഇവറ്റിനു അംശം ഓേരാന്നു്. പിെന്ന ഈ േഛദങ്ങളിൽ തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരി�
ച്ച നാലു രൂപം കൂട്ടുേമ്പാൾ േഛദവഗ്ഗൎത്തിൽ നാലു കൂട്ടിയതു േഛദം, നേടെത്ത േഛ�
ദേത്താടു തുല്യം അംശം. പിെന്ന േഛദാംശങ്ങെള അദ്ധൎിക്കാം. എന്നാൽ പ്രഥമസം�
സ്കാരഹാരകേഛദത്തിങ്കൽ മൂന്നാംസ്ഥാനത്തു രണ്ടു്, രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു ഋണമായി�
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ട്ടു നാലു്, നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു ധനമായിട്ടു നാലു്. രണ്ടാമതിങ്കൽ പിെന്ന വിേശ�
ഷം രണ്ടാം സ്ഥാനെത്ത നാലുംകൂട്ടി ധനം എന്നു്. അംശങ്ങൾ പിെന്ന രണ്ടിന്നും
രണ്ടു സ്ഥാനങ്ങളിലും ഓേരാന്നു്. അവിെട നേടേത്തതിെന്റ നേടെത്ത സ്ഥാനേത്ത�
തു് ഋണം എന്നു വിേശഷം. പിെന്ന വിഷമസംഖ്യാേഛദം രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു് ഒന്നു
നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു ശൂന്യ ം. അംശെമാന്നു്. പിെന്ന ഇവ മൂന്നിന്നും “അേന്യാന്യ�
ഹാരാഭിഹതൗഹരാംശൗ” എന്നു സമേച്ഛദമാക്കൂ. അേപ്പാൾ സമേഛദത്തിന്നു് ആറു�
സ്ഥാനം, ആറുഖണ്ഡത്തിൽ. ഇവിെട നേടെത്ത ഖണ്ഡത്തിൽ ശൂന്യം, രണ്ടാംഖണ്ഡ�
ത്തിൽ പതിനാറു്, പിെന്ന മൂന്നിലും ശൂന്യം, പിെന്ന ആറാംഖണ്ഡത്തിൽ നാലു്. ഇവി�
െട നേടെത്ത സ്ഥാനം കൂടായുേമ്പാൾ വിഷമസംഖ്യാംശം.6

വ്യാഖ്യാനം 6: ഇവിെട നേടെത്ത ഖണ്ഡം മാച്ചു കളയുകയാെണങ്കിൽ, മുമ്പിലെത്ത
രണ്ടാംസ്ഥാനം അേപ്പാഴെത്ത ആദ്യസ്ഥാനമായിട്ടു വരും. ഇങ്ങെന എല്ലാ സംഖ്യകളും
ഓേരാസ്ഥാനം ഇറങ്ങിയിരിക്കും. ഇങ്ങെന ഉണ്ടാകുന്ന സംഖ്യ വിഷമസംഖ്യാംശം.

ഇവിെട ഒരു ഖണ്ഡത്തിെല സംഖ്യ മീെത്ത ഖണ്ഡത്തിൽ കേരറുകയില്ല. പത്തി�
േലറിയാലും പത്തിെലെല്ലാ കേരേറണ്ടൂ. എന്നിട്ടു് അസ്സംഖ്യ അറിയാെത്ത രാശി
ആകയാൽ രാശി തുല്യസംഖ്യെകാണ്ടു കേരറുവാെനാ ഉപായമിെല്ലെല്ലാ. എന്നിട്ടു് 
ഇവിേടയും ഒരു സ്ഥാനത്തു വരുന്ന സംഖ്യകൾ ധനണ്ണൎം ഒെന്നങ്കിൽ കൂേട്ടണം, രണ്ടു്
എങ്കിൽ അന്തരിക്കാം. അേത്ര ആവൂ. ഇവിടുെത്ത നേടെത്ത സംസ്കാരാംശ ം പിെന്ന.
ഇതിന്നും അഞ്ചുസ്ഥാനം. നേടേത്തതു ശൂന്യം, രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു് ഋണന്നാലു്, മൂന്നാ�
മതു് ശൂന്യം, പിെന്ന രണ്ടു സ്ഥാനത്തും ഈ രണ്ടു്. ദ്വിതീയസംസ്കാരഹാരകത്തിെന്റ
അംശം പിെന്ന. നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു ശൂന്യം, രണ്ടാേമ്മടത്തു നാലു്, പിെന്ന ശൂന്യം,
പിെന്ന ഋണ ം രണ്ടു്, പിെന്ന അഞ്ചാംസ്ഥാനത്തു ധനമായിട്ടു രണ്ടു്. ഇങ്ങെന ക്രമം.
സംസ്കാരഫലേയാഗം പിെന്ന. അഞ്ചാംസ്ഥാനത്തു നാലു്, മേറ്റവ ശൂന്യം. ഇതിെന
വിഷമസംഖ്യാഫലത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ നേടെത്ത സ്ഥാനത്തു പതിനാറു േശഷി�
ക്കുമെത്ര. പിെന്ന േശഷിച്ച അംശെത്തയും േഛദേത്തയും നാലിൽ അപവത്തൎ ിച്ചാൽ
അംശം നാലും, േഛദം ആറാ ംസ്ഥാനത്തു് ഒന്നും, രണ്ടാംസ്ഥാനത്തു നാലു്, മേറ്റവ
ശൂന്യം. ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ വിഷമസംഖ്യയുെട പഞ്ചാഹതിയിൽ നാലിൽ ഗുണിച്ച
മൂലം കൂട്ടിയതു േഛദം. ഇതിലിറങ്ങിയ നാലംശം സ്ഥൗല്യമാകുന്നതു് എന്നു വന്നൂ.

വ്യാഖ്യാനം:

ഇവിെട സ്ഥൗല്യം =
1

ര
−
{

1

2ര − 2 + 4

2ര−2

+
1

2ര + 2 + 4

2ര+2

}
1

2ര − 2 + 4

2ര−2

=
1

(2ര−2)2+4

2ര−2

=
2ര − 2

(2ര − 2)2 + 4

=
2ര − 2

4ര2 − 8ര + 4 + 4

=
ര − 1

2ര2 − 4ര + 4
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1

2ര + 2 + 4

2ര+2

=
2ര + 2

4ര2 + 8ര + 8

=
ര + 1

2ര2 + 4ര + 4

അേപ്പാൾ സ്ഥൗല്യം =
1

ര
−
{

ര − 1

2ര2 − 4ര + 4

+
ര + 1

2ര2 + 4ര + 4

}
സമേച്ഛദം = ര (2ര2 + 4ര + 4)(2ര2 − 4ര + 4)

= ര {(4ര4 − 8ര3 + 8ര2) + (8ര3 − 16ര2 + 16ര )
+(8ര2 − 16ര + 16)}

= ര (4ര4 + 16)

= 4ര5 + 16ര .

വിഷമസംഖ്യാംശം = 4ര4 + 16

പ്രഥമസംസ്കാരഹാരകാംശം
= ര (ര − 1)(2ര2 + 4ര + 4)

= ര (2ര3 + 4ര2 + 4ര − 2ര2 − 4ര − 4)

= 2ര4 + 2ര3 − 4ര .

4 8◦ 8
8 16◦ 16

8 16◦ 16
4 0 0 0 16 0

ദ്വിതീയഹാരകാംശം
= ര (ര + 1)(2ര2 − 4ര + 4)

= ര (2ര3 − 4ര2 + 4ര + 2ര2 − 4ര + 4)

= 2ര4 − 2ര3 + 4ര
∴ സംസ്കാരഫലേയാഗാംശം

= (2ര4 + 2ര3 − 4ര ) + (2ര4 − 2ര3 + 4ര )
= 4ര4.

വിഷമസംഖ്യാംശവും സംസ്കാരഫലേയാഗാംശവും തങ്ങളിെല അന്തരം

= 4ര4 + 16− 4ര4

= 16.

അേപ്പാൾ സ്ഥൗല്യം =
16

4ര5 + 16ര

=
4

ര5 + 4ര
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പരിദ്ധ്യാനയനപ്രകാരാന്തരങ്ങൾ
ഇേപ്പാൾ ഇതിന്നു തക്കവണ്ണം പരിധിെയ വരുത്താം. അതിെന്റ പ്രകാരെത്ത െചാ�
ല്ലുന്നൂ.

“സമപഞ്ചാഹതേയാ യാ
രൂപാദ്യയുജാഞ്ചതുർഘ്നമൂലയുതാഃ |

താഭിേഷാഡശഗുണിതാൽ
വ്യാസാൽ പൃഥഗാഹേതഷു വിഷമയുേതഃ ||

സമഫലയുതിമപഹായ
സ്വാദിഷ്ടവ്യാസസംഭവഃ പരിധിഃ” | ഇതി

(തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഇവിെട പരിധി വരുത്തുവൻ അതിെന്റ പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ. ഇവിെട പ്രാ�
യികമായിരിക്കുന്ന പരിധിക്കു് ഇസ്സംസ്കാരം ൈചതാൽ ഇത്ര സ്ഥൗല്യമുെണ്ടന്നറി�
ഞ്ഞാൽ അതു കൂട്ടീതാകിൽ ഏറിേപ്പായി എന്നാലതിനു മീെത്ത വിഷമസംഖ്യെകാ�
ണ്ടു് ഉണ്ടാക്കിയ സംസ്കാരഫലം കളഞ്ഞാൽ ഒട്ടു സൂക്ഷ്മമാകും. പിന്നയും പിന്നയും
സംസ്കാരം ൈചതാൽ സൂക്ഷ്മമാകും എന്നു വന്നിരിക്കുേമ്പാൾ ആദിയിങ്കന്നു തുടങ്ങീട്ടു
തെന്ന ഈ സംസ്കാരം ൈചതുെകാണ്ടാലും. പരിധി സൂക്ഷ്മമാകുെമന്നു വരും. എന്നു്
ഇതിന്നു് ഉപപത്തി.

വ്യാഖ്യാനം:
പരിധി = 4വ്യ − 4വ്യ

3

+
4വ്യ

5

− 4വ്യ
7

+ · · · · · ·

=

(
4വ്യ − 4വ്യ

2.1 + 2 + 4

2.1+2

)

+

(
4വ്യ

2.1 + 2 + 4

2.1+2

− 4വ്യ
3

+
4വ്യ

2.3 + 2 + 4

2.3+2

)

−
(

4വ്യ
2.3 + 4 + 4

2.3+2

− 4വ്യ
5

+
4വ്യ

2.5 + 2 + 4

2.5+2

)

+

(
4വ്യ

2.5 + 2 + 4

2.5+2

− 4വ്യ
7

+
4വ്യ

2.7 + 2 + 4

2.7+2

)
− · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ഇവിെട 4വ്യ − 4വ്യ

2.1 + 2 +
4

2.1 + 2

= 4വ്യ − 4വ്യ
5

=
16വ്യ

5

=
16വ്യ

1
5 + 4.1(

1

2.1 + 2 + 4

2.1+2

− 1

3

+
1

2.3 + 2 + 4

2.3+2

)
,
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1

2.3 + 2 + 4

2.3+2

− 1

5

+
1

2.5 + 2 + 4

2.5+2

)
, · · · · · ·

തുടങ്ങിയവ എല്ലാം അതാതു ദിക്കിെല സ്ഥൗല്യങ്ങളാണെല്ലാ.

അേപ്പാൾ
1

2.1 + 2 + 4

2.1+2

− 1

3

+
1

2.3 + 2 + 4

2.3+2

= − 4

3
5 + 4.3

1

2.3 + 2 + 4

2.3+2

− 1

5

+
1

2.5 + 2 + 4

2.5+2

= − 4

5
5 + 4.5

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

വിഷമസംഖ്യാഫലം സംസ്കാരഫലേയാഗേത്തക്കാൾ ഏറുന്നു. അതുെകാണ്ടാണു് ഈ
സ്ഥൗല്യങ്ങൾ ഋണഭൂതങ്ങളായിട്ടു വന്നിരിക്കുന്നതു്.

∴ പരിധി =
16വ്യ

1
5 + 4.1

− 16വ്യ
3

5 + 4.3
+

16വ്യ
5

5 + 4.5
− · · · · · ·

േകവലം വിഷമ7സംഖ്യ ഇരട്ടിച്ചതു തെന്ന സംസ്കാരഹാരകം എന്നു കല്പിച്ചാൽ
അവിടുെത്ത സ്ഥൗല്യാംശെത്ത പരിഹരിച്ചു പരിധി വരുത്തും പ്രകാരം.

വ്യാഖ്യാനം 7: ‘േകവലം വിഷമസംേഖ്യ’ എന്നാണു് ഗ്രന്ഥങ്ങൾ മിക്കതിലും പാഠം കാ�
ണുന്നതു്. എന്നാൽ േശ്ലാകത്തിൽ സമസംഖ്യെയ ഇരട്ടിച്ചതിെന സംസ്കാരഹാരകം എന്നു
കല്പിച്ചിട്ടാണു് പരിധിെയ വരുത്തിയിരിക്കുന്നതു്. ഒരു ഗ്രന്ഥത്തിൽ ‘േകവലമവിഷമസംഖ്യ’
എന്നു തിരുത്തി എഴുതിക്കാണുന്നുണ്ടു്. “േകവലമവിഷമസംഖ്യ” എേന്നാ “േകവലം സമസം�
െഖ്യ” എേന്നാ ആക്കിയാൽ മാത്രേമ േശ്ലാകത്തിെന്റ അത്ഥൎ ത്തിേനാടു േയാജിക്കയുള്ളൂ.

“ വ്യാസാദ്വാരിധിനിഹതാൽ
പൃഥഗാപ്തം ത്ര്യാദ്യയുഗ്വിമൂലഘൈനഃ |

ത്രിഘ്നവ്യാേസ സ്വമൃണം
ക്രമശഃ കൃത്വാ പരിധിയാേനയഃ” || ഇതി

എന്നിെയ ഒടുക്കെത്ത വിഷമസംഖ്യാഫലത്തിെന്റ അദ്ധൎം സംസ്കരിക്കുന്നതു് എന്നാ�
വൂ ഇരിപ്പതു് എങ്കിൽ ആ വഴിയുണ്ടു പരിധിവരുത്തുംപ്രകാരം.

“ദ്വ്യാദിയുജാം വാ കൃതേയാ
േവ്യകാ ഹാരാ ദ്വിനിഘ്നവിഷ്കംേഭ |

ധനമൃണമേന്തേന്ത്യാദ്ധൎ്വഗതൗജ-
കൃതിദ്ദ ൎ്വിസഹിതാ ഹരസ്യാദ്ധൎം”8 || ഇതി.

വ്യാഖ്യാനം 8: “ദ്വിസഹിതാ ഹേരാ ദ്വിഘ്നഃ” എന്ന പാഠേഭദമുണ്ടു്.

പിേന്നയുമുണ്ടു്.
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“ദ്വ്യാേദശ്ചതുരാേദവ്വ ൎാ |
ചതുരധികാനാം നിേരകവഗ്ഗൎാേശ്ചൽ ||

ഹാരാഃ കുഞ്ജരഗുണിേതാ |
വിഷ്കംഭസ്സ്വമിതി കല്പിേതാ ഭാജ്യഃ ||

ഫലയുതിേരകത്ര വൃതി-
ഭാജ്യദളം ഫലഹീനമന്യത്ര” || ഇതി.

എന്നിങ്ങെന തുടങ്ങി.

സൂക്ഷ്മതരമാെയാരു സംസ്കാരം
അനന്തരം വിഷമസംഖ്യാഹരണാനന്തരം െചാല്ലിയ സംസ്കാരം നേടേത്തതിൽ സൂ�
ക്ഷ്മതരമായിരിേപ്പാരു സംസ്കാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ പിെന്ന.

“അേന്ത സമസംഖ്യാദള-
വഗ്ഗൎൈസ്സേകാ ഗുണസ്സ ഏവ പുനഃ |

യുഗഗുണിേതാ രൂപയുത-
സ്സമസംഖ്യാദളഹേതാ ഭേവദ്ധാരഃ” || ഇതി.9

വ്യാഖ്യാനം 9: ഇവിെട െകാടുത്തിരിക്കുന്ന വാക്യങ്ങെളല്ലാം തന്ത്രസംഗ്രഹത്തിൽനിന്നു്
ഉദ്ധരിച്ചിട്ടുള്ളവയാകുന്നു.

വ്യാഖ്യാനം: “വ്യാസാദ്വാരിധിനിഹതാൽ . . . . . . ”

ഇവിെട സംസ്കാരം =
4വ്യ

2ര + 2

.

∴ സ്ഥൗല്യം =
4വ്യ

2ര − 2

− 4വ്യ
ര

+
4വ്യ

2ര + 2

= 4വ്യ
{
ര (2ര + 2)− (2ര + 2)(2ര − 2) + ര (2ര − 2)

ര (2ര − 2)(2ര + 2)

}
= 4വ്യ × 2ര2 + 2ര − 4ര2 + 4 + 2ര2 − 2ര

4ര3 − 4ര .

= 4വ്യ × 4

4ര3 − 4ര

=
4വ്യ
ര3 − ര

∴ പരിധി = 4വ്യ − 4വ്യ
2.1 + 2

+
4വ്യ

3
3 − 3

+
4വ്യ

6
3 − 6

+ · · · · · ·

= 3വ്യ +
4വ്യ

3
3 − 3

− 4വ്യ
5

3 − 5

+
4വ്യ

7
3 − 7

− · · · · · ·

“ദ്വ്യാദിയുജാം വാ കൃതേയാ . . . . . . ”

ഇവിെട സംസ്കാരം =
4വ്യ
2ര

∴ സ്ഥൗല്യം =
4വ്യ

2(ര − 2)
− 4വ്യ

ര )
+

4വ്യ
2ര
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= 4വ്യ
(

2ര2 − 4ര2 + 8ര + 2ര2 − 4ര
4ര2(ര − 2)

)
= 4വ്യ

4ര
4ര2(ര − 2)

= 4വ്യ
1

ര2 − 2ര

= 4വ്യ
1

(ര − 1)2 − 1

∴ പരിധി = 4വ്യ − 4വ്യ
2

+
4വ്യ

2
2 − 1

− 4വ്യ
4

2 − 1

+
4വ്യ

6
2 − 1

− · · · · · ·

= 2വ്യ +
4വ്യ

2
2 − 1

− 4വ്യ
4

2 − 1

+
4വ്യ

6
2 − 1

− · · · · · ·

ഇതിൽ അന്ത്യയുഗ്മസംഖ്യയുെട േമെലയുള്ള ഓജസംഖ്യെയെവച്ചു് ഒരു സംസ്കാരം െച�
യ്യുന്നുെവങ്കിൽ സൂക്ഷ്മതരരായിരിക്കുന്ന പരിധി വരും.

ഒടുക്കെത്ത സമസംഖ്യയുെട മീെത്തയുള്ള വിഷമസംഖ്യെയ ര എന്നു കല്പിക്കൂ.

സംസ്കാരം =
4വ്യ

2(ര2 + 2)

ഇവിടെത്ത സ്ഥൗല്യം:-

സംസ്കാരഫലേയാഗം =
1

2(ര2 + 2)
+

1

2{(ര − 2)2 + 2}

=
1

2(ര2 + 2)
+

1

2(ര2 − 4ര + 6)

=
ര2 − 4ര + 6 + ര2 + 2

2(ര2 + 2)(ര2 − 4ര + 6)

=
2ര2 − 4ര + 8

2(ര2+2)(ര2−4ര+6)
=

ര2 − 2ര + 4

(ര2+2)(ര2−4ര+6)

∴ സ്ഥൗല്യം =
1

ര2 − 2ര
− ര2 − 2ര + 4

(ര2 + 2)(ര2 − 4ര + 6)

=
ര4 − 4ര2 + 6ര2 + 2ര2 − 8ര + 12−ര4 + 2ര3 − 4ര2 + 2ര3 − 4ര2 + 8ര

(ര2 − 2ര )(ര2 + 2)(ര2 − 4ര + 6)

=
12

(ര2 − 2ര )(ര2 + 2)(ര2 − 4ര + 6)

= ശൂന്യപ്രായം.

“ദ്വ്യാേദശ്ചതുരാേദ . . . . . . ”

ഇവിെട ആദ്യേത്തതിൽ എല്ലാ സംസ്കാരഫലങ്ങളും ധനഭൂതങ്ങൾ. രണ്ടാമേത്തതിൽ
എല്ലാം ഋണഭൂതങ്ങൾ.

ആദ്യേത്തതു്:

പരിധി = 4വ്യ
(

1− 1

3

+
1

5

− 1

7

+
1

9

− 1

11

+ · · · · · ·
)
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= 4വ്യ
{(

1− 1

3

)
+

(
1

5

− 1

7

)
+

(
1

9

− 1

11

)
+ · · · · · ·

= 4വ്യ
(

2

3

+
2

35

+
2

99

+ · · · · · ·
)

= 8വ്യ
(

1

2
2 − 1

+
1

6
2 − 1

+
1

10
2 − 1

+ · · · · · ·
)

രണ്ടാമേത്തതു്:

പരിധി = 4വ്യ
(

1− 1

3

+
1

5

− 1

7

+
1

9

− 1

11

+
1

13

− 1

15

+
1

17

− · · · · · ·
)

= 4വ്യ
{

1−
(

1

3

− 1

5

)
−
(

1

7

− 1

9

)
−
(

1

11

− 1

13

)
−
(

1

15

− 1

17

)
· · · · · ·

}
= 4വ്യ

(
1− 2

15

− 2

63

− 3

143

− 2

255

− · · · · · ·
)

= 4വ്യ
(

1− 2

4
2 − 1

− 2

8
2 − 1

− 2

12
2 − 1

− 2

16
2 − 1

− · · · · · ·
)

= 4വ്യ − 8വ്യ
4

2 − 1

− 8വ്യ
8

2 − 1

− 8വ്യ
12

2 − 1

− 8വ്യ
16

2 − 1

− · · · · · ·

“അേന്തസമസംഖ്യാേള . . . . . . ”

ഇവിെട സൂക്ഷ്മതരമായിരിക്കുന്ന ഒരു സംസ്കാരെത്ത പറയുന്നു.
ര = അന്ത്യവിഷമസംഖ്യ.

സംസ്കാരഗുണകാരം =
(
ര + 1

2

)
2

+ 1

=
(ര + 1)2 + 4

4

=
ര2 + 2ര + 5

4

ഹാരകം = (4× ഗുണകാരം + 1)×സമസംഖ്യാദളം

=

{
4(ര2 + 2ര + 5)

4

+ 1

}
× ര + 1

2

=
(ര2 + 2ര + 6)(ര + 1)

2

∴ സംസ്കാരം =
ര2 + 2ര + 5

4

× 2

(ര2 + 2ര + 6)(ര + 1)

=
ര2 + 2ര + 5

2(ര2 + 2ര + 6)(ര + 1)

=
ര2 + 2ര + 5

(2ര + 2)(ര2 + 2ര + 6)
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=
1

(2ര + 2) + (1 + 1

1+ര2+2ര+5

)
=

1

2ര + 2 + 2ര+2

ര2+2ര+5

=
1

2ര + 2 + 2

ര2+2ര+5

ര+1

=
1

2ര + 2 + 2

ര+1+ 4

ര+1

=
1

ര + 2 + 4

2ര+2+ 8

ര+1

=
1

(2ര + 2) + 4

2ര+2+ 16

2ര+2

ഈ സംസ്കാരം മുമ്പിൽ പറഞ്ഞ ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന, അവിടുെത്ത സ്ഥൗല്യമാ
16

4ര5 + 16ര
എന്നതിൽനിന്നും വരുത്തിയതാെണന്നു വരുന്നുണ്ടേല്ലാ. ഈ സ്ഥൗല്യേത്ത�

യും പരിഹരിപ്പാനായിെക്കാണ്ടു് ഇരട്ടിച്ച സമസംഖ്യയിൽ തെന്നെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചിരുന്ന 16-
െന തന്നിൽ കൂട്ടി അതുെകാണ്ടു ഹരിച്ച നാലുരൂപങ്ങൾ ഇരട്ടിച്ച സമസംഖ്യയിൽ കൂട്ടിയതു
സംസ്കാരഹാരകെമന്നു കല്പിേക്കണം. മുമ്പിൽ സംസ്കാരഹാരകത്തിങ്കന്നു വിഷമസംഖ്യാഫ�

ലത്തിൽ ഏറുന്ന അംശം
16

4ര5 + 16ര
ആണേല്ലാ. അേപ്പാൾ ഇരട്ടിച്ച സമസംഖ്യെകാണ്ടു

ഹരിച്ച നാലുരൂപങ്ങൾ മുഴുവൻ കൂട്ടുവാൻ വയ്യാ എന്നു വന്നു. അേപ്പാൾ നാലിെന്റ േഛദ�

ത്തിൽ
16

2ര + 2

കൂട്ടിയാൽ സൂക്ഷ്മതരമായിട്ടുള്ള സംസ്കാരമുണ്ടാകും.

മുമ്പിലെത്ത ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന ഈ സംസ്കാരത്തിങ്കലും സ്ഥൗല്യെത്ത വരുത്തി�
യാൽ അതുെകാണ്ടും പരിധിെയ വരുത്തുവാനുള്ള േശ്രഢിെയ ഉണ്ടാക്കാം. ഈ സ്ഥൗല്യ�
ത്തിൽനിന്നു പിേന്നയും സൂക്ഷ്മതരങ്ങളായിട്ടുള്ള സംസ്കാരങ്ങെള ഉണ്ടാക്കാം. ഇങ്ങെന മു�
മ്പിൽ പറഞ്ഞ ന്യായംെകാണ്ടു തെന്ന േമെല േമെലയുള്ള സംസ്കാരങ്ങേളയും േശ്രഢികേള�
യും വരുത്താം.

ഈ സംസ്കാരങ്ങെളെക്കാണ്ടു പരിധി എത്ര സൂക്ഷ്മമാകും എന്നതിെന കാണിപ്പാനാ�
യിെക്കാണ്ടു് ഒരുദാഹരണെത്ത കാണിക്കാം.

‘ആനൂ നനൂത്നാനനനുന്നനിത്യം’ (10000000000) എന്ന വ്യാസത്തിന്നു പരിധിെയ
വരുത്തുക.

പരിധി =
(

1− 1

3

+
1

5

+
1

7

+
1

9

· · ·
)
× 4വ്യ .

ഇവിെട വ്യ = 1000000000000 എന്നു കല്പിക്കൂ.

4വ്യ = 4000000000000

4വ്യ
3

= 1333333333333

4വ്യ
5

= 800000000000

4വ്യ
7

= 571428571428

4വ്യ
9

= 444444444444

4വ്യ
11

= 363636363636
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4വ്യ
13

= 307692307692

4വ്യ
15

= 266666665565

4വ്യ
17

= 235294117647

4വ്യ
19

= 210526315789

4വ്യ
21

= 190475190476

4വ്യ
23

= 173913043478

4വ്യ
25

= 160000000000

4വ്യ
27

= 148148148148

4വ്യ
29

= 137931034483

4വ്യ
31

= 129032258065

4വ്യ
33

= 121212121212

4വ്യ
35

= 114285714286

4വ്യ
37

= 108108108108

4വ്യ
39

= 102554102564

4വ്യ
41

= 97560975610

4വ്യ
43

= 98023255814

4വ്യ
45

= 88888888888

4വ്യ
47

= 85106382979

4വ്യ
49

= 81632653061

4വ്യ
51

= 78481372549

4വ്യ
53

= 75471698113

4വ്യ
55

= 72727272727

6848712539734 3742822801461

−3742822801461

3105889738273

∴ സാമാന്യന്ന്യാേയന പരിധി = 4വ്യ − 4വ്യ
3

+
4വ്യ

5

− 4വ്യ
7

+ · · · · · · − 4വ്യ
55

= 3105889738273.

“തസ്യാ ഊദ്ധൎ്വഗതാ യാ—”എന്ന സംസ്കാരം െചയ്യുക.
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സംസ്കാരം (ധനം)= 4വ്യ × സമസംഖ്യാദ്ധൎം
സമസംഖ്യാവഗ്ഗൎം + 1

=
28× 4000000000000

56
2 + 1

= 35702900861.
3105889738273

35702900861

സംസ്കൃതപരിധി = 3141592639134

“അേന്ത സമസംഖ്യാദളവഗ്ഗൎ . . . ” എന്ന സംസ്കാരം െചയ്യുക.

സംസ്കാരം = 4വ്യ× സമസംഖ്യാദളവഗ്ഗൎം+1

{4(സമസംഖ്യാദളവഗ്ഗൎം+1)+1}×സമസംഖ്യാദളം
(ധനം)

= 4000000000000× 28
2 + 1

{(28
2 + 1) + 1} × 28

= 35702915359

3105889738273

35702915359

സംസ്കൃതപരിധി = 3141592653632

അേപ്പാൾ ‘ആനൂനനൂത്നാനനനൂന്നനിത്യ ം’ എന്ന വ്യാസത്തിന്നുള്ള പരിധികൾ:–

സാമാന്യന്ന്യാേയന = 31058897383

ആദ്യെത്ത സംസ്കാരാനന്തരം = 31415926391

ദ്വിതീയസംസ്കാരാനന്തരം = 31415926536

“ആനൂനനൂത്നാനനനുന്നനിത്യം’ എന്ന വ്യാസത്തിന്നു പരിധിയാകുന്നതു “ചണ്ഡാംശു�
ചന്ദ്രാധമകുംഭിപാലഃ”(31415926536) എന്നു്.

ഇര വരുത്തിയ പരിധികെള പരിേശാധിച്ചാൽ സംസ്കാരങ്ങളുെട പ്രേയാജനെത്ത നല്ല�
വണ്ണം മനസ്സിലാക്കാം.

“ആനൂനനൂത്നാനനനുന്നനിത്യം” എന്നും “ചണ്ഡാംശുചന്ദ്രാധമകുംഭിപാലഃ”എന്നും
ഉള്ള മഹദ്വ്യാസപരിധികെളെവച്ചു് അേന്യാന്യഹരണം െചയ്തു വല്ലിയുണ്ടാക്കി രൂപാദിവ്യ�
സ്തകുട്ടാകാരംെകാണ്ടും ശൂന്യാരിവ്യസ്തകുട്ടാകാരംെകാണ്ടും രണ്ടു പരിഷയായിട്ടു ഫലങ്ങേള
ഉണ്ടാക്കിയാൽ ആദ്യെത്ത പരിഷയിെല ഫലങ്ങൾ പരിധികളും രണ്ടാംപരിഷയിലുള്ളവ ക്ര�
േമണയുള്ള വ്യാസങ്ങളുമായിട്ടിരിക്കും. ഇര ഗുണഹാരങ്ങെളെവച്ചു ൈത്രരാശികം െചയ്താൽ
പരിധിവ്യാസങ്ങെള ഉണ്ടാക്കാം.

അേന്യാന്യഹരണംെകാണ്ടുണ്ടായ ഫലങ്ങൾ:–
3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 45, 1, 1, 8.

വല്ലി. പരിധി. വല്ലി. വ്യാസം.
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1 0

3 3 1 1

7 22 7 7

15 333 15 106

1 355 1 113

292 103993 292 33102

1 104348 1 33215

1 208341 1 66317

1 312689 1 99532

4 1459097 4 464445

1 1771786 1 563977

1 3230883 1 1028422

1 5002669 1 1592399

45 228350988 45 72686377

1 233353657 1 74278776

1 461704645 1 146965153

8 3926990817 8 1250000000
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ഇവ്വണ്ണ ം ചക്രകലാസമസ ം ഖ്യമായി1 വൃത്താകാരമായിരിക്കുന്ന

വ്യാഖ്യാനം 1: ഒരു വൃത്തത്തിെന്റ പരിധിെയ 21, 600 സമഭാഗമായി വിഭജിച്ചാൽ
അതിൽ ഒരു ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ നീളെത്ത ഇലി എന്നു പറയുന്നു. ഈ ഇലിയുെട മാ�
ന ം െകാണ്ടു വ്യാസാദ്ധൎെത്ത അളക്കുകയാെണങ്കിൽ േശ്രഷ്ഠാ േദേവാ വിശ്വസ്ഥലീ ഭൃഗുഃ—
3437 ഇലി—44 വിലി—48 തല്പര—22 പ്രതല്പര എന്നു വരും. (60 പ്രതല്പര = 1 തല്പര; 60
തല്പര = 1 വിലി; 60 വിലി = 1 ഇലി.) ഈ സ ം ഖ്യക്കു ത്രിജ്യാ എന്നു േപർ. ചക്രകലാ
(21,600) തുല്യസ ം ഖ്യമായിരിക്കുന്ന വൃത്തത്തിെന്റ വ്യാസാദ്ധ ൎം എല്ലാേയ്പാഴു ം ത്രിജ്യാ. (Trijya
corresponds to the radian measure of the angle.)

പരിധിക്കു വ്യാസമുണ്ടാക്കി അതിെന്റ അദ്ധ ൎം െകാണ്ടു് ഒരു വൃത്തം വീശി ആ വൃത്ത�
മധ്യത്തിങ്കൽ പൂവ്വൎാപരേരഖയു ം ദക്ഷിേണാത്തരേരഖയു ം ഉണ്ടാക്കി പിെന്ന ദക്ഷി�
േണാത്തരേരഖയുെട ഇരുപുറവു ം ഈരണ്ടു സമത്ര്യശ്രങ്ങൾ2 കല്പിപ്പൂ.

വ്യാഖ്യാനം 2: മൂന്നു ഭുജകളു ം തുല്യമായിട്ടിരിക്കുന്ന ത്ര്യശ്രത്തിനു സമത്ര്യശ്രെമന്നു േപർ.
മറ്റുള്ളവക്കു വിഷമത്ര്യശ്രങ്ങെളന്നു േപർ.

അവറ്റിെന്റ ഭുജകെളല്ലാം വ്യാസാദ്ധൎേത്താടു തുല്യമായിട്ടു കല്പിേക്കണ്ടൂ. അവിെട
ദക്ഷിേണാത്തരേരഖയുെട രണ്ട് അഗ്രത്തിങ്കലും അഗ്രം സ്പശൎിക്കുമാറു വ്യാസാദ്ധൎ�
തുല്യങ്ങളായിട്ടു നാലു സമസ്തജ്യാക്കെള കല്പിപ്പൂ. ഇവ ത്ര്യശ്രത്തിെന്റ ഓേരാ ഭുജ�
കളാകുന്നതു്. പിെന്ന േകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു സമസ്തജ്യാഗ്രങ്ങളിൽ സ്പശൎിക്കുമാറു നാലു
വ്യാസാദ്ധൎങ്ങെള കല്പിപ്പൂ. ഇവ ഓേരാ ഭുജകളാകുന്നത് പിെന്ന ദക്ഷിേണാത്തര�
േരഖാദ്ധൎങ്ങൾ ഓേരാന്നു് ഈരണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങൾക്കു സാധാരണങ്ങളായിരിക്കുന്ന
ഭുജകൾ. ഇങ്ങെന ദക്ഷിേണാത്തരേരഖയുെട ഇരുപുറവു ം ഈരണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങൾ.
ഇങ്ങെന വ്യാസാദ്ധൎതുല്യഭുജകളായിട്ടു നാലു സമത്ര്യശ്രങ്ങെള കല്പിപ്പൂ. ഇവിെട
യാെതാരു ത്ര്യശ്രത്തിങ്കലു ം ഒരു ഭുജ മുഴുവേന നിലത്തു സ്പശൎിക്കുമാറു കല്പിേക്കണ്ടൂ.
ഇതിന്നു ഭൂമി എന്നു േപർ. പിെന്ന ഭൂമിയുെട രണ്ടഗ്രത്തിങ്കലു ം സ്പർശിക്കുന്ന ഭുജകൾ
രണ്ടു ം േമേല്പാട്ടാക്കി കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന ആ ഭുജകൾ രണ്ടു ം തങ്ങളിൽ കൂടുന്ന േകാ�
ണിങ്കൽനിന്നു കനെത്താരു വസ്തു െകട്ടിെയാരു സൂത്ര ം കീേഴ്പാട്ടു തൂക്കൂ. അതിന്നു

131



132 അദ്ധ്യായം 7. ജ്യാനയനപ്രകാര ം 

ല ം ബെമന്നു േപർ. േമല്പട്ടു കല്പിച്ച ഭുജകൾ രണ്ടു ം തങ്ങളിൽ നീളെമാക്കുെമ�
ങ്കിൽ ല ം ബ ം ഭൂമദ്ധ്യത്തിൽ സ്പശൎിക്കു ം ; ഒന്നു െചറുതാകിൽ അപ്പുറത്തു നീങ്ങു ം .
ഇവിെട പിെന്ന പൂവ്വൎസൂത്രത്തിെന്റ കിഴെക്ക അഗ്ര ം േനെര േമലാകുമാറു് ഉയത്തുൎ മാ�
റു് കല്പിപ്പൂ. അേപ്പാൾ ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രം സമവിതാനമായിട്ടിരിക്കു ം   . പിെന്ന
ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രത്തിെന്റ കിഴേക്ക പുറെത്ത ത്ര്യശ്രങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയു ം മീേത്ത
േകാണിങ്കൽനിന്നു രണ്ടു ല ം ബസൂത്രങ്ങൾ താഴ്ത്തൂ. അവ ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രത്തി�
െന്റ രണ്ടദ്ധൎങ്ങളുെടയു ം നടുവിൽ സ്പശൎിക്കു ം . അേപ്പാളവ രണ്ടു സൂത്രങ്ങളുെടയു ം ഇട
വ്യാസാദ്ധൎേത്താളമുണ്ടു്. ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രത്തിങ്കൽ േകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു് ഇരുപുറവു�
മുള്ള വ്യാസാദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയു ം നടുവിൽ സ്പശൎിക്കയാൽ രണ്ടു വ്യാസാദ്ധൎങ്ങളുെട�
യു ം രണ്ടദ്ധൎങ്ങൾ കൂടുകയാൽ ഒരു വ്യാസാദ്ധൎേത്താള ം നീളമായിട്ടായിരിക്കു ം അതു്.
എന്നാൽ ആ ല ം ബസൂത്രങ്ങളുെട അഗ്രങ്ങളുെട ഇടയു ം 3

വ്യാഖ്യാനം 3: ഒേര ഭൂമിക്കുള്ള ല ം ബസൂത്രങ്ങൾ രെണ്ടണ്ണം തങ്ങളിൽ സമാന്തര (parallel)
േരഖകളായിരിക്കു ം —അതായതു് അവ തമ്മിലുള്ള ഇട എല്ലാ ഇടത്തു ം തുല്യമായിരിക്കുെമ�
ന്നു നിയതം.

അത്രതെന്ന വ്യാസാദ്ധൎതുല്യമായിേട്ട ഇരിക്കു ം . അതു ലംബാഗ്രാന്തരചാപത്തിങ്കെല
സമസ്തജ്യാവാകയുമുണ്ടു്. പിെന്ന രണ്ടു്  ല ം ബങ്ങളുെടയും ഓേരാ പുറെത്ത ഭുജകളു ം 
വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായി സമസ്തജ്യാരൂപങ്ങളായിട്ടിരിക്കു ം . എന്നാൽ ദക്ഷിേണാ�
ത്തരസൂത്രത്തിെന്റ കിഴെക്ക പുറെത്ത പരിദ്ധ്യദ്ധ ൎം വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായിരിക്കുന്ന
മൂന്നു സമസ്തജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു തികയു ം എന്നു വന്നൂ. ഇവ്വണ്ണ ം മെറ്റ പരിദ്ധ്യദ്ധൎ�
ത്തിങ്കലും. എന്നാൽ വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായിട്ടിരിക്കുന്ന ആറു സമസ്തജ്യാക്ക�
െളെക്കാണ്ടു വൃത്ത ം മുഴുവനും തികയു ം എന്നു വരു ം .
വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖ ം 27-ൽ മ ത്രിജ്യാവൃത്തേകന്ദ്രം; കിമപ പൂവ്വൎാപരേരഖ; െതമവ
ദക്ഷിേണാത്തരേരഖ. വഖ , വച , െതഗ , െതജ , ഇവ ദക്ഷിേണാത്തരേരഖയുെട അഗ്രങ്ങ�
െള സ്പർശിക്കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായിരിക്കുന്ന സമസ്തജ്യാക്കൾ. മഖ , മച , മജ , മഗ
ഇവ വ്യാസാദ്ധൎങ്ങൾ. ഖ , ച , ജ , ഗ എന്ന ത്ര്യശ്രേകാണുകളിൽനിന്നു ഖഡ , ചഡ , ജഢ ,
ഗഢ എന്ന ലംബങ്ങെള വരക്കു.

പരിേലഖം (27)
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വഖമ എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ ഭുജകളായ ഖവ , ഖമ ഇവ വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായതുെകാ�
ണ്ടു പരസ്പര ം തുല്യങ്ങൾ. അതുെകാണ്ടു ല ം ബ ം ഖഡ ഭൂമിയാകുന്ന വ മ -യുെട മദ്ധ്യത്തിൽ
സ്പശൎിക്കു ം . തുല്യന്യായ ം െകാണ്ടു്,ച -യിൽ നിന്നുള്ള ലംബ ം ഭൂമദ്ധ്യമാകുന്നഡ -യിലു ം ഗ , ജ ,
ഇവകളിൽനിന്നുള്ള ലംബങ്ങൾ

െതമ -യുെട മദ്ധ്യമായ ഢ -യിലു ം സ്പശൎിക്കു ം . സമബാഹുക്കളല്ലാത്ത ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ
ല ം ബങ്ങൾ ഭൂമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു െചറിയ ബാഹുവിെന്റ അടുത്തു നീങ്ങി ഭൂമിെയ സ്പശൎിക്കു ം .
പരിേലഖ ം 28 േനാക്കുക.

പരിേലഖം (28)

വ്യാസ ം = വെത = വഡ +ഡമ + മഢ +ഢെത .
= 2ഢമ + 2ഡമ .
= 2ഡഢ .

∴ വ്യാസാദ്ധ ൎം = ഡഢ = ല ം ബമൂലങ്ങളുെട ഇട.

ഖഡഢഗ ഒരു ഘാതേക്ഷത്രമാകെകാണ്ടു്

ഖഗ = ഡഢ .
അതുേപാെലതെന്ന ചജ = ഡഢ .

അേപ്പാൾ ല ം ബാഗ്രങ്ങളുെട ഇടയും വ്യാസാദ്ധൎതുല്യ ം .
വഖ , ഖഗ , ഗെത , െതജ , ജച , ചവ ഇവെയല്ലാ ം വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായ സമസ്ത�

ജ്യാക്കൾ. ഇങ്ങെന വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായ ആറു സമസ്തജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു വൃത്തം തിക�
യുന്നു എന്നു വന്നു.

ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ രണ്ടു രാശീെട സമസ്തജ്യാവു വ്യാസാദ്ധൎതുല്യ ം എന്നു ം 
വരും. വൃത്തഷൾഭാഗമാെണെല്ലാ രണ്ടു രാശിയാകുന്നതു്, എന്നിട്ടു്. ഇതുെകാ�
ണ്ടുതെന്ന വ്യാസാദ്ധൎത്തിെന്റ അദ്ധ ൎം ഏകരാശീെട അദ്ധൎജ്യാവു് എന്നു ം വരു ം . ചാപ�
െത്തയും ജ്യാവിെനയു ം കൂടി അദ്ധൎിച്ചിരിക്കുന്നതിെന ഈ ചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു്
ഇതു്4 എന്നു െചാല്ലുന്നൂ ചാപം മുഴുവനായിട്ടിരിപ്പൂ, ജ്യാവു് അദ്ധൎവും ഇങ്ങെന ഇരി�
ക്കുന്നവെറ്റ അല്ല ഇച്ചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു് ഇതു് എന്നു െചാല്ലുന്നൂ.

വ്യാഖ്യാനം 4: പരിേലഖ ം 27-ൽ ഖകിഗ എന്നതു് ഒരു ചാപഖണ്ഡ ം . അതിെന്റ സമ�
സ്തജ്യാവു് ഖബഗ . ഖകിഗ എന്ന ചാപത്തിെന്റ മദ്ധ്യ ം കി സമസ്തജ്യാവിെന്റ മദ്ധ്യ ം ബ .
അേപ്പാൾ ഖബ എന്ന േരഖെയ ഖകി എന്ന ചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാെവേന്നാ ജ്യാെവേന്നാ
െചാല്ലുന്നു. “അദ്ധൎിച്ചിരിക്കുന്നതിെന” എന്നാണു് ഗ്രന്ഥങ്ങളിൽ പാഠ ം കാണുന്നതു്. അദ്ധൎി�
ച്ചിരിക്കുേന്നടത്തു് എന്നു മാറ്റിയാൽ അത്ഥ ൎ ം വ്യക്തമാകു ം .
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ഇവിെട പിെന്ന ഗ്രഹവിഷയമായിരിക്കുന്ന ക്രിയകളിൽ അദ്ധൎജ്യാവുെകാേണ്ട ഉപ�
കാരമുള്ളൂ എന്നിട്ടു് അദ്ധൎജ്യാവിെന അേത്ര ജ്യാെവന്നു െചാല്ലുന്നൂ.

വ്യാഖ്യാനം: വൃത്തപരിധിെയ പന്ത്രണ്ടു തുല്യഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടു വിഭജിച്ചാൽ ഒരു ചാപഖ�
ണ്ഡ ം ഒരു രാശിയാകുന്നതു്. അേപ്പാൾ ആറു സമസ്തജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു വൃത്ത ം തികയുന്ന�
താകിൽ ഓേരാ സമസ്തജ്യാവും ഈ രണ്ടു രാശിയുെട സമസ്തജ്യാവാകുന്നു പരിേലഖ ം (27)-
ൽ ഖഗ എന്നതു രണ്ടു രാശിയുെട സമസ്തജ്യാവാകുന്നു. കിഖ എന്ന ചാപ ം ഒരു രാശിയു�
െട ചാപമാകുന്നു. അേപ്പാൾ ഖബ എന്ന അദ്ധൎജ്യാവു് ഏകരാശിയുെട അദ്ധൎജ്യാവാകുന്നു
ഏകരാശിജ്യാവു ത്രിജ്യാദ്ധൎം എന്നും വന്നു.

ഇവിെട പിെന്ന സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു സമസ്തജ്യാചാപമദ്ധ്യത്തിെന്റ അക�
ല ം ശരമാകുന്നതു്. അദ്ധൎജ്യാവിന്നു ം സമസ്തജ്യാവിന്നു ം ഒേന്ന ശരമാകുന്നതു്. അതു വൃ�
ത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു ചാപമധ്യത്തിങ്കൽ സ്പശൎിക്കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎസൂത്രത്തിെന്റ ഖണ്ഡ�
മാകുന്നതു്. ഇവിെട വൃത്ത ം നിലത്തു വരക്കുമാറു കല്പിക്കുേമ്പാൾ പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രത്തി�
ങ്കന്നു വടെക്ക പുറ ം പരിധീെട പന്ത്രണ്ടിെലാന്നിെന േമടെമന്നു കല്പിക്കുമാറു നിരൂ�
പിക്കുന്നൂ. അേപ്പാൾ പൂവ്വൎാപരസൂത്രത്തിങ്കൽ ശരം ആകുമാറു േനെര െതക്കുവടക്കു
കല്പിപ്പൂ ഭുജാജ്യാവിെന. േനെര കിഴക്കു പടിഞ്ഞാറു േകാടിജ്യാവിെനയും കല്പിപ്പൂ.
അേപ്പാളുത്തരസൂത്രാഗ്രം േകാടിശരമായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട പ്രഥമരാശിജ്യാഗ്രത്തി�
ങ്കന്നു കിഴക്കുപടിഞ്ഞാറുള്ള േരഖ പ്രഥമരാശിജ്യാേകാടിയാകുന്നതു്. അതു രണ്ടു
രാശീെട അദ്ധൎജ്യാവു്. ഇതിെന പൂവ്വ ൎസൂത്രത്തിങ്കന്നു വാങ്ങിയ േശഷ ം പ്രഥമരാശി�
ജ്യാശരം. പ്രഥമരാശിജ്യാവിെന ഉത്തരസൂത്രത്തിങ്കന്നു വാങ്ങിയേശഷ ം ഏകരാ�
ശിജ്യാവിെന്റ േകാടിയാകുന്ന ദ്വിരാശിജ്യാവു യാെതാന്നു് അതിെന്റ ശരമായിട്ടിരി�
ക്കു ം . പ്രഥമരാശിജ്യാവിെനയും അതിെന്റ ശരവും തങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടികൾ എന്നു
കല്പിക്കാം, അേന്യാന്യം വിപരീതദിക്കാകയാൽ എന്നാൽ ഇവ രണ്ടിെന്റയും വഗ്ഗൎ�
േയാഗമൂല്യ ം പൂവ്വ ൎേരഖാഗ്രത്തിങ്കന്നു പ്രഥമരാശിജ്യാഗ്രേത്താടുള്ള അന്തരാള ം ഒരു
രാശിയുെട സമസ്തജ്യാവു്. ഇതിെന പിെന്ന പൂവ്വൎേരഖയിങ്കൽ ഇസ്സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യ ം 
വരുമാറു െവക്കുമാറു കല്പിപ്പൂ. എന്നാൽ േനേര െതക്കുവടക്കായി പൂവ്വ ൎാപരേരഖയി�
ങ്കൽ ശരമായിട്ടായിരിക്കു ം ഈ ജ്യാവിെന്റ അദ്ധ ൎം — അദ്ധൎരാശീെട അദ്ധൎജ്യാവു്.
ഇതിെന വഗ്ഗൎിച്ചു വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞു മൂലിച്ചാൽ രണ്ടര രാശീെട അദ്ധൎജ്യാ�
വു്. ഇതിെന വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കൽ കളഞ്ഞേശഷ ം പൂവ്വ ൎസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കൽ അദ്ധൎരാ�
ശിജ്യാശര ം . ഈവണ്ണ ം അദ്ധൎരാശിജ്യാവിെന വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞേശഷ ം 
ഉത്തരസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കൽ രണ്ടരരാശി ജ്യാവിെന്റ ശര ം . ഇങ്ങെന അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎവു ം 
ശരവഗ്ഗൎവു ം കൂട്ടിമൂലിച്ചു് അദ്ധൎിച്ചാൽ ഈ ജ്യാവിെന സ ം ബന്ധിച്ചുള്ള ചാപെത്ത അൎ�
ദ്ധിച്ചിട്ടുള്ളതിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു വരു ം . ഇങ്ങെന ജ്യാശരവഗ്ഗൎേയാഗമൂല ം െകാണ്ടു
ജ്യാക്കെള ഉണ്ടാക്കാ ം . പിെന്ന വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്ത ഇരട്ടിച്ചു് മൂലിച്ചു് അദ്ധൎിച്ചാൽ
ഒന്നര രാശീെട അദ്ധൎജ്യാവുണ്ടാകു ം . ഈ വഴിയു ം ചില ജ്യാക്കൾ ഉളവാകു ം .

വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖ ം 29-ൽ മ വൃത്തേകന്ദ്ര ം .ഖഗ രണ്ടു രാശിയുെട സമസ്തജ്യാവു്.ഖകി
ഒരു രാശിയുെട ചാപ ം . ഇതിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു ഖബ അതിെന്റ േകാടി = ഖട = ബമ .
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പരിേലഖം (29)

അേപ്പാൾ ഏകരാശിജ്യാശര ം = മകി − മബ = കിബ
ഭുജാശര ം = കിബ = മകി − മബ

= മകി − ഖട
= ത്രിജ്യാ−ഏകരാശിേകാടിജ്യാ.

േകാടിശര ം = മവ − മട
= മവ − ഖബ
= ത്രിജ്യാ−ഏകരാശിഭുജാജ്യാ.

വഖ രണ്ടു രാശിയുെട ചാപമാകുന്നു.

ഇതിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു് = ഖട
അേപ്പാൾ ഏകരാശിയുെട േകാടി = രണ്ടു രാശിയുെട ഭുജാജ്യാവു്.

ഖബകി എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ,ഖബ ,ബകി ഇവ വിപരീതദിക്കുകളാകയാൽ ഇവെയ ഭു�
ജാേകാടികെളന്നു കല്പിക്കാ ം . ഇവയുെട കണ്ണ ൎം =ഖകി . ഒരു ത്യശ്രത്തിങ്കെല ഭുജാേകാടികൾ എല്ലാേയ്പാഴു ം വിപരീതദിക്കുളായിട്ടിരിക്കു ം .

അേപ്പാൾ ബഖ2+ബകി2 =ഖകി2(ഭുജാേകാടികണ്ണൎന്യായ ം െകാണ്ടു്).
= ഏകരാശിസമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം .

ഖകി എന്ന സമസ്തജ്യാവിെന്റ മദ്ധ്യ ം പൂവ്വ ൎസൂത്രത്തിങ്കൽ വരത്തക്കവണ്ണ ം കല്പിച്ചാൽ, അതു
ചഛ എന്ന സമസ്തജ്യാവായിട്ടുവരും.

ചാപം ചകിഛ = ഒരു രാശിയുെട ചാപ ം .
ചാപം ചകി = അദ്ധൎരാശിയുെട ചാപ ം 

അേപ്പാൾ ചജ =അദ്ധൎരാശിയുെട (900 ഇലി) അദ്ധൎജ്യാവു്.
അതായതു് ഏകരാശിയുെട സമസ്തജ്യാദ്ധ ൎം =അദ്ധൎരാശിയുെട അദ്ധൎജ്യാവു്.

ഈ ജ്യാശരവഗ്ഗൎമൂലാദ്ധൎന്യായ ം െകാണ്ടുതെന്ന, 450 ഇലി, 225 ഇലി ഈ ചാപങ്ങളു�
െട അദ്ധൎജ്യാക്കെള വരുത്താ ം .

ഇങ്ങെന ഉണ്ടാക്കിയ അദ്ധൎജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎങ്ങെള ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു െവേവ്വെറ
കളഞ്ഞു മൂലിച്ചാൽ അവയുെട േകാടികളുണ്ടാകു ം . ഇങ്ങേനയു ം ചില ജ്യാക്കെള ഉണ്ടാക്കാം.
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വൃത്തചതുരാ ം ശെത്ത 24 ആയിട്ടു വിഭജിച്ചിരിക്കുേന്നടത്തു്, ഈ 24 മഹാജ്യാക്കെളയു ം 
ഇപ്രകാര ം വരുത്താ ം .(

sinθ
2
=

1

2

√
sin2 θ + (1− cos θ)2 corresponds to “അദ്ധൎചാപജ്യാവു് =

ചാപസമസ്തജ്യാദ്ധ ൎം ” =
1

2

√
ചാപജ്യാവഗ്ഗ ൎം + ശരവഗ്ഗ ൎം 

)
.

24-ാംജ്യാവു് ത്രിജ്യതെന്ന.
ഇേപ്പാൾ 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 23, 24 ഈ ജ്യാക്കെള

ഉണ്ടാക്കാനുള്ള മാഗ്ഗൎെത്ത കാണിച്ചു.
ബാക്കിയുള്ള 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21 ഇവേയയു ം ഈ ന്യായ ം െകാണ്ടുതെന്ന ഉണ്ടാ�

ക്കാ ം .

പരിേലഖം (30)

പരിേലഖം 30 േനാക്കുക. ഇവിെട വ മ2 + മകി2 = വകി2 (ഭുജാേകാടിവഗ്ഗൎേയാഗ ം 
കണ്ണൎവഗ്ഗ ൎം എന്ന ന്യായ ം െകാണ്ടു്).

വകി (മൂന്നുരാശിയുെട സമസ്തജ്യാവു്) =
√

2×ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
അേപ്പാൾ ഒന്നരരാശിയുെട അദ്ധൎജ്യാവു് = 12-ാം മഹാജ്യാവു്.
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=
√

2×ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 2

അേപ്പാൾ മുമ്പിലെത്ത ന്യായ ം െകാണ്ടു്,

ഇങ്ങെന 24 മഹാജ്യാക്കെളയും വരുത്തുവാൻ ഒരു പ്രകാരെത്ത കാണിച്ചു.

സാേങ്കതികസ ം ജ്ഞകളു ം നിവ്വൎചനങ്ങളും
ഇങ്ങെന പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു് ഉത്തരസൂത്രാഗ്രത്തിന്നിട വൃത്തത്തിെന്റ നാെലാ�
ന്നു്. ഇതിെന ഇട ഒക്കുമാറു കണ്ടു് ഇരുപത്തിനാലുതാൻ ഏറത്താൻ പകക്കുമാറു
കണ്ടു ബിന്ദുക്കൾ ഉണ്ടാക്കൂ. പിെന്ന അവ്വണ്ണ ം മെറ്റ മൂന്നു പദങ്ങളിലും. ഇവിെട ബി�
ന്ദുക്കളുെട ഇട ഓേരാ ചാപഖണ്ഡമാകുന്നതു്. ചാപഖണ്ഡാഗ്രങ്ങളിൽനിന്നു െതക്കു
വടക്കുമ്മാറു പൂവ്വ ൎാപരസൂത്രത്തിങ്കൽ േനെര നടുവു് അകെപ്പടുമാറു്  ഉള്ള േരഖകൾ
ഭുജാജ്യാക്കളാകുന്നതു്  . ഈവണ്ണ ം രണ്ടു ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട5 അഗ്രങ്ങ  ൾ തങ്ങളിൽ
സ്പർശിക്കുന്ന സന്ധിയിങ്കന്നുതെന്ന കിഴക്കുപടിഞ്ഞാറായി ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്ര�
ത്തിങ്കൽ മദ്ധ്യ ം സ്പശൎിക്കുമാറുള്ള േരഖകൾ േകാടിജ്യാക്കളാകുന്നതു്.

വ്യാഖ്യാനം 5: ഏെതങ്കിലു ം ഒരു ഭുജയുെട അഗ്രവു ം അതിെന്റ േകാടിയുെട അഗ്രവു ം ഇങ്ങ�
െന രണ്ടു ചാപഖണ്ഡാഗ്രങ്ങൾ. ഇവ ഒരു ബിന്ദുവിൽത്തെന്ന സ്ഥിതി െചയ്യു ം .

അതുെകാണ്ടു വന്നൂ, ഓജപദത്തിങ്കൽ ഗത ം ഭുജാ, ഏഷ്യം േകാടി, യുഗ്മപദ�
ത്തിങ്കൽ മറിച്ചു്, എന്നു ം . പിെന്ന ഭുജാേകാടിജ്യാക്കൾക്കു പൂേവ്വ ൎാത്തരസൂത്രങ്ങളിൽ
മൂല ം , ചാപസന്ധിയിങ്കൽ ജ്യാക്കളുെട അഗ്ര ം എന്നു ം െചാല്ലുന്നൂ ഇവ്വണ്ണ ം ചാപഖ�
ണ്ഡങ്ങളുെടയു ം ഒരഗ്രെത്ത മൂലെമന്നു ം ഒരഗ്രെത്ത അഗ്രെമന്നു ം െചാല്ലു ം . വ്യവഹാരാൎ�
ത്ഥമായിട്ടു് ഇവിെട ഭുജാചാപഖണ്ഡങ്ങൾക്കു്  പൂവ്വ ൎാപരസൂത്രത്തിന്നടുത്തുള്ള അഗ്ര�
െത്ത മൂലെമന്നു ം ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രത്തിന്നടുത്തുള്ള അഗ്രെത്ത അഗ്രെമന്നു ം 
െചാല്ലു ം . േകാടിഖണ്ഡങ്ങൾക്കു മറിച്ചു മൂലാഗ്രങ്ങൾ. പിെന്ന ഇവിെട ഒരു രാശിെയ
എട്ടു്, ഒരു പദെത്ത ഇരുപത്തിനാലു ം വിഭജിക്കുമാറു കല്പിച്ചു ജ്യാക്കെള ഉണ്ടാക്കുമാ�
റു െചാല്ലുന്നൂ അവിെട പൂവ്വ ൎസൂത്രത്തിെന്റ വടെക്ക പുറെത്ത വൃത്തത്തിങ്കൽ രാശീെട
എെട്ടാന്നു െചന്നിടത്തു നേടെത്ത ചാപത്തിെന്റ അഗ്ര ം എന്നു കല്പിപ്പൂ. ആ ചാ�
പത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു പ്രഥമജ്യാവാകുന്നതു്. അതു പൂവ്വൎസൂത്രത്തിങ്കന്നു പ്രഥമചാ�
പാഗ്രേത്താളമുള്ളതു പ്രഥമചാപത്തിെന്റ ഖണ്ഡജ്യാവാകുന്നതു ം തെന്ന. പിെന്ന
പ്രഥമചാപാഗ്രത്തിങ്കന്നു പിെന്നയു ം രാശ്യഷ്ടമാ ം ശ ം െചേന്നട ം ദ്വിതീയ ചാപാഗ്രം.
ഈ ഇട രണ്ടാ ം ചാപഖണ്ഡമാകുന്നതു്. ഇതിെന്റ അഗ്രത്തിങ്കന്നു പൂവ്വൎസൂത്രേത്താളം
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േനെര െതക്കുവടക്കുള്ള അദ്ധൎജ്യാവുരണ്ടാംജ്യാവാകുന്നത്. പിെന്ന പ്രഥമചാപ�
ത്തിെന്റ അഗ്രത്തിങ്കന്നു ം ദ്വിതീയചാപത്തിെന്റ അഗ്രത്തിങ്കന്നു ഉത്തരസൂത്രേത്താ�
ള ം േനെര കിഴക്കുപടിഞ്ഞാറുള്ള അദ്ധൎജ്യാക്കൾ പ്രഥമദ്വിതീയ ജ്യാക്കളുെട േകാ�
ടികളാകുന്നതു്. പിെന്ന ഈവണ്ണ ം എല്ലാ ചാപാഗ്രത്തിങ്കന്നു ം െതക്കുവടക്കു ം കിഴ�
ക്കുപടിഞ്ഞാറു ം ജ്യാക്കെള കല്പിപ്പൂ. ഇരുപത്തിനാലാമതു വ്യാസാദ്ധൎമാകുന്നതു്.
പിെന്ന പൂവ്വൎസൂത്രത്തിെന്റ അഗ്രത്തിങ്കെല വൃത്തസമ്പാതത്തിങ്കന്നു പ്രഥമജ്യാമൂല�
േത്താടു് ഇട പൂവ്വ ൎസൂത്രാഗ്ര ം പ്രഥമചാപത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡമാകുന്നതു്. പിെന്ന
പ്രഥമചാപത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡമാകുന്നതു് ഭുജാജ്യാവു തെന്ന. പിെന്ന ദ്വിതീ�
യജ്യാഗ്രത്തിങ്കന്നു പ്രഥമജ്യാവിെന്റ േകാടിേയാളമുള്ള ദ്വിതീയജ്യാഭാഗ ം രണ്ടാ ം 
ചാപത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡമാകുന്നതു്. പിെന്ന പ്രഥമജ്യാേകാടീെട അഗ്ര ം —പ്രഥമ
ചാപാഗ്രത്തിങ്കന്നു ദ്വിതീയജ്യാേവാളമുള്ള ഇട—ദ്വിതീയചാപത്തിെന്റ േകാടിഖ�
ണ്ഡമാകുന്നതു്. ഈവണ്ണ ം തൃതീയചാപത്തിെന്റ അഗ്രത്തിങ്കന്നു െതക്കുവടക്കു ം 
മൂലത്തിങ്കന്നു കിഴക്കുപടിഞ്ഞാറും ഉള്ള ഭുജാേകാടി ജ്യാക്കളുെട അഗ്ര ം തങ്ങളിെല
സമ്പാതേത്താടു് വൃത്തേത്താടു് ഇട തൃതീയചാപത്തിെന്റ ഭുജാേകാടിഖണ്ഡങ്ങളാകു�
ന്നതു്  . ഈവണ്ണ ം എല്ലാ ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെടയു ം തെന്റ രണ്ടു തലക്കന്നു ം തുടങ്ങിയ
ഭുജാേകാടിജ്യാക്കളുെട അഗ്രങ്ങൾ തങ്ങളിെല സമ്പാതത്തിങ്കന്നു വൃത്തേത്താടുള്ള
ഇട യാെതാന്നു് ഈ ഖണ്ഡങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടികളായിരിേപ്പാ ചിലവ. ഇവ�
റ്റിെന്റ കണ്ണൎമാകുന്നതു് അതതു ചാപഖണ്ഡങ്ങൾക്കു െവേവ്വെറ ഉള്ള സമസ്തജ്യാവു്.
ഇവെയല്ലാ ം നീളെമാത്തിരിേപ്പാ ചിലവ. ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ എല്ലാ ം തുല്യങ്ങളാക�
യാൽ സമസ്തജ്യാക്കളു ം തുല്യങ്ങൾ. ഇവ കണ്ണൎങ്ങളായിട്ടുള്ള ഭുജാേകാടികൾ ഓേരാ
കണ്ണൎത്തിനു്  ഓേരാപ്രകാര ം നീളമായിരിക്കു ം ഭുജാേകാടിഖണ്ഡജ്യാക്കളായിട്ടിരിക്കു�
ന്ന ഭുജാേകാടികൾ ഇവ. തുല്യകണ്ണൎങ്ങളായി നാനാരൂപങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഭുജാേകാ�
ടികേളാടുകൂടിയിരിക്കുന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങൾ ഇരുപത്തിനാലു്. പിെന്ന ഭുജാേകാടികൾക്കു
കണ്ണൎങ്ങളാകുന്നതു വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു് അതതു ഭുജാേകാടിേയാഗേത്താളമുള്ളവ
ചാപഖണ്ഡാഗ്രങ്ങളിൽ സ്പശൎിക്കുന്നവയാകയാൽ എല്ലാ കണ്ണൎങ്ങളു ം തുല്യങ്ങൾ.
ഇവിേടയു ം ഭുജാേകാടികൾ നാനാരൂപങ്ങൾ.

ഇവിെട പൂവ്വ ൎസൂത്രാഗ്ര ം വൃത്തെത്ത സ്പശൎിക്കുേന്നട ം േമഷരാശീെട ആദി. അവി�
ടുന്നു വൃത്തത്തിെന്റ പന്ത്രണ്ടാെലാന്നു െചേന്നട ം േമടത്തിെന്റ ഒടുക്ക ം . പിേന്നയുമത്ര�
െചേന്നട ം ഇടവത്തിെന്റ ഒടുക്ക ം . ഉത്തരസൂത്രാഗ്രം മിഥുനത്തിെന്റ ഒടുക്കം. എന്നിങ്ങ�
െന കല്പിച്ചിട്ടു പറയുന്നൂ. ഇവിെട പൂവ്വ ൎസൂത്രാഗ്രവു ം വൃത്തവുമുള്ള സമ്പാതത്തിങ്കൽ
മൂലമായി ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിട്ടുള്ളതു്  ഇഷ്ടഭുജചാപ ം . ഉത്തരസൂത്രാ�
ഗ്രത്തിങ്കന്നു്  അേത്രടമുള്ളതു ഇഷ്ടേകാടി ചാപ ം . എന്നാൽ നാേടെത്ത പദത്തി�
ങ്കൽ പദാദിയിങ്കന്നു തുടങ്ങി കഴിഞ്ഞ ചാപ ം ഭുജാചാപ ം . ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കന്നു
തുടങ്ങി പദ ം തികവാൻ േപാരാത്തതു േകാടിചാപ ം . രണ്ടാ ം പദത്തിങ്കൽ െചന്ന�
തു േകാടിചാപ ം , ഉത്തരസൂത്രാഗ്ര ം പാദാതിയാകയാൽ േകാടിചാപാഗ്രത്തിങ്കന്നു
പദ ം തികവാൻ േപാരാത്തതു ഭുജാചാപ ം . ഭുജക്കു പശ്ചിമസൂത്രാഗ്ര ം പദാതിയാക�
യാൽ, മൂന്നാ ം പദത്തിങ്കൽ നേടെത്ത പദത്തിങ്കെലേപ്പാെല. നാലാ ം പദത്തിങ്കൽ
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രണ്ടാംപദത്തിങ്കെലേപ്പാെല ഭുജാേകാടിചാപങ്ങൾ. നേടെത്ത പദത്തിങ്കൽ പൂവ്വൎ�
സൂത്രത്തിങ്കൽ ഭുജാചാപത്തിന്നുമൂല ം , ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കലഗ്ര ം . ഈ ഇഷ്ടപ്രേദശ�
ത്തിങ്കൽത്തെന്ന അഗ്രമായി ഉത്തരസൂത്രത്തിങ്കൽ മൂലമായിരിക്കു ം ആ ഭുജാചാപ�
ത്തിെന്റ േകാടിചാപ ം . ഇവറ്റിെന്റ അദ്ധൎജ്യാക്കൾ ഭുജാേകാടിജ്യാക്കുകളാകുന്നതു്.
എന്നാൽ വൃത്തപാദെത്ത ഇരുപത്തിനാലു് ഇട ഖണ്ഡിക്കുമാറു കല്പിക്കുേമ്പാൾ നേട�
െത്ത ചാപഖണ്ഡ ം ഇഷ്ടഭുജാചാപ ം എന്നു ം കല്പിക്കുേമ്പാൾ ഭുജാചാപ ം ഒരു ഖണ്ഡ ം 
േപായേശഷ ം ഇരുപത്തിമൂന്നു ഖണ്ഡ ം കൂടിയതു േകാടി ചാപം. എന്നാൽ നേടെത്ത
ജ്യാവിന്നു േകാടി ഇരുപത്തിമൂന്നാം ജ്യാവു്. രണ്ടാമതിനു് ഇരുപത്തിരണ്ടാമതു്. ഇങ്ങ�
െന കണ്ടുെകാള്ളൂ.

ഇവിെട ഭുജാജ്യാമൂല്യങ്ങൾ എല്ലാ ം പൂവ്വൎസൂത്രത്തിങ്കൽ സ്പശൎിക്കു ം . ഈ
സൂത്രത്തിങ്കൽ ജ്യാമൂലസമ്പാതങ്ങളുെട ഇട വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി ക്രേമണ
േകാടിജ്യാഖണ്ഡങ്ങൾ. ഇവിെട ഭുജാജ്യാവിെന്റ ഇരുപത്തിമൂന്നാമതിെന്റ മൂലവു ം 
വൃത്തേകന്ദ്രവു ം തങ്ങളിലുള്ള ഇട പൂവ്വൎസൂത്രത്തിങ്കെല ഖണ്ഡ ം നേടെത്ത േകാടി
ഖണ്ഡ ം . പിെന്ന ഇരുപത്തിമൂന്നാ ം ജ്യാവിെന്റ മൂലത്തിങ്കന്നു് ഇരുപത്തിരണ്ടാം ഭുജാ�
ജ്യാവിെന്റ മൂലേത്താടിട പൂവ്വ ൎസൂത്രത്തിങ്കെല ഖണ്ഡ ം േകാടിജ്യാവിങ്കെല രണ്ടാ ം ഖണ്ഡ ം .
ഈ ഖണ്ഡങ്ങൾ രണ്ടു ം കൂട്ടിയാൽ രണ്ടാ ം ജ്യാവു്. ഇവ്വണ്ണ ം ക്രേമണ ഉള്ള ഖണ്ഡങ്ങ�
ളാൽ ഓേരാന്നു ക്രേമണ കൂട്ടിയാൽ ക്രേമണ മീെത്ത മീെത്ത ജ്യാക്കളായിട്ടിരിക്കു ം .
പിെന്ന ഇവിെട പൂവ്വ ൎസൂത്രത്തിങ്കെല അഗ്രത്തിങ്കെല ഖണ്ഡ ം നേടെത്ത ഭുജാജ്യാ�
വിെന്റ ശര ം . ഇതിൽ പിെന്നയും അടുത്ത ഒരു ഖണ്ഡ ം കൂട്ടിയാൽ രണ്ടാ ം ജ്യാവിെന്റ
ശര ം . ഇങ്ങെന പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി ഖണ്ഡേയാഗ ം െചയ്കിൽ ക്രേമണ
ഭുജാശരങ്ങൾ. േകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങുകിൽ േകാടിജ്യാക്കൾ. ഖണ്ഡങ്ങൾ െവേവ്വെറ
ഇരിക്കുേമ്പാൾ, േകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങുകിൽ േകാടിഖണ്ഡങ്ങൾ, അഗ്രത്തിങ്കന്നു
തുടങ്ങുകിൽ ക്രേമണ ശരഖണ്ഡങ്ങൾ. ഇവ്വണ്ണ ം ഉത്തരസൂത്രത്തിങ്കൽ, വൃത്തേകന്ദ്ര�
ത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങുകിൽ ഭുജാഖണ്ഡങ്ങൾ, ഖണ്ഡേയാഗത്തിങ്കൽ ഭുജാജ്യാക്കളാ�
യിട്ടിരിക്കു ം . ഉത്തരസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങുകിൽ േകാടിശരഖണ്ഡങ്ങളു ം േകാടി�
ശരങ്ങളു ം ക്രേമണ. ഇങ്ങെന വ്യാസാദ്ധൎസൂത്രത്തിങ്കൽ ജ്യാഖണ്ഡങ്ങെള കല്പി�
ക്കു ം പ്രകാര ം .

വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖ ം 31-ൽ വൃത്തത്തിൽ നാെലാന്നിെന 24 തുല്യചാപഖണ്ഡങ്ങളാ�
യിട്ടു വിഭജിച്ചിരിക്കുന്നു. ഇവിെട ഭുജാഖണ്ഡങ്ങേളയു ം േകാടിഖണ്ഡങ്ങേളയു ം മറ്റും തിരിച്ചറി�
വാൻ ബുദ്ധിമുട്ടുള്ളതുെകാണ്ടു പരിേലഖം 32-ൽ വൃത്തത്തിെന്റ നാെലാന്നിെന ആറു തുല്യ�
ഖണ്ഡങ്ങളായി വിഭജിച്ചിട്ടു പറയുന്നു. ഈ ന്യായങ്ങൾ 24 ആയി വിഭജിച്ചിരിക്കുേന്നടത്തു ം 
അതിേദശിച്ചുെകാള്ളാം.



140 അദ്ധ്യായം 7. ജ്യാനയനപ്രകാര ം 

പരിേലഖം (31)

പരിേലഖം 32-ൽ വൃത്തേകന്ദ്ര ം മ , തുല്യചാപഖണ്ഡങ്ങൾ കിഖ1, ഖ1ഖ2, ഖ2ഖ3, ഖ3ഖ4,
ഖ4ഖ5, ഖ5വ .

പരിേലഖം (32)

ഭുജകൾ:- ഖ1ബ1, ഖ2ബ2, ഖ3ബ3, ഖ4ബ4, ഖ5ബ5, വ ര .
േകാടികൾ:- ഖ1ട1, ഖ2ട2, ഖ3ട3, ഖ4ട4, ഖ5ട5, ശൂന്യ ം .
ഒടുക്കേത്തതായ ആറാമെത്ത ഭുജാജ്യാവു് = വ മ = ത്രിജ്യാ.
അതിെന്റ േകാടി = ശൂന്യ ം .
പരിേലഖ ം 31-ലു ം ഭുജാേകാടികെള ഇപ്രകാരം തെന്ന കല്പിക്കുന്നു.
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പരിേലഖം 33-ൽ ഓേരാ പദത്തിലു ം ഭുജാേകാടികളുെട ഗൈതഷ്യത്വെത്ത കാണി�
ക്കുന്നു. വൃത്തത്തിെന്റ ചതുരംശെത്ത പദം എന്നു പറയുന്നു. ഒന്നാ ം പദത്തിൽ—അതായതു
പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രമായിരിക്കുന്ന േമഷാദി കി മുതൽ ഉത്തരസൂത്രാഗ്രമായിരിക്കുന്ന കക്കൎ്യാദി വ
വെര—േമട ം , എടവ ം , മിഥുന ം എന്ന മൂന്നു രാശികൾ ഭവിക്കുന്നു. രണ്ടാംപദ ം കക്കൎ്യാദി വ
മുതൽ തുലാദി പ വെര. മൂന്നാംപദ ം തുലാദി പ മുതൽ മകരാദി െത വെര. നാലാംപദ ം 
മകരാദി െത മുതൽ േമഷാദി കി വെര. ഒരു ഗ്രഹ ം േമഷാദിയിൽനിന്നു പുറെപ്പട്ടു് ആദ്യപദ�
ത്തിൽ ച 1 എന്ന ഇഷ്ടപ്രേദശത്തു് എത്തിയിരിക്കുന്നുെവന്നു കല്പിക്കുക. ആ ഗ്രഹത്തിെന്റ
ഭുജാജ്യാവു് ച 1ര1, േകാടിജ്യാവു് ച 1ല1. ച 1ര1 എന്ന ജ്യാവു് കിച 1 എന്ന ചാപത്തിെന്റ
അദ്ധൎജ്യാവും ച 1ല1 എന്ന ജ്യാവു് വച 1 എന്ന ചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവുമാകുന്നു. അതു�
െകാണ്ടു് ആദ്യപദത്തിങ്കൽ ഗതമായിരിക്കുന്ന ചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു ഭുജയു ം ആ പദ ം 
തികവാനുള്ള ചാപഭാഗത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു േകാടിയുമാകുന്നു.

പരിേലഖം (33)

അതുെകാണ്ടു് ആദ്യപദത്തിൽ ഗത ം ഭുജം, ഏഷ്യ ം േകാടി എന്നു വന്നു. പിെന്ന ഗ്രഹ ം 
രണ്ടാ ം പദത്തിൽ ച 2 എന്ന പ്രേദശത്തു് എത്തി എന്നു വിചാരിക്കുക. രണ്ടാ ം പദാദിയായ
വ എന്ന ബിന്ദുവിങ്കൽനിന്നു വച 2 എന്ന ചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു് േകാടി, രണ്ടാ ം 
പദ ം തികയുവാൻ േപാരാത്ത പച 2 എന്ന ചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാവു ഭുജാ. അേപ്പാൾ
രണ്ടാ ം പദത്തിൽ ഗത ം േകാടി, ഏഷ്യ ം ഭുജ ം . ഇവ്വണ്ണ ം തെന്ന മൂന്നാംപദത്തിൽ ആദ്യപദത്തി�
െലേപ്പാേലയു ം നാലാ ം പദത്തിൽ രണ്ടാംപദത്തിെലേപ്പാേലയു ം ഭുജാേകാടികളുെട ഗൈത�
ഷ്യത്വെമന്നു കാണാ ം . അതുെകാണ്ടു് രാജപദത്തിൽ ഗത ം ഭുജ, ഏഷ്യ ം േകാടി എന്നു ം യുഗ്മപദത്തിൽ മറിച്ചു് എന്നു ം 
വന്നു.

പരിേലഖ ം 32-ൽ ജ്യാക്കളുെട മുഖാഗ്രങ്ങൾ കല്പിക്കുംപ്രകാര ം . ഭുജാജ്യാക്കൾക്കു
കിമപ എന്ന പൂവ്വൎാപരസൂത്രത്തിൽ മൂലങ്ങൾ; ചാപസന്ധികളിൽ (ഖ1,ഖ2,ഖ3 · · · )
അഗ്രങ്ങൾ. േകാടിജ്യാക്കൾക്കു വ മേത എന്ന ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രത്തിൽ മുഖങ്ങൾ,
ചാപസന്ധികളിൽ അഗ്രങ്ങൾ. ഭുജാചാപഖണ്ഡങ്ങൾക്കു പൂവ്വൎാപരസൂത്രത്തിന്നടുത്തുള്ള
സന്ധിെയ മൂലെമന്നു ം ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രത്തിന്നടുത്തുള്ള സന്ധിെയ അഗ്രെമന്നു ം പറ�
യുന്നു; േകാടിചാപങ്ങൾക്കു വിപരീതമായിട്ടു മൂലാഗ്രങ്ങൾ.

രണ്ടു ഭുജകളുെട അന്തരത്തിനു ഭുജാഖണ്ഡെമന്നു ം രണ്ടു േകാടികളുെട അന്തരത്തിന്നു
േകാടിഖണ്ഡെമന്നു ം പറയുന്നു.

പരിേലഖ ം 32-ൽ,
ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ—കിഖ1,ഖ1ഖ2,ഖ2ഖ3, · · · · · ·
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പ്രഥമഭുജാജ്യാവു് = ഖ1ബ1.

ഇതിെന്റ മുമ്പിലെത്ത ഭുജാജ്യാവു് അതായതു കി -യിൽ നിന്നുള്ള ഭുജശൂന്യ ം .

∴ ആദ്യെത്ത ഭുജാഖണ്ഡ ം   = ഖ1ബ1 − ഠ = ഖ1ബ1 = ആദ്യഭുജാജ്യാവുതെന്ന.
ആദ്യെത്ത (ശൂന്യഭുജയുെട) േകാടിജ്യാവു്  = കി · മ = ത്രിജ്യാ.

പ്രഥമഭുജയുെട േകാടിജ്യാവു്  = ഖ1ട1 = ബ1മ
∴ ആദ്യചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം = കിമ −ബ1മ = കിബ1.

രണ്ടാ ം ഭുജാജ്യാവു്  = ഖ2ബ2.
ഇതിെന്റ േകാടിജ്യാവു്  = ഖ2ട2

രണ്ടാ ം ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡ ം = ഖ2ബ2 − ഖ1ബ1 = ഖ2യ1

ഇതിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം   = ഖ1ട1 − ഖ2ട2 = ഖ1യ1

തൃതീയചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡ ം = ഖ3ബ3 − ഖ2ബ2 = ഖ3ര1

ഇതിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം   = ഖ2ട2 − ഖ3ട3 = ഖ2ര1

ഇങ്ങെന എല്ലാ ഖണ്ഡങ്ങെളയു ം വരുത്താ ം .
ഇവിെട അതതു ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡവു ം േകാടിഖണ്ഡവു ം തങ്ങളിൽ വിപരീ�

തദിക്കുകളാകയാൽ അവെയ ഭുജാേകാടികെളന്നു കല്പിക്കാ ം . ഇവയുെട കണ്ണൎങ്ങളാകുന്നവ
അതാതു ഖണ്ഡങ്ങളുെട സമസ്തജ്യാക്കൾ — ഖ1കി , ഖ2ഖ1, ഖ3ഖ2, . . . ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ
തുല്യങ്ങളാകയാൽ ഇക്കണ്ണൎങ്ങളു ം തുല്യങ്ങൾ. ഇങ്ങെന ഭുജാേകാടിഖണ്ഡങ്ങൾ ഭുജാേകാടി�
കളായി സമസ്തജ്യാവു കണ്ണൎമായി പല ത്ര്യശ്രങ്ങളു ം — കിബ1ഖ1, ഖ1യ1ഖ2, ഖ2ര1ഖ3,
. . . ഉണ്ടാകും. ഇവിെട കണ്ണൎങ്ങൾ തുല്യങ്ങൾ, ഭുജാേകാടികൾ നാനാപ്രകാരങ്ങൾ.

പിേന്നയു ം ഒരു വക ത്രശ്രങ്ങൾ — മബ1ഖ1, മബ2ഖ2, മബ3ഖ3, . . . ഉണ്ടു്  . മബ1ഖ1

എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ ആദ്യജ്യാവു ഖ1ബ1 ഭുജ, അതിെന്റ േകാടിജ്യാവു ഖ1ട1, (=ബ1മ )
േകാടി; മഖ1 എന്ന വ്യാസാദ്ധ ൎം കണ്ണ ൎം . മബ2ഖ2 എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ രണ്ടാ ം ഭുജാജ്യാവു
ഭുജ, അതിെന്റ േകാടിജ്യാവു േകാടി, വ്യാസാദ്ധ ൎം തെന്ന കണ്ണ ൎം . ഇങ്ങെന ആദ്യദ്വിതീയാദി
ഭുജാജ്യാക്കൾ ഭുജകളായി, അതതിെന്റ േകാടിജ്യാക്കൾ ക്രേമണ േകാടികളായി, എല്ലായി�
ടത്തു ം വ്യാസാദ്ധ ൎം തെന്ന കണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കുന്ന ഒരു വക ത്ര്യശ്രങ്ങളാണിവ. ഇവിേടയു ം കൎ�
ണ്ണങ്ങൾ തുല്യങ്ങൾ, ഭുജാേകാടികൾ നാനാപ്രകാരങ്ങൾ.

പൂവ്വൎസൂത്രത്തിങ്കൽ ഭുജാമൂലങ്ങൾ തങ്ങളിലുള്ള ഇടകൾ, വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തു�
ടങ്ങുകയാെണങ്കിൽ, േകാടിഖണ്ഡങ്ങൾ; പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങുകയാെണങ്കിൽ,
ശരഖണ്ഡങ്ങൾ. മബ5, ബ5ബ4, ബ4ബ3, ബ3ബ2, ബ2ബ1, ബ1കി ഇവ േകാടിഖ�
ണ്ഡങ്ങൾ. കിബ1, ബ1ബ2, ബ2ബ3, ബ3ബ4, ബ4ബ5, ബ5മ എന്ന ക്രമത്തിലിരിക്കു�
േമ്പാ  ൾ അവ ശരഖണ്ഡങ്ങൾ. ആദ്യശരഖണ്ഡ ം കിബ1 ആദ്യഭുജാജ്യാവിെന്റ ശര ം തെന്ന.
ദ്വിതീയജ്യാവിെന്റ ശര ം = ആദ്യദ്വിതീയശരഖണ്ഡേയാഗം = കിബ1 + ബ1ബ2 =
കിബ2. ത്രിതീയജ്യാവിെന്റ ശര ം = കിബ1 +ബ1ബ2 +ബ2ബ3 = കിബ3 ഇങ്ങെന
ശരഖണ്ഡേയാഗ ം െകാണ്ടു ശരെത്ത ഉണ്ടാക്കാ ം . ഇങ്ങെനതെന്ന േകാടിഖണ്ഡേയാഗ ം െകാ�
ണ്ടു േകാടിേയയു ം ഉണ്ടാക്കാ ം . ഇതുേപാെലതെന്ന ഉത്തരസൂത്രത്തിങ്കൽ വൃത്തേകന്ദ്രത്തി�
ങ്കന്നു തുടങ്ങുകിൽ ഭുജാഖണ്ഡങ്ങളു ം സൂത്രാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങുകിൽ േകാടിശരഖണ്ഡങ്ങളും
ഉളവാകു ം . ഇവയുെട േയാഗങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഭുജകെളയു ം േകാടിശരങ്ങെളയു ം ഉണ്ടാക്കാ ം .
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പിെന്ന അതതു ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട സമസ്തജ്യാക്കൾ തുല്യങ്ങളായിട്ടിരിക്കു�
ന്നവ കണ്ണൎങ്ങളായിട്ടു കണ്ണൎങ്ങളുെട രണ്ടു് അഗ്രങ്ങളിലു ം സ്പശൎിക്കുന്നവ ജ്യാക്കൾ6

തങ്ങളിലുള്ള സമ്പാതത്തിങ്കന്നു സമസ്തജ്യാക്കളാകുന്ന കണ്ണൎങ്ങളുെട അഗ്രേത്താള�
മുള്ള ഇട ഭുജാേകാടികളായി സമസ്തജ്യാവിേനാടുകൂടിയ ത്ര്യശ്രങ്ങളായിട്ടിരിക്കും.

വ്യാഖ്യാനം 6: എല്ലാ ദിക്കിലു ം സമസ്തജ്യാവിെന സംബന്ധിച്ചുള്ള ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ
മൂലത്തിങ്കന്നുള്ള േകാടിയു ം അഗ്രത്തിങ്കന്നുള്ള ഭുജയു ം ഇവെയയാണു് “ജ്യാക്കൾ” എന്ന
പദ ം െകാണ്ടിവിെട വിവക്ഷിച്ചിരിക്കുന്നതു്. ഇവയുെട സമ്പാദത്തിങ്കന്നു സമസ്തജ്യാഗ്രങ്ങ�
േളാടുള്ള ഇടകൾ ആ സമസ്തജ്യാകണ്ണൎത്തിെന്റ ഭുജാേകാടികളാകുന്നവ. പരിേലഖ ം 32-ൽ
ഖ1ഖ2 എന്ന ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ അഗ്രമായ ഖ2 എന്ന ബിന്ദുവിൽനിന്നുള്ള ഭുജാജ്യാവു്
ഖ2ബ2 എന്നതിെന്റയു ം മൂലമായ ഖ1 എന്നതിൽനിന്നുള്ള ഖ1ട1 എന്ന േകാടിയുേടയു ം 
സമ്പാതപ്രേദശ ം യ1. അേപ്പാൾ ഖ1യ1ഖ2 എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ ഖ1ഖ2 എന്ന സമസ്തജ്യാ�
കണ്ണൎത്തിന്നു ഖ1യ1 ഭുജയു ം ഖ2യ1 േകാടിയുമാകുന്നു.

ഈ ഭുജാേകാടികെള ആകിലുമാ ം ഭുജാേകാടിഖണ്ഡജ്യാക്കൾ എന്നു കല്പിപ്പാൻ.7

വ്യാഖ്യാനം 7: വൃത്തത്തിെന്റ ചതുരാംശെത്ത 24 ആയി വിഭജിച്ചു 24 മഹാജ്യാക്കെള
ഉണ്ടാക്കി അവെയയാണെല്ലാ ഭുജാേകാടി ജ്യാക്കളായിട്ടു പഠിച്ചുവരുന്നതു്. ഇവയുെട സ്ഥാ�
നത്തു 24 ഭുജാഖണ്ഡങ്ങെളയുണ്ടാക്കി പഠിക്കുകയും െചയ്യാം. ഈ ഖണ്ഡജ്യാക്കൾക്കും
പഠിതജ്യാക്കൾ എന്നു േപരുണ്ടു്. ആയ്യൎഭടാചായ്യൎർ ഗീതികാസൂത്രത്തിൽ ഖണ്ഡജ്യാക്കെള�
യാണു് തന്നിരിക്കുന്നതു്. മുമ്പിൽ പറഞ്ഞതുേപാെല ഖണ്ഡജ്യാക്കെള പൂേവ്വ ൎാത്തരസൂത്രങ്ങ�
ളിൽ കല്പിക്കുന്നതിന്നു പകരം സമസ്തജ്യാകണ്ണൎങ്ങളുെട ഭുജാേകാടികളായിട്ടും കല്പിക്കാം.
ആയ്യൎഭടാചായ്യൎർ പറഞ്ഞിരിക്കുന്ന ഖണ്ഡജ്യാക്കൾ:-

മഖി, ഭഖി, ഫഖി, ധഖി, ണഖി, ഞഖി.
ങഖി, ഹസ്ഝ, സ്തകി, കിഷ്ഗ, ശ്ഘകി, കിഘ് വാ,
ഘ്ളകി, കിഗ്ര, ഹക്യ, ധാഹാ
സൂ, സ് ഗ, ശ്ഝ, ങ്വ, ല്ക, പൂ, ഫ, ഛ, കലാദ്ധൎജ്യാഃ (ഗീതികാപാദം േശ്ലാകം 12)

അതായതു്: 225, 224, 222, 219, 215, 210.
205, 199, 191, 183, 174, 164.
154, 143, 131, 119.
106, 93, 79, 65, 51, 37, 22, 7. ഇലികൾ എന്നു്.

“ഈ ഭുജാേകാടിഖണ്ഡങ്ങെള ആകിലുമാം ഭുജാേകാടിജ്യാക്കൾ എന്നു കല്പിക്കാം”
എന്നു ചില ഗ്രന്ഥങ്ങളിൽ ഈ വാക്യത്തിന്നു പാഠാന്തരം കാണുന്നുണ്ടു്.”

ഈവ്വണ്ണമായിരിക്കുന്ന ജ്യാഖണ്ഡങ്ങെള ഉണ്ടാക്കി പഠിേക്കണ ം . അവറ്റിനു പഠിത�
ജ്യാക്കൾ എന്നു േപരുണ്ടു്, പൂവ്വൎശാസ്ത്രങ്ങളിൽ പഠിക്കയാൽ വ്യുൽക്രേമണകൂടി പഠി�
പ്പൂ. അതു് ഉൽക്രമജ്യാക്കൾ.8

വ്യാഖ്യാനം 8: ഈ ഖണ്ഡജ്യാക്കെള, 7, 22, 37, . . . എന്ന ക്രമത്തിലു ം   പഠിേക്കണ ം .
അേപ്പാൾ അവറ്റിന്നു് ഉൽക്രമജ്യാക്കെളന്നു േപർ. ഇവയുെട േയാഗ ം െകാണ്ടു ശരങ്ങളുണ്ടാ�
കുന്നു. ഉൽക്രമജ്യാവു് എന്നുെവച്ചാൽ ശര ം തെന്ന. മൂലത്തിൽ ഉൽക്രമജ്യാക്കൾ എന്നതിന്നു്
ഉൽക്രമജ്യാഖണ്ഡങ്ങെളന്നത്ഥ ൎ ം .

8-ആം ജ്യാവു് = 225 + 224 + 222 + 219 + 215 + 210 + 205 + 199
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= 1719.
അതിെന്റ ശര ം = 7 + 22 + 37 + 51 + 65 + 79 + 98 + 106 = 460

8-ആം ജ്യാവിെന്റ േകാടി = ത്രിജ്യ— 8-ആം ജ്യാശരം 3438− 460 = 2978

പദാദിയിങ്കന്നു തുടങ്ങി ഇത്ര ചാപഖണ്ഡ ം കഴിഞ്ഞ സന്ധി ഇഷ്ടപ്രേദശെമന്നു വരു�
േമ്പാൾ അത്ര പഠിതജ്യാവുതെന്ന ഇഷ്ടജ്യാവാകുന്നതു്.9

വ്യാഖ്യാനം 9: അത്ര പരിതജ്യാക്കളുെട േയാഗമിഷ്ടജ്യാവാകുന്നതു് എന്നത്ഥ ൎ ം .

പിെന്ന ഇസ്സന്ധിയിങ്കന്നു പിന്നെത്ത ചാപഖണ്ഡത്തിൽ ഒട്ടുെചേന്നട ം ഇഷ്ടപ്രേദശ�
െമന്നു വരുേമ്പാൾ ഈ പഠിതജ്യാവിൽ കൂട്ടൂ, മീെത്ത ചാപഖൈണ്ഡകേദശത്തിെന്റ
ജ്യാഖൈണ്ഡകേദശ ം . എന്നാലിഷ്ടജ്യാവതു്.

ഇവിെട ജ്യാഖൈണ്ഡകേദശമുണ്ടാക്കു ം പ്രകാര ം പിെന്ന, ഇച്ചാപഖണ്ഡ ം പ്ര�
മാണമാകുേമ്പാൾ ഈ ഖണ്ഡജ്യാക്കളിൽ ഇത്രാമതു പ്രമാണഫല ം , ഇച്ചാപഖ�
ൈണ്ഡകേദശത്തിനു് എത്ര ജ്യാഖൈണ്ഡകേദശ ം എന്നു് ഈ ൈത്രരാശിക ം െകാ�
ണ്ടുണ്ടാക്കാ ം . അതു സ്ഥൂലമെത്ര. അതിന്നു േഹതു. നേടെത്ത ചാപത്തിലിരട്ടി
രണ്ടാ ം ചാപ ം , മുമ്മടങ്ങു മൂന്നാ ം ചാപ ം . ഇങ്ങെന ചാപങ്ങൾ. നേടെത്ത ജ്യാവിലി�
രട്ടി ഇല്ല രണ്ടാ ം ജ്യാവ്, മുമ്മടങ്ങില്ല മൂന്നാ ം ജ്യാവു് എന്നിവണ്ണമിരിക്കു ം അതിന്നു
േഹതു. നേടെത്ത ചാപത്തിന്നു വളവില്ല, ശര ം െപരിെക കുറകയാൽ; ജ്യാവിേനാടു
മിക്കവാറു ം സമ ം . ചാപ ം വലുതാേയാള ം വളവു് ഏറു ം . അവിെട ജ്യാവു് കുറേവ നീള�
മുണ്ടായിരിപ്പൂ, ശരന്നീളേമറുകയാൽ. എന്നാൽ ചാപ ം പ്രമാണമായിട്ടു ജ്യാവിെന
ൈത്രരാശിക ം െചയ്യരുതു്, ഫല ം സ്ഥൂലമാകയാൽ.

പഠിതജ്യാക്കെള സൂക്ഷ്മമായിട്ടു വരുത്തു ം പ്രകാര ം 
അനന്തരം പഠിതജ്യാക്കെളത്തെന്ന സൂക്ഷ്മമായിട്ടറിയു ം പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നുണ്ടു്.
അവിെട നേടെത്ത ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ മൂലമാകുന്ന പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കലു ം ഇവി�
ടുന്നു വടക്കു നീങ്ങി രാശ്യഷ്ടമാ ം ശ ം ഇരുന്നൂറ്റിഇരുപത്തഞ്ചിലി െചേന്നട ം അഗ്ര ം 
അവിേടയു ം സ്പശൎിച്ചിട്ടു് ആദ്യചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവിെന കല്പിപ്പൂ. യാവ�
ചിലവ പിെന്ന അച്ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ മൂലാഗ്രങ്ങളിൽ നിന്നു തുടങ്ങിയ ഭുജാേകാടി
ഖണ്ഡജ്യാക്കൾ, അവെറ്റ അേന്യാന്യ ം ഭുജാേകാടികളായിട്ടു കല്പിക്കുേമ്പാൾ ഇവ�
റ്റിെന്റ കണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കു ം അസ്സമസ്തജ്യാവു്. പിെന്ന വൃത്തേകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു് ഇച്ചാപ�
ഖണ്ഡമധ്യത്തിങ്കൽ സ്പശൎിക്കുമാറു് ഒരു വ്യാസാദ്ധൎെത്ത കല്പിപ്പൂ. ഇതിെന്റ അഗ്ര ം 
ഇസ്സമസ്തജ്യാവിെന്റ ശരമാകുന്നതു്. ആകയാൽ ഈ വ്യാസാദ്ധൎവു ം സമസ്തജ്യാവു ം 
തങ്ങളിൽ വിപരീത ദിക്കു് ആകയാൽ പൂവ്വൎസൂത്രാഗ്രത്തിങ്കൽനിന്നു് ഈ വ്യാസാദ്ധൎാ�
ഗ്ര ം എത്ര വടക്കു നീങ്ങി ഇരിക്കുന്നൂ, ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രത്തിെന്റ10 ദക്ഷിണാഗ്ര�
ത്തിങ്കൽനിന്നു് അസ്സമസ്തജ്യാഗ്ര ം ആയ ം ശ ം െകാണ്ടു കിഴക്കു നീങ്ങി ഇരിക്കു ം . 11

വ്യാഖ്യാനം 10: ഇവിെട ദിക്കിെന മാത്ര ം അേപക്ഷയുള്ളതുെകാണ്ടു ം ദക്ഷിേണാത്തരസൂ�
ത്രവും ഭുജാജ്യാകളു ം തുല്യദിക്കുകളാകയാലു ം ഭുജാജ്യാക്കെളയും അതാതു സ്ഥാനത്തു ദക്ഷി�
േണാത്തരസൂത്രെമന്നു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.
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വ്യാഖ്യാനം 11: Ancient Hindu Mathematicians seem to have some idea of
vectors and angles.

ഇവിെട ആദ്യചാപസമസ്തജ്യാവിെന കുറിച്ചു ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രമാകുന്നതു് ആദ്യ�
ജ്യാവു തെന്ന. പിെന്ന ഈ വ്യാസാദ്ധൎാഗ്രത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിട്ടു രണ്ടു ഭുജാേകാടി�
ജ്യാക്കെള കല്പിപ്പൂ. അവിെട ഖണ്ഡാദ്ധൎമാകുന്ന നൂെറ്റാരുപത്തുരണ്ടര ഇലി ഭുജാചാ�
പമാകുന്നതു്. വളവു കുറയുകയാൽ ഇച്ചാപെത്തതെന്ന അദ്ധൎജ്യാവു് എന്നു കല്പിച്ചു്
ഇതിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞു് മൂലിച്ചതു േകാടിജ്യാവു് ഇരു�
പത്തിമൂന്നര ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ജ്യാവു്. ഇതുേപായ വ്യാസാദ്ധൎേശഷ ം ഭുജാശര ം .
ഇവിെട പ്രഥമചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കൽ സ്പശൎിക്കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണൎത്തിന്നു നൂ�
െറ്റാരുപത്തുരണ്ടര ഇലി ഭുജാജ്യാവാകുന്നതു്. ഈ ജ്യാവിലിരട്ടിേപാന്നിരിക്കുന്ന
സമസ്തജ്യാകണ്ണൎത്തിനു് എന്തു ഭുജ എന്ന ഇൈത്ത്രരാശിക ം െകാണ്ടു സമസ്തജ്യാ�
കണ്ണൎത്തിെന്റ ഭുജ ആയിരിക്കുന്ന പ്രഥമജ്യാശരമുണ്ടാകു ം . ഇവിെട ത്രിജ്യാകണ്ണൎ �
ത്തിനു െതക്കുവടക്കു ഭുജാ. ഇത്ത്രിജ്യാകണ്ണൎത്തിനു വിപരീതമാകയാൽ സമസ്ത�
ജ്യാകണ്ണൎത്തിന്നു കിഴക്കുപടിഞ്ഞാറു ഭുജാ. പിെന്ന ഈ വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണൎത്തിന്നു്
ഇരുപത്തിമൂന്നര ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ജ്യാവു േകാടിയാകുന്നതു്. ഇസ്സമസ്തജ്യാകൎ�
ണ്ണത്തിന്നു് എന്തു േകാടി എന്നു് ആദ്യജ്യാവുണ്ടാകു ം . ഇവിെട ത്രിജ്യാകണ്ണൎത്തിന്നു
േകാടി കിഴക്കുപടിഞ്ഞാറു്, സമസ്തജ്യാകണ്ണൎത്തിന്നു െതക്കുവടക്കു േകാടി. പിെന്ന
പ്രഥമജ്യാശര ം വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ പ്രഥമജ്യാേകാടി ഉണ്ടാകു ം . ഈ
ന്യായ ം െകാണ്ടുതെന്ന ദ്വിതീയജ്യാദിജ്യാക്കെള ഉണ്ടാക്കൂ. അതു് എങ്ങെന എന്നു്.
ഇവിെട ഇനി പ്രഥമജ്യാഗ്രത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിട്ടു് ഒരു വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണൎെത്ത കല്പിപ്പൂ.
ഇതിന്നു ഭുജാേകാടികളാകുന്നതു നേടെത്ത ജ്യാവു ം ഇരുപത്തിമൂന്നാംജ്യാവു ം . ഇവ
ഇവിെട പ്രമാണഫലങ്ങളാകുന്നതു്. പിെന്ന നേടെത്ത ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ നടുവി�
ലു ം രണ്ടാ ം ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ നടുവിലു ം സ്പശൎിച്ചിട്ടു് ഒരു സമസ്തജ്യാകണ്ണൎെത്ത കല്പി�
പ്പൂ. ഇതു ഇച്ഛാരാശിയാകുന്നതു്. ഇസ്സമസ്തജ്യാവു ം രാശിയിൽ എെട്ടാന്നായിരിക്കു ം ,
രണ്ടു ചാപഖണ്ഡത്താലു ം പപ്പാതി കൂടുകയാൽ. ഇതിന്നു് ഇഛാഫലങ്ങളാകുന്ന�
തു രണ്ടാ ം ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ മദ്ധ്യത്തിൽ അഗ്രമായിട്ടിരിക്കുന്ന ഭുജാഖണ്ഡജ്യാവു
നേടെത്ത ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ നടുവിലഗ്രമായിരിക്കുന്ന േകാടിജ്യാേവാളമുള്ളതു്
ഒന്നു്; ഈ ഭുജാഖണ്ഡജ്യാസമ്പാതത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങീട്ടു േകാടിജ്യാവിെന്റ അഗ്ര ം 
ഒന്നു്. ഇതു േകാടിഖണ്ഡമാകുന്നതു്. ഈ േകാടിഖണ്ഡ ം േപായ േശഷ ം േകാടിജ്യാ�
വു12 ദ്വിതീയചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കലഗ്രമായിട്ടിരിക്കുന്ന േകാടിജ്യാവായിരിക്കു ം .
പിെന്ന ഈ ഭുജാഖണ്ഡ ം പ്രഥമചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിട്ടിരിക്കുന്ന
ഭുജാജ്യാവിൽ കൂട്ടൂ.

വ്യാഖ്യാനം 12: അദ്ധൎചാപഭുജയുെട േകാടിജ്യാവിൽനിന്നു് ഈ േകാടിഖണ്ഡ ം േപായ�
േശഷ ം 

എന്നാൽ ദ്വിതീയ ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കലഗ്രമായിരിക്കുന്ന ഭുജാജ്യാവുണ്ടാകു ം . പി�
െന്ന ഈ ജ്യാക്കൾ പ്രമാണഫലങ്ങളായി ഈ ജ്യാഗ്രങ്ങളുെട സംപാതത്തിങ്കൽ
അഗ്രമായിരിക്കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണ ൎം പ്രമാണമായി ദ്വിതീയ ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ
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സമസ്തജ്യാവു് ഇഛയായി കല്പിച്ചിട്ടുണ്ടാക്കിയ ഇഛാഫലങ്ങൾ ൈദ്വതീയ ചാപ�
ഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാേകാടിജ്യാക്കളാകുന്നതു്. ഇതിൽ ഭുജാഖണ്ഡ ം പ്രഥമജ്യാവിൽ
കൂട്ടൂ. േകാടിഖണ്ഡെത്ത ഇരുപത്തിമൂന്നാംജ്യാവിൽ കളയൂ. എന്നാൽ രണ്ടാ ം ജ്യാവു ം 
ഇരുപത്തിരണ്ടാ ം ജ്യാവു ം ഉണ്ടാകു ം . ഇവ ഭുജാേകാടികളായിട്ടുമിരിക്കു ം . പിെന്ന ഇവ
പ്രമാണഫലങ്ങളായിട്ടു ത്രിതീയ ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിട്ടിരിക്കുന്ന
ഭുജാേകാടികെള ഉണ്ടാക്കൂ. പിെന്ന അവ പ്രമാണഫലങ്ങളായിട്ടു തൃതീയചാപത്തി�
െന്റ അഗ്രത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിരിക്കുന്ന ഭുജാേകാടിജ്യാക്കെള ഉണ്ടാക്കൂ. പിെന്ന
ഒടുക്കേത്താളമീവണ്ണ ം  . അവിെട ചാപമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു് ഉണ്ടാകുന്നതു മദ്ധ്യത്തിങ്കേല�
തിൽ സംസ്കരിപ്പൂ. ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കന്നു് ഉണ്ടാകുന്ന ഖണ്ഡജ്യാക്കൾ ഖണ്ഡാഗ്ര�
ത്തിങ്കൽ ഉണ്ടായവറ്റിൽ സ ം സ്കരിപ്പൂ. എന്നാൽ ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കേലവ ഒരു
പരിഷ; അഗ്രത്തിങ്കേലവ ഒരു പരിഷ. ഇവറ്റിൻ മദ്ധ്യത്തിങ്കേലവെറ്റ ഉേപക്ഷിച്ചു്
അഗ്രത്തിങ്കേലവേറ്റ പഠിേച്ചപ്പൂ. ഇവ പഠിതജ്യാക്കളാകുന്നതു്.

വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖ ം 34-ൽ മ േകന്ദ്രമായിരിക്കുന്ന വൃത്തത്തിെന്റ ചതുര ം ശെത്ത മൂന്നു
തുല്യ ഭാഗങ്ങളായിട്ടു വിഭജിക്കുക.

തുല്യചാപങ്ങൾ:- കിഖ1, ഖ1ഖ2, ഖ2വ .
ഗ1, ഗ2, ഗ3 ഇവ ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട മദ്ധ്യങ്ങൾ.
ഈ ചാപഖണ്ഡാഗ്രങ്ങളിൽ നിന്നു ം ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യങ്ങളിൽ നിന്നു ം ഭുജകെളയും േകാ�

ടികെളയു ം ഉണ്ടാക്കൂ. മഗ1, മഖ1, മഗ2, മഖ2 എന്നീ വ്യാസാദ്ധൎങ്ങേളയു ം വരക്കൂ.

പരിേലഖം (34)

ഒന്നിെന്റ ഭുജാേകാടികണ്ണൎങ്ങൾ മേറ്റതിെന്റ ഭുജാേകാടികണ്ണൎങ്ങൾക്കു വിപരീതദിക്കുക�
ളാകയാൽ മഗ1ഭ1, കിഖ1ബ1 ഈ ത്ര്യശ്രങ്ങൾ തുല്യാകാരങ്ങൾ.

∴ ആദ്യചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാ = ഖ1ബ1 =
മഭ1 ×കിഖ1

ത്രിജ്യാ

ഇതിെന്റ ശര ം കിബ1 =
ഗ1ഭ1 ×കിഖ1

ത്രിജ്യാ
∴ ആദ്യചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടി = ഖ1ട1

= മബ1

= മകി −കിബ1
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= ത്രിജ്യാ−കിബ1

മുമ്പിൽ പറഞ്ഞ ന്യായ ം െകാണ്ടുതെന്ന മഖ1ബ1, ഗ1ഗ2ച 1 എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങളും തു�
ല്യാകാരങ്ങൾ.

∴ ഗ2ച 1 =
മബ1 × ഗ1ഗ2

ത്രിജ്യാ

ഗ1ച 1 =
ഖ1ബ1 × ഗ1ഗ2

ത്രിജ്യാ

പിെന്നയു ം   തുല്യാകാരങ്ങളായിട്ടിരിക്കുന്ന മഗ2ഭ2,ഖ1ഖ2ച 2 എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ

ഖ2ച 2 =
മഭ2 × ഖ1ഖ2

ത്രിജ്യാ

ഖ1ച 1 =
ഗ2ഭ2 × ഖ1ഖ2

ത്രിജ്യാ

ഇങ്ങെന വൃത്തചതുര ം ശെത്ത 24 തുല്യഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടു വിഭജിക്കുകയാെണങ്കിൽ ചാപഖ�
ണ്ഡത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവു കണ്ണൎമായിട്ടു പല ഭുജാേകാടികെള ഉണ്ടാക്കാം.

കിഖ1 = ഗ1ഗ2 = ഖ1ഖ2 = ഗ2ഗ3 = · · · = രാശ്യഷ്ടമാ ം ശസമസ്തജ്യാവു്.

കിഗ1 എന്ന ചാപഖണ്ഡാദ്ധ ൎം =
225

2

= 112

1

2

ഇലി.

ഖണ്ഡ ം വളെര െചറുതായതുെകാണ്ടു കിഗ1 എന്ന ചാപവു ം ഗ1ഭ1 എന്ന അതിെന്റ ജ്യാവു ം 
തുല്യെമന്നു കല്പിക്കാ ം .

അേപ്പാൾ ഗ1ഭ1 = 112

1

2

ഇലി.

അതുേപാെലതെന്ന ചാപഖണ്ഡസമസ്തജ്യാക്കെള ചാപഖണ്ഡതുല്യെമന്നു ം കല്പിക്കാ ം .

∴ കിഖ1 = ഗ1ഗ2 = · · · = 225 ഇലി.

ഇവിെട അരചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാ = 112

1

2

ഇലി.

അതിെന്റ േകാടി = മഭ1 =

√
ത്രിജ്യ2 − (112

1

2

)2.

ഭുജാശര ം അെല്ലങ്കിൽ അരചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം .

= കിഭ1.
= ത്രിജ്യാ− മഭ1.

ചാപഖണ്ഡസമസ്തജ്യാവു് = 225 ഇലി.

ഈ ജ്ഞാതങ്ങളായിരിക്കുന്ന വസ്തുക്കെളെക്കാണ്ടു് എല്ലാ ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെടയു ം ഭുജാേകാ�
ടിഖണ്ഡങ്ങെള െവേവ്വെറ ഉണ്ടാക്കാ ം . ഇവയിൽനിന്നു 24 ജ്യാക്കേളയുമുണ്ടാക്കാ ം .

1)
സമസ്തജ്യാവു്×അര ചാപഖണ്ഡേകാടി

ത്രിജ്യാ
=
കിഖ1 × മഭ1

ത്രിജ്യാ

= ഖ1ബ1 (ആദ്യചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡ ം ).
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സമസ്തജ്യാവു്×അരചാപഖണ്ഡഭുജ
ത്രിജ്യാ

=
കിഖ1 × ഗ1ഭ1

ത്രിജ്യാ

= കിബ1 (ആദ്യചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം ).

ത്രിജ്യാ−ആദ്യചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം .

= മകി −കിബ1

= മബ1

= ആദ്യഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടി

= 23 ഖണ്ഡങ്ങളുെട ഭുജ

= 23-ആ ം ജ്യാവു്.

ആദ്യഭുജാജ്യാവു് = ആദ്യഭുജാഖണ്ഡ ം തെന്ന.

2)
സമസ്തജ്യാവു്× 23-ആ ം ജ്യാവു്.

ത്രിജ്യാ
=
ഗ1ഗ2 × മബ1

ത്രിജ്യാ

= ഗ2ച 1(ഗ1ഗ2 എന്ന ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡ ം )

സമസ്തജ്യാവു്×ആദ്യജ്യാവു്
ത്രിജ്യാ

=
ഗ1ഗ2 × ഖ1ബ1

ത്രിജ്യാ

= ഗ1ച 1(ഗ1ഗ2 എന്ന ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം )

ഗ2ച 1 + അരചാപത്തിെന്റ ഭുജാ = ഗ2ച 1 + ഗ1ഭ1

= ഗ2ച 1 + ഗ1ഭ2

= ഗ2ഭ2. (ഒന്നരചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജ)

അരചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടി− ഗ1ച 1

= മഭ1 − ഗ1ച 1

= മഭ1 − ഭ1ഭ2

= മഭ2 (ഒന്നരചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടി)

3)
സമസ്തജ്യാവു്× ഒന്നരചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടി

ത്രിജ്യാ

=
ഖ1ഖ2 × മഭ2

ത്രിജ്യാ

= ഖ2ച 2 (രണ്ടാ ം ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡം)

സമസ്തജ്യാവു്× ഒന്നരചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാ
ത്രിജ്യാ

=
ഖ1ഖ2 × ഗ2ഭ2

ത്രിജ്യാ

= ഖ1ച 2 (രണ്ടാ ം ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം )



േജ്യഷ്ഠേദവൻ: യുക്തിഭാഷാ 149

ഖ2ച 2 + ആദ്യജ്യാവു് = ഖ2ച 2 + ഖ1ബ1

= ഖ2ച 2 + ച 2ബ2 = ഖ2ബ2

= ദ്വിതീയജ്യാവു്.

23-ആ ം ജ്യാവു്− ച 2ഖ1 = മബ1 −ബ1ബ2 = ഖ2ട2

= ദ്വിതീയജ്യാവിെന്റ േകാടി

= 22-ആ ം ജ്യാവു്.

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ഇങ്ങെന (1), (3) തുടങ്ങിയുള്ള പരിഷയിൽ നിന്നു ം പഠിതജ്യാക്കൾ വരു ം .

ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കെല ജ്യാനയനപ്രകാര ം 
പിെന്ന ഒരു ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ അഗ്രത്തിങ്കെലാഴിയ ഇടയിെലാരു ഇഷ്ടപ്രേദ�
ശമാകുേമ്പാൾ ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കലഗ്രമായിരിക്കുന്ന ഭുജാേകാടികെള അറിവാനു�
മിതുതെന്ന ഉപായ ം . ഇസ്സമീപത്തിങ്കെല ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കന്നു് ഇഷ്ടപ്രേദശ�
േത്താടിടക്കു ശിഷ്ടചാപെമന്നു േപർ. അശ്ശിഷ്ടചാപെത്തതെന്ന സമസ്തജ്യാവായി
ഇച്ഛാരാശിയായി കല്പിച്ചു ൈത്രരാശിക ം െചയ്തുണ്ടാക്കുന്ന ഇച്ഛാഫലങ്ങൾ അശ്ശിഷ്ട�
ചാപത്തിെന്റ ഭുജാേകാടിഖണ്ഡജ്യാക്കൾ ആയിട്ടിരിക്കു ം . അവെറ്റ ഇഷ്ടപ്രേദശത്തി�
നടുത്തുള്ള ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കെല പഠിതജ്യാക്കളിൽ സ ം സ്കരിച്ചാൽ വൃത്തത്തിങ്ക�
െല ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കലഗ്രങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഭുജാേകാടിജ്യാക്കളുണ്ടാകു ം . അവിെട
ശിഷ്ടചാപമദ്ധ്യത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിരിക്കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണ ൎം പ്രമാണമാകുന്നതു്.
ഇതിെന്റ ഭുജാേകാടിജ്യാക്കൾ പ്രമാണഫലങ്ങളാകുന്നതു്. ഇവെറ്റ അറിഞ്ഞീല പി�
െന്ന. എന്നിട്ടു് ഇവിടക്കുമിതുതെന്ന ഉപായ ം . ഇവിെട ശിഷ്ടചാപമധ്യത്തിങ്കലു ം പഠി�
തജ്യാഗ്രത്തിങ്കലു ം സ്പശൎിച്ചിട്ടു് ശിഷ്ടചാപത്തിൽ പാതിക്കു് ഒരു സമസ്തജ്യാവിെന
കണ്ണൎമായി കല്പിച്ചു് ഇക്കണ്ണൎത്തിെന്റ ഭുജാേകാടിഖണ്ഡങ്ങെള ഇച്ഛാഫലങ്ങളായി
ഉണ്ടാക്കി പഠിതജ്യാക്കളിൽ സംസ്കരിച്ചാൽ ശിഷ്ടചാപമദ്ധ്യത്തിങ്കൽ അഗ്രമായി�
രിക്കുന്ന ജ്യാക്കളുണ്ടാകു ം . ഇവറ്റിനു പിെന്ന ശിഷ്ടചാപാദ്ധൎത്തിെന്റ മദ്ധ്യത്തിങ്കൽ
അഗ്രങ്ങളായിരിക്കുന്ന ജ്യാക്കെള അേപക്ഷ ഉണ്ടു്. അവ പഠിതജ്യാക്കൾ തെന്ന
എന്നു കല്പിപ്പൂ, ഈഷൽേഭദേമ ഉള്ളൂ എന്നിട്ടു്. ഇതു െകാണ്ടു സൂക്ഷ്മത േപാരായ്കിൽ
ശിഷ്ടചാപത്തിൽ നാലിെലാന്നിന്നു സമസ്തജ്യാവിെന കല്പിച്ചു് ഇതിന്നു ഖണ്ഡജ്യാക്ക�
െള ഉണ്ടാക്കൂ നേട. ഇതു ം േപാരായ്കിൽ ഇതിേന്റയുമദ്ധൎത്തിങ്കേലക്കു കല്പിച്ചുെകാള്ളൂ.
ഇതിെന ഇഷ്ടേദാഃേകാടിധനുേഷാ ഃ എന്നതു െകാണ്ടു െചാല്ലിയതു്.

വ്യാഖ്യാനം: 24 പഠിതജ്യാക്കേളയു ം അറിഞ്ഞതിനു േശഷ ം ഏെതങ്കിലു ം രണ്ടു ജ്യാഗ്രങ്ങളു�
െട ഇടയിലുള്ള ചാപഖണ്ഡത്തിൽ ഏെതങ്കിലുെമാരു ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കെല ഭുജാേകാടിക�
െള വരുത്തുംപ്രകാരെത്ത കാണിക്കുന്നു. മുമ്പിൽപറഞ്ഞ ന്യായ ം തെന്ന ഇവിടക്കുമുപായ ം .
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പരിേലഖം (35)

പരിേലഖ ം 35-ൽ, ഖ1 ഒരു പഠിതജ്യാവിെന്റ അഗ്ര ം .
ഖ1ബ1 അവിടെത്ത ഭുജാജ്യാവു്.
ഖ1ട1 അവിടെത്ത േകാടിജ്യാവു്.
ഗ ഒരിഷ്ടപ്രേദശ ം .
ഇതിെന്റ ഭുജാേകാടികളായ ഗര , ഗഡ േജ്ഞയങ്ങൾ.
ഖ1ഗ ശിഷ്ടചാപ ം .
ഘ ശിഷ്ടചാപമദ്ധ്യ ം .
ഘഭ ശിഷ്ടചാപമദ്ധ്യത്തിെല ഭുജാജ്യാവു്.
മഘ ശിഷ്ടചാപമദ്ധ്യത്തിൽക്കൂടിയുള്ള വ്യാസാദ്ധ ൎം .

ഒന്നിെന്റ ഭുജാേകാടികണ്ണൎങ്ങൾ മേറ്റതിെന്റ ഭുജാേകാടികണ്ണൎങ്ങൾക്കു ക്രേമണ വിപരീ�
തദിക്കുകളാകയാൽ മഘഭ , ഖ1ഗച എന്ന ത്രശ്രങ്ങൾ തുല്യാകാരങ്ങൾ.

∴ ഗച =
ഗഖ1 × മഭ

ത്രിജ്യാ

ഖ1ച =
ഗഖ1 ×ഘഭ

ത്രിജ്യാ

ഒരു ചാപഖണ്ഡ ം = 225 ഇലി. ഖ1ഗ എന്ന ശിഷ്ടചാപ ം ചാപഖണ്ഡാദ്ധൎമായ 112

1

2

ഇലിയിൽ കുറവായിരിക്കു ം . അതുെകാണ്ടു ശിഷ്ടചാപെത്തതെന്ന സമസ്തജ്യാവായി കല്പി�
ക്കാം. ഖ1ഘ എന്ന ബിന്ദുക്കൾ വൃത്തത്തിൽ വളെര അടുത്തായതുെകാണ്ടു ഘ എന്നതിൽ
നിന്നുള്ള ഭുജാേകാടികെള പഠിതജ്യാതുല്യങ്ങൾ എന്നു കല്പിക്കാ ം .

∴ മഭ = മബ1; ഘഭ = ഖ1ബ1

∴ ഭുജാഖണ്ഡ ം = മബ1 ×
ശിഷ്ടചാപ ം 

ത്രിജ്യാ

= പഠിതാേകാടിജ്യാവു്  × ശിഷ്ടചാപ ം 
ത്രിജ്യാ

∴ ഭജ ഗര = പഠിതഭുജജ്യാവു്  + പഠിതാേകാടിജ്യാവു്  × ശിഷ്ടചാപ ം 
ത്രിജ്യാ
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േകാടി ഗഡ = പഠിതേകാടിജ്യാവു്  −പഠിതഭുജാജ്യാവു്  × ശിഷ്ടചാപ ം 
ത്രിജ്യാ

ഖ1ഗ എന്ന ശിഷ്ടചാപ ം 112

1

2

ഇലിയിൽ കൂടുതലാെണങ്കിൽ മീെത്ത ചാപാഗ്രത്തിങ്ക�
ലുള്ള ഭുജാേകാടിജ്യാക്കളിൽ ജ്യാഖണ്ഡങ്ങെള സംസ്കരിേക്കണം. ഖണ്ഡങ്ങെള മുമ്പിൽ പറ�
ഞ്ഞിരിക്കുന്നതിന്നു വിപരീതമായി സംസ്കരിക്കയും േവണ ം .

ഇവിെട സൂക്ഷ്മത േപാരാ എന്നുെണ്ടങ്കിൽ ശിഷ്ടചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎേത്തേയാ ചതുരാം�
ശേത്തേയാ സമസ്തജ്യാെവന്നു കല്പിച്ചു് ഈ ക്രിയ ആവത്തൎ ിച്ചു െചയ്തു ഭുജാേകാടിഖണ്ഡങ്ങ�
െള ഉണ്ടാക്കി പഠിതജ്യാക്കളിൽ സംസ്കരിച്ചാൽ സൂക്ഷ്മതരങ്ങളായ ഭുജാേകാടിജ്യാക്കളുണ്ടാ�
കു ം .

ഇഷ്ടേദാഃേകാടിധനുേഷാസ്സ്വസമീപസമിരിേത |
േജ്യ േദ്വ സാവയേവ ന്യസ്യ കയ്യൎാദൂനാധിക ം ധനുഃ ||
ദ്വിഘ്നതല്ലിപ്തികാൈപ്തകശരൈശലശിഖീന്ദവഃ ||
ന്യസ്യാേച്ഛദായ ച മിഥസ്തൽ സ ം സ്കാരവിധിത്സയാ ||
ഛിൈത്വകാ ം പ്രക്ഷിേപജ്ജഹ്യാൽ തദ്ധനുഷ്യധിേകാനേക |
അന്യസ്യാമഥ താ ം ദ്വിഘ്നാ ം തഥാ സ്യാന്മി മി സ ം സ്കൃതിഃ ||
ഇതി േത കൃതസ ം സ്കാേര സ്വഗുണൗ ധനുേഷാസ്മേയാഃ ‘ഇതിമാധവഃ’

ഇഷ്ടപ്രേദശ ം രാജപദത്തിങ്കേലാ യുഗ്മപദത്തിങ്കേലാ സംഭവിക്കാ ം . ആ പദത്തിങ്കൽ
ഗതമായിേട്ടാ ഏഷ്യമായിേട്ടാ ഇരിക്കുന്ന ഇഷ്ടചാപഭാഗത്തിന്നു ജ്യാക്കെള വരുേത്തണ്ടി�
യിരിക്കുന്നു. ഈ ചാപഭാഗത്തിന്നു് ഇഷ്ടേദാഃ േകാടിധനുസ്സു് എന്നു പറയുന്നു. ഈ ചാപാ�
ഗ്രത്തിെന്റ േനേര േമെലേയാ കീേഴേയാ ഉള്ള ചാപസന്ധിയിെല ഭുജാേകാടിജ്യാക്കെള
സ്വസമീപസമിരിതജ്യാക്കൾ എന്നു പറയുന്നു. ഉദ്ദിഷ്ടഭുജാേകാടികെള വരുത്തുവാനുള്ള
ക്രിയ ഇങ്ങെനയാണു്:–
(1) ആദ്യമായി ശിഷ്ടചാപമാകുന്ന ഊനാധികധനുസ്സിെന വരുത്തുക. ഇതു് ഇഷ്ടധനുസ്സു ം 

സ്വസമീപസമിരിതജ്യാവിെന്റ ചാപവു ം തമ്മിലുള്ള അന്തരം. ഇതിെന ച എന്നു കല്പി�
ക്കുക.

(2) കൃഷ്ണസ ം ഗസ്സ്യാൽ (13751) എന്നതിെന, ഊനാധികധനുസ്സിെന ഇലിയാക്കി ഇരട്ടി�
ച്ചതിെനെക്കാണ്ടു ഹരിക്കുക. ഈ ഫലെത്ത ഹ എന്നു കല്പിക്കുക. ഇെതാരു ഹാരക�
മാകുന്നു.

(3) ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിെന്റ കീെഴേയാ േമേലേയാ ഉള്ള ചാപസന്ധിയിെല ഭുജാേകാടികെള
(പഠിതജ്യാക്കെള) സാവയവമായിട്ടു െവക്കു. ഇഷ്ടഭുജെയ കാണുവാനുേദ്ദശിക്കുന്നു�
െവങ്കിൽ ഭുജെവച്ചു ം േകാടിെയയാെണങ്കിൽ േകാടിെയെവച്ചു ം ക്രിയ തുടങ്ങണം.
ആവശ്യ ം േപാെലയുള്ള പഠിതജ്യാവിെന ഹാരക ം െകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലെത്ത
മേറ്റതിൽ ഋണധനത്തിന്നു തക്ക വണ്ണ ം സംസ്കരിേക്കണ ം . ഈ സംസ്കൃതജ്യാവിെന
ഇരട്ടിച്ചതിെന പിേന്നയു ം ഹാരക ം െകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലെത്ത ആദ്യേത്തതിലു ം 
ഋണധന ം േപാെല സംസ്കരിച്ചാൽ ഉദ്ദിഷ്ടജ്യാവു വരു ം . സ്വസമീപസമിരിതജ്യാവിെന്റ
ചാപ ം ഇഷ്ടധനുസ്സിേനക്കാൾ കുറയുെമങ്കിൽ ധനമായിട്ടു ം കൂടുെമങ്കി  ൽ ഋണമായിട്ടും
ആ ജ്യാവിെന്റ സ ം സ്കാരപ്രകാര ം . ഓജപദത്തിങ്കൽ കിെഴ പഠിതജ്യാക്കെള ഉപേയാ�
ഗിക്കുന്ന പക്ഷ ം , ഭുജയിൽ ധനമായിട്ടു ം േകാടിയിൽ ഋണമായിട്ടും സ ം സ്കാര ം   . േമേല
ജ്യാവാെണങ്കിൽ ഭുജയിൽ ഋണമായിട്ടും േകാടിയിൽ ധനമായിട്ടും സ ം സ്കാര ം ; യുഗപ�
ദത്തിൽ ഇതിന്നു വിപരീത ം സ ം സ്കാരക്രമ ം . പദാദി മുതൽ ഇഷ്ടപ്രേദശ ം വെരയുള്ള
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ചാപഭാഗത്തിെന്റ ജ്യാക്കെളയാണു് കാേണണ്ടതു്. ഇവെയല്ലാ ം ഉദാഹരണങ്ങെള�
െക്കാണ്ടു് മുകളിൽ സ്പഷ്ടമാക്കുന്നുണ്ടു്.
ഇഷ്ടപ്രേദശ ം പ്രഥമപദത്തിെലന്നും സ്വസമീപസമീരിതജ്യാക്കൾ കീെഴ സന്ധിയിലു�

ള്ളവ എന്നു ം കല്പിച്ചു പറയുന്നു. ഭുജാേകാടികെള ഭ , ക എന്നു ം കല്പിക്കൂ. അേപ്പാളിവിെട ഭുജ�
യിൽ ധനമായിട്ടും േകാടിയിൽ ഋണമായിട്ടു ം സംസ്കാര ം െചേയ്യണ ം .

ഹാരക ം ഹ =
13751

2ച
.

ഇഷ്ടപ്രേദശഭുജാ = ഭ +
(
ക − ഭ

ഹ

)
× 2

ഹ
ഇഷ്ടപ്രേദശേകാടി = ക −

(
ഭ +

ക
ഹ

)
× 2

ഹ

ഈ ക്രിയയുെട യുക്തിയാണു് യുക്തിഭാഷയിൽ കാണിച്ചിരിക്കുന്നതു്. ഇവിെട ചാപാൎ�
ദ്ധെത്ത സമസ്തജ്യാെവന്നു കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.

പഠിതജ്യാക്കൾ (സന്ധിയിങ്കെല) = ഭ ,ക .
ശിഷ്ടചാപം = ച എന്നു ം മുമ്പിെലേപ്പാെല കല്പിക്കൂ.

ശിഷ്ടചാപാദ്ധൎത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം =
ച
2

× ഭ
ത്രിജ്യാ

.

=
ഭ

ത്രിജ്യാ/ച /2

ഹാരക ം =
ത്രിജ്യാ

1

2

ച

=
2ത്രിജ്യാ
ച

=
4ത്രിജ്യാ

2ച

=
4× 3437ഇലി− 45വിലി

2ച
=

13751

2ച
(=ഹ ).

∴ ശിഷ്ടചാപാദ്ധൎത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം =
ഭ
ഹ

∴ ശിഷ്ടചാപാദ്ധൎഖണ്ഡത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡ ം =
ക
ഹ

ശിഷ്ടചാപാദ്ധൎാഗ്രത്തിങ്കെല ഭുജാ = ഭ +
ക
ഹ

(=ഭ1)

ശിഷ്ടചാപാദ്ധൎാഗ്രത്തിങ്കെല േകാടി = ക − ഭ
ഹ

(=ക1)

ശിഷ്ടചാപത്തിെന്റ ഭുജാഖണ്ഡ ം = ച × ക1

ത്രിജ്യാ
.

=
ക1

ത്രിജ്യാ/ച

=
ക1

1

2

ഹ
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=
2ക1

ഹ
അതു േപാെലതെന്ന ശിഷ്ട

ചാപത്തിെന്റ േകാടിഖണ്ഡ ം =
2ഭ1

ഹ

അേപ്പാൾ ശിഷ്ടചാപാഗ്രഭുജാ =ഭ +
2ക1

ഹ
= ഭ +

(
ക − ഭ

ഹ

)
× 2

ഹ
ശിഷ്ടചാപാഗ്രേകാടി = ക − 2ഭ1

ഹ
= ക −

(
ഭ +

ക
ഹ

)
× 2

ഹ

ഉദാഹരണ ം :

ഗ്രഹസ്ഫുടം = 4 രാശി− 9 തിയ്യതി− 44 ഇലി.

വൃത്തത്തിൽ ഒരു പദത്തിന്നു മൂന്നു രാശി; ഒരു രാശിക്കു് എട്ടുജ്യാവു്; 3

1

4

തിയ്യതിെക്കാരു

ജ്യാവു്.
ഗ്രഹ ം ദ്വിതീയപദത്തിൽ സ്ഥിതി െചയ്യുന്നു.
∴ പദാദിയിങ്കന്നു ഇഷ്ടപ്രേദശ ം വെരയുള്ള ചാപഭാഗം = (4s − 9

◦ − 44
′) −

(3s − 0− 0) (s = രാശി; ◦ = തിയ്യതി; ′ = കലാ). = 1
s − 9

◦ − 44
′.

ഇതിൽ ഒരു രാശിക്കു് എട്ടുജ്യാവു ം േപായി. 7

1

2

തിയ്യതിക്കു രണ്ടുജ്യാവു ം േപായി. ഇങ്ങ�
െന പത്തുജ്യാവും േപായിട്ടു ശിഷ്ടചാപ ം = (1s − 9

◦ − 44
′) − (1s − 7

◦ − 30
′) =

2
◦ − 14

′ = 134
′.

യുഗ്മപദമായതുെകാണ്ടു ഗത ം േകാടി, ഏഷ്യംഭുജ.
∴ ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിന്നു കീെഴ സന്ധിയിലുള്ള േകാടിജ്യാവു 10-ആം ജ്യാവു്, ഭുജാജ്യാവു

14-ആം ജ്യാവു്.
ഇഷ്ടപ്രേദശ ം യുഗ്മപദത്തിലാകെകാണ്ടു ം കീെഴ സന്ധിയിലുള്ള ജ്യാക്കെള ഉപേയാഗി�

ക്കെകാണ്ടു ം , ഭുജയിൽ സ ം സ്കാര ം ഋണ ം , േകാടിയിൽ ധന ം .

ഹാരക ം =
13751

2× 134

= 51

10-ആം ജ്യാവു് = 2092
′ − 46

′′ (േകാടി)−തന്വീവ്രീളാനിഷ്ഠാ.

14-ആം ജ്യാവു് = 2727
′ − 21

′′ (ഭുജ)−കണ്ഠസൂത്ര ം സ്ഥിര ം .

ഇഷ്ടപ്രേദശേകാടിെയ ആദ്യ ം കാണുന്നു.

േകാടിജ്യാ
ഹാരക ം 

=
2092

′ − 46
′′

51

= 41
′ − 2

′′(−)

ഭുജാജ്യാ− 41
′ − 2

′′ = (2727
′ − 21)− (41

′ − 2
′′) = 2686

′ − 19
′′.

സ ം സ്കൃതഭുജാജ്യാവു× 2

ഹാരക ം 
=

2686
′ − 19

′′ × 2

51

= 105
′ − 21

′′(+)

∴ ഗ്രഹത്തിെന്റ േകാടിജ്യാവു് = 2092
′ − 46

′′ + 105
′ − 21

′ = 2198
′ − 7

′′.
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പിെന്ന ഭുജാജ്യാവു്  :

ഭുജാജ്യാവു്
ഹാരക ം 

=
2727

′ − 21
′′

51

= 53
′ − 29

′′(+)

േകാടിജ്യാവു് + 53
′ − 29

′ = 2146− 15
′′

സ ം സ്കൃതേകാടിജ്യാവു്× 2

ഹാരക ം 
=

2146
′ − 15

′′ × 2

61

= 84
′ − 10

′′(−)

ഗ്രഹത്തിെന്റ ഭുജാജ്യാവു് = (2727
′ − 21

′′)(84
′ − 10

′′) = 2643
′ − 11

′′

ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കന്നു േമെലയുള്ള സന്ധിയിങ്കെല ഭുജാേകാടികെള െവച്ചിട്ടും ക്രിയ െച�
യ്യാ ം . അേപ്പാൾ േകാടി 11-ആം ജ്യാവു്, ഭുജ 13-ആം ജ്യാവുമായിട്ടുവരു ം .

അവിെട ശിഷ്ടചാപ ം = (3◦ − 45
′)− (2◦ − 14

′) = 1
◦ − 31

′ = 91
′.

11-ആം ജ്യാവു് = 2266
′ − 40

′′ (േകാടി)−അഭിഷിേഞ്ചച്േശ്രഷ്ഠ ം .
13-ആം ജ്യാവു് = 2584

′ − 38
′′ (ഭുജ)− ദുഗ്ഗൎവ്വേദാമര ഃ 

ആദ്യ ം േകാടിജ്യാവിെന കാണുന്നു. യുഗ്മപദത്തിൽ േമേല സന്ധിയിലുള്ള ഭുജാേകാടികെള�
വച്ചു ക്രിയ െചയ്യുേമ്പാൾ, ഭുജയിങ്കൽ ധനമായിട്ടു ം േകാടിയിങ്കൽ ഋണമായിട്ടു ം സ ം സ്കാരക്രമ ം .

ഹാരക ം =
13751

2× 91

= 76.

േകാടിജ്യാവു
ഹാരക ം 

=
2266

′ − 40
′′

76

= 29
′ − 49

′′(+)

ഭുജാ + 29− 49
′′ = 2584

′ − 38
′′ + 29

′ − 49
′′ = 2614

′ − 27
′′.

സംസ്കൃതഭുജാ× 2

76

=
2614

′ − 27
′′ × 2

76

= 68
′ − 48

′′(−)

അേപ്പാൾ ഗ്രഹത്തിെന്റ േകാടി = (2266
′ − 40

′′)− (68
′ − 48) = 2197

′ − 52
′′.

പിെന്ന ഭുജാജ്യാവു :-

ഭുജാജ്യാവു്
ഹാരകം

=
2584

′ − 38
′

76

= 34
′ − 0

′′(−)

േകാടി− 34
′ − 0

′ = (2266
′ − 40

′′)− (34
′ − 0

′′) = 2232
′ − 40

′′

സ ം സ്കൃതേകാടി× 2

ഹാരക ം 
=

2232
′ − 40

′′ × 2

76

= 58
′ − 45

′′(+)

ഗ്രഹത്തിെന്റ ഭുജാ = 2584
′ − 38

′′ + 58
′ − 45

′′ = 2643
′ − 23

′′

ഇവിെട ഫലങ്ങളിൽ വിലിയിൽ വ്യത്യാസം കാണുന്നുണ്ടു്. അതിന്നുള്ള േഹതു മുകളിൽ
പറയുന്നുണ്ടു്.

പഞ്ചേബാധത്തിൽ ഈ ക്രിയതെന്ന ഇപ്രകാരമാണു് പറഞ്ഞിരിക്കുന്നതു്.

“ . . . . . . . . . അതഃ (േകന്ദ്രത്തിെന്റ ഭുജയിൽനിന്നു്   )
പൂണ്ണൎേഭാജ്ജ്യ ം വിജഹ്യാൽ

ശിഷ്ടജ്യാവികലാഹൃത “സ്ഥിതിസടാ
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മാേസശ്വേരാ” ഹാരേകാ |
േദാജ്ജ്യ ം “നീത”ഹതാമേനന വിമേജൽ

ലബ്ധ ം തു േകാട്യാസ്ത്യേജൽ
താ ം “േനത്രാസ്യ” ഹതാ ം ഹേരൽ ഫലായുതാ

േദാജ്ജൎ ്യ ം . . . . . . . . . ” ||

∴ “ഇഷ്ടേദാഃ േകാടിധനുേഷാഃ” എന്ന ദിക്കിൽ ഹാരക ം =
2×ത്രിജ്യാ
ശിഷ്ടചാപ ം 

.

പഞ്ചേബാധത്തിൽ “തിഥിസദാമാേസശ്വരഃ” (24751776) എന്ന സ ം ഖ്യ ത്രിജ്യെയ
തല്പരയാക്കിയിട്ടുള്ളതിെന്റ ഇരട്ടിയാണു്. ഇവിേടയു ം ഹാരക ം .

=
2×ത്രിജ്യാ
ശിഷ്ടചാപ ം 

മൂലത്തിൽ ശിഷ്ടചാപെത്ത സമസ്തജ്യാവായി കല്പിച്ചു് അതിെന്റ ഭുജാേകാടികെള ൈത്ര�
രാശിക ം െകാണ്ടു വരുത്തിയാൽ അവ ഭുജാേകാടിഖണ്ഡങ്ങളായിരിക്കുെമന്നു ം അവെയ സ്വ�
സമീപസമീരിതജ്യാക്കളിൽ സ ം സ്കരിച്ചാൽ ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കലഗ്രമായിരിക്കുന്ന ഭുജാേകാ�
ടികൾ വരുെമന്നും ഇവിെട സൂക്ഷ്മതേപാരായ്കിൽ ആവശ്യ ം േപാെല ഇഷ്ടചാപാദ്ധൎെത്തേയാ
തച്ചതുരാ ം ശെത്തേയാ തദഷ്ടാംശേത്തേയാ സമസ്തജ്യാവായി കല്പിച്ചു ക്രിയ െചയ്താൽ സൂക്ഷ്മ�
തരങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഭുജാേകാടികളുണ്ടാകുെമന്നു ം പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടേല്ലാ. ഇവിെട സൂചിപ്പിച്ചിരി�
ക്കുന്ന സ്ഥൂലത്വ ം തെന്നയാണു് മുൻ ഉദാഹരണത്തിൽ ഫലങ്ങളുെട വിലയിൽ വന്ന വ്യത്യാ�
സത്തിനു ം കാരണ ം .

ഇങ്ങെന ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കലഗ്രമായിരിക്കുന്ന ജ്യാക്കെള പ്രമാണഫല�
ങ്ങളായി കല്പിക്കുേമ്പാൾ ചാപസന്ധിയിങ്കൽ അഗ്രങ്ങളായിരിക്കുന്ന സമസ്തജ്യാ�
കണ്ണൎത്തിെന്റ ഭുജാേകാടികളായിട്ടു ചാപസന്ധിയിങ്കെല ഭുജാേകാടിജ്യാക്കൾ ഉള�
വാകു ം . അവിെട പ്രഥമചാപമദ്ധ്യത്തിങ്കലവെറ്റെക്കാണ്ടു പ്രഥമചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തി�
േലവ. അവിേടയു ം പ്രമാണഫല ം പൂവ്വൎാപരെമങ്കിൽ ഇഛാഫല ം ദക്ഷിേണാ�
ത്തരം. പ്രമാണഫല ം ദക്ഷിേണാത്തരെമങ്കിൽ ഇച്ഛാഫല ം പൂവ്വൎാപര ം എന്നി�
തു നിയത ം . പിെന്നയുമുണ്ടു്. ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കലഗ്ര ം പ്രമാണഫലങ്ങൾക്കു്
എങ്കിൽ ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കലഗ്ര ം ഇച്ഛാഫലങ്ങൾക്കു്. ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കൽ
പ്രമാണഫലങ്ങൾ അഗ്രെമങ്കിൽ ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കൽ അഗ്രങ്ങൾ ഇച്ഛാഫല�
ങ്ങൾക്കു് എന്നിതു നിയത ം . ഇവിെട എല്ലാ ഖണ്ഡജ്യാക്കളു ം വരുത്തുേന്നടത്തു സമ�
സ്തജ്യാത്രിജ്യാക്കൾ തെന്ന ഇച്ഛാപ്രമാണങ്ങളാകുന്നതു്. എന്നിട്ടു തുല്യങ്ങൾ അവ.
പ്രമാണഫലങ്ങൾക്കു േഭദമുണ്ടാകെകാണ്ടേത്ര ഇച്ഛാഫലങ്ങൾക്കു േഭദമുണ്ടാകുന്നൂ.

ഖണ്ഡങ്ങേളയു ം ഖണ്ഡാന്തരങ്ങേളയു ം വരുത്തു ം പ്രകാര ം 
ഇവിെട ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കലഗ്രങ്ങളായിട്ടിരിക്കുന്ന േകാടികളുെട അന്തര ം െകാണ്ടു്
ഇച്ഛാരാശിെയ ഗുണിപ്പൂ എങ്കിൽ ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കലഗ്രമായിരിക്കുന്ന ഭുജാഖ�
ണ്ഡങ്ങളുെട അന്തര ം വരു ം . പിെന്ന ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കെല േദാഃഖണ്ഡ ം െകാണ്ടു
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ഗുണിക്കിൽ ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കെല േകാടിഖണ്ഡാന്തര ം വരു ം . എന്നാലിവിെട പ്ര�
ഥമചാപസന്ധിയിങ്കെല ഭുജാജ്യാവിെന ചാപഖണ്ഡസമസ്തജ്യാവുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു
ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ പ്രഥമചാപമദ്ധ്യത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിരിക്കുന്ന േകാടിഖ�
ണ്ഡ ം വരു ം . പിെന്ന ആ ഖണ്ഡെത്ത സമസ്തജ്യാവുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യെകാണ്ടു
ഹരിപ്പൂ. എന്നാൽ പ്രഥമചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിരിക്കുന്ന ഭുജാഖണ്ഡ�
ത്തിങ്കന്നു രണ്ടാ ം ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ അഗ്രത്തിങ്കൽ അഗ്രമായിരിക്കുന്ന ഭുജാഖ�
ണ്ഡ ം എത്ര കുറയും അതുണ്ടാകു ം . എന്നാൽ പ്രഥമജ്യാവിെന ചാപഖണ്ഡസമസ്ത�
ജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫല ം പ്രഥമഖണ്ഡജ്യാ�
വു ം ദ്വിതീയഖണ്ഡജ്യാവു ം തങ്ങളിലുള്ള അന്തരമായിട്ടിരിക്കു ം . പിെന്ന ചാപസന്ധി�
യിങ്കെല പഠിതജ്യാക്കൾക്കു പിണ്ഡജ്യാക്കൾ എന്നു ം ഉണ്ടു േപർ എന്നാലതതു
പിണ്ഡജ്യാക്കെള സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ.
ഫല ം ഖണ്ഡജ്യാന്തര ം .13

വ്യാഖ്യാനം 13: ഭുജാഖണ്ഡ ം corresponds to the first differential of sin θ which is
cos θdθ where dθ corresponds to ചാപഖണ്ഡ ം , and sin θ, cos θ corresponds to
ഭുജാജ്യാ and േകാടിജ്യാ, and θ to ഇഷ്ടചാപ ം .

ഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം corresponds to the second differential of sin θ ie the first
differential of cos θdθ ie — sin θ(dθ)2.

Similarly, േകാടിഖണ്ഡ ം → the first differential of cos θ ie — sin θdθ and േകാ�
ടിഖണ്ഡാന്തര ം → — cos θ(dθ)2.

ഇവിെട യാെതാരു ചാപഖണ്ഡസന്ധിയിൽ അഗ്രമായിട്ടിരിക്കുന്നൂ പിണ്ഡജ്യാവു്
ഇതിെന്റ ഇരുപുറവുമുള്ള ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട ഖണ്ഡജ്യാക്കൾ യാവചിലവ ഇവ�
റ്റിെന്റ അന്തരങ്ങൾ ഫലമായിട്ടുണ്ടാകുന്നതു്. ഇവിെട പിെന്ന ഗുണകാരത്തിെന്റ
സ്ഥാനത്തു ഫലവും ഹാരകത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു ഗുണ്യവു ം െകാള്ളാ ം . എന്നിട്ടു് അത�
തു ഖണ്ഡാന്തര ം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അതതു പിണ്ഡജ്യാവിെനെക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ അതതു
പിണ്ഡജ്യാവിെന. എന്നാലു ം അതതു ഖണ്ഡാന്തരങ്ങൾ വരു ം . ഇങ്ങെന ഖണ്ഡങ്ങളും
ഖണ്ഡാന്തരങ്ങളു ം വരുത്തു ം പ്രകാരം.
വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖ ം 34-ൽ; മ വൃത്തേകന്ദ്ര ം . കിഖ1, ഖ1ഖ2, ഖ2വ = മൂന്നു തുല്യചാ�
പഖണ്ഡങ്ങൾ. ഗ1, ഗ2, ഗ3 ഈ ഖണ്ഡങ്ങളുെട മദ്ധ്യങ്ങൾ.
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പരിേലഖ ം (34)

പ്രഥമചാപാഗ്രഭുജാ = ഖ1ബ1

ദ്വിതീയചാപാഗ്രഭുജാ = ഖ2ബ2

പ്രഥമചാപഖണ്ഡ
മദ്ധ്യത്തിങ്കെല ഭുജാ

}
= ഗ1ഭ1

ദ്വിതീയചാപഖണ്ഡ
മദ്ധ്യത്തിങ്കെല ഭുജാ

}
= ഗ2ഭ2

പ്രഥമചാപാഗ്രേകാടി = ഖ1ട1

ദ്വിതീയചാപാഗ്രേകാടി = ഖ2ട2

പ്രഥമചാപഖണ്ഡ
മദ്ധ്യത്തിെല േകാടി

}
= ഗ1ഠ1

ദ്വിതീയചാപഖണ്ഡ
മദ്ധ്യത്തിെല േകാടി

}
= ഗ2ഠ2

പ്രഥമചാപമദ്ധ്യത്തിങ്കെല
േകാടിഖണ്ഡം

}
= ഗ1ച 1 =

ഖ1ബ1 ×സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

ഗ1ച 1 = ഭ1ഭ2 = മഭ1 − മഭ2

മഭ1 ×സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

= ഖ1ബ1 = പ്രഥമചാപഭുജാഖണ്ഡ ം 

മഭ2 ×സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

= ഖ2ച 2 = ദ്വിതീയഭുജാഖണ്ഡ ം 

ഖ1ബ1 ×സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

× സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

= ഗ1ച 1 ×
സമസ്തജ്യാ

ത്രിജ്യാ

= മഭ1 ×
സമസ്തജ്യാ

ത്രിജ്യാ
− മഭ2 ×

സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

= ഖ1ബ1 − ഖ2ച 2

= ആദ്യഭുജാഖണ്ഡ ം − ദ്വിതീയഭുജാഖണ്ഡ ം 
= ആദ്യദ്വിതീയജ്യാക്കളുെട ഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം 

അതതു പിണ്ഡജ്യാവിെന സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഹരി�
ച്ചാൽ ആ ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റയു ം േമെല ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റയു ം ഭുജാഖണ്ഡാന്തരമുണ്ടാകു ം .

ഇതുേപാെലതെന്ന ചാപമദ്ധ്യത്തിങ്കലുള്ള േദാഃഖണ്ഡെത്ത സമസ്തജ്യാവുെകാണ്ടു ഗു�
ണിച്ചു ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അഗ്രത്തിെല േകാടിഖണ്ഡാന്തര ം വരു ം .

ഗ1ഭ1 ×സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

= കിബ1 = പ്രഥമചാപേകാടിഖണ്ഡ ം 

ഗ2ച 2 ×സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

= (ഗ2ഭ2 − ഗ1ഭ1)×
സമസ്തജ്യാ

ത്രിജ്യാ

= ഗ2ഭ2 ×
സമസ്തജ്യാ

ത്രിജ്യാ
− ഗ1ഭ1 ×

സമസ്തജ്യാ
ത്രിജ്യാ

= ഖ1ച 2 −കിബ1

= േകാടിഖണ്ഡാന്തര ം .
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“ഇവിെട പിെന്ന ഗുണകാരത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു് . . . . . . അതതു ഖണ്ഡാന്തര ം വരും”
എന്ന വാക്യത്തിെന്റ അത്ഥ ൎ ം വ്യക്തമാക്കാ ം . ഇവിെട സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം ഗുണകാര ം , ത്രിജ്യാ�
വഗ്ഗ ൎം ഹാരക ം , പ്രഥമജ്യാവു ഗുണ്യം, ഫലം ഖണ്ഡാന്തര ം . പ്രഥമജ്യാവിെന ഹാരകവും, ആദ്യ�
ദ്വിതീയഭുജാഖണ്ഡാന്തരെത്ത ഗുണകാരവും, ദ്വിതീയപിണ്ഡജ്യാവിെന ഗുണ്യവുമാക്കി കല്പി�
ച്ചാൽ ദ്വിതീയതൃതീയഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം വരു ം .

പ്രഥമജ്യാ× സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം
ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

= ആദ്യദ്വിതീയഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം 

∴ സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം
ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

=
ആദ്യദ്വിതീയഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം 

പ്രഥമജ്യാ

ദ്വിതീയജ്യാ× സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം
ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

= ദ്വിതീയതൃതീയഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം 

∴ ദ്വിതീയപിണ്ഡജ്യാ× ആദ്യദ്വിതീയഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം 
പ്രഥമജ്യാ

= ദ്വിതീയതൃതീയഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം .

ഇപ്രകാര ം തെന്ന
തൃതീയപിണ്ഡജ്യാ× ദ്വിതീയതൃതീയഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം 

ദ്വിതീയപിണ്ഡജ്യാ
തൃതീയച�

തുത്ഥൎ ഭുജാഖണ്ഡാന്തര ം . ഇങ്ങെന ക്രേമണ കണ്ടുെകാൾക.

ഖണ്ഡാന്തരേയാഗവു ം ഖണ്ഡാന്തരസ ം കലിതാദിയും ഇഷ്ട�
ജ്യാശരവു ം 
അനന്തര ം ഖണ്ഡാന്തരേയാഗം ഖണ്ഡാന്തരസ ം കലിത ം എന്നു തുടങ്ങിയുള്ളവെറ്റ
വരുത്തു ം പ്രകാരെത്തെക്കാണ്ടു് ഇഷ്ടജ്യാശരങ്ങെള വരുത്തു ം പ്രകാരെത്ത െചാല്ലു�
ന്നൂ. അവിെട പ്രഥമചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ഖണ്ഡജ്യാവാകുന്നതും പിണ്ഡജ്യാവാകുന്ന�
തും ഒേന്ന എേന്നാ െചാല്ലിയേല്ലാ മുമ്പിൽ. ഇതിെന സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഗുണി�
ച്ചു ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫല ം നേടെത്ത ഖണ്ഡജ്യാവു ം രണ്ടാ ം ഖണ്ഡജ്യാവും
തങ്ങളിലുള്ള അന്തര ം . ഈ അന്തരെത്ത നേടെത്ത ഖണ്ഡജ്യാവിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ
േശഷ ം രണ്ടാ ം ഖണ്ഡജ്യാവു്. പിെന്ന അതിെന നേടെത്ത ഖണ്ഡജ്യാവിൽ കൂട്ടിയാൽ
രണ്ടാ ം പിണ്ഡജ്യാവാകു ം . ഇതിെന സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യാവ ൎ�
ഗ്ഗ ം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫലം രണ്ടാ ം ഖണ്ഡജ്യാവും മൂന്നാ ം ഖണ്ഡജ്യാവും തങ്ങളിലുള്ള
അന്തര ം . ഇതിെന രണ്ടാംഖണ്ഡജ്യാവിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ മൂന്നാ ം ഖണ്ഡജ്യാവുണ്ടാവും.
ഇതിെന രണ്ടാ ം പിണ്ഡജ്യാവിൽകൂട്ടിയാൽ മൂന്നാ ം പിണ്ഡജ്യാവുണ്ടാകു ം . ഇവ്വണ്ണ ം 
അതാതു പിണ്ഡജ്യാവിെന ഗുണിച്ചു ഹരിച്ചാൽ അതിെന്റ മീെത്ത ഖണ്ഡാന്തര ം 
വരു ം . പിെന്ന നേടെത്ത തുടങ്ങി ഇഷ്ടചാപഖണ്ഡേത്താളമുള്ള ഖണ്ഡാന്തരങ്ങെള
ഒെക്കക്കൂട്ടി നേടെത്ത ഖണ്ഡജ്യാവിങ്കന്നു കളവൂ. ശിഷ്ടമിഷ്ടഖണ്ഡജ്യാവായിട്ടിരി�
ക്കും. പിെന്ന ഈ ഖണ്ഡജ്യാന്തരങ്ങെള ഒെക്കക്കൂട്ടി ഒരിക്കെല വരുേത്തണെമ�
ങ്കിൽ ഇഷ്ടജ്യാവിങ്കന്നു നേടെത്ത പഠിതജ്യാക്കെള ഒെക്കക്കൂട്ടി സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
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െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫല ം ഖണ്ഡാന്തരേയാഗം. ഇതി�
െന പ്രഥമഖണ്ഡജ്യാവിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ ശിഷ്ടമിഷ്ടഖണ്ഡജ്യാവായി വരു ം . ഇവിെട
ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കെല ശരഖണ്ഡേയാഗെത്ത സമസ്തജ്യാവിെനെക്കാണ്ടു ഗുണി�
ച്ചു ത്രിജ്യ െകാണ്ടു ഹരിച്ചാലു ം ഖണ്ഡാന്തരേയാഗ ം വരും. ശരഖണ്ഡേയാഗ ം പിെന്ന
മദ്ധ്യത്തിങ്കേലതു് ഉണ്ടാവാൻ ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കെല ഭുജാജ്യാപിണ്ഡേയാഗെത്ത
ചാപഖണ്ഡസമസ്തജ്യാവിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. എന്നാൽ
ചാപഖണ്ഡമേദ്ധ്യാ  ത്ഥശരഖണ്ഡേയാഗമുണ്ടാകും.

വ്യാഖ്യാനം: ഭു1, ഭു2, ഭു3, . . . ക്രേമണയുള്ള ഭുജകെളന്നു കല്പിക്കൂ.
എന്നാൽ ക്രേമണയുള്ള ഭുജാഖണ്ഡങ്ങൾ = ഭു1 − ഠ , ഭു2 − ഭു1, ഭു3 − ഭു2, . . .

ഭുജാഖണ്ഡാന്തരങ്ങൾ = ഭു1 − (ഭു2 − ഭു1), (ഭു2 − ഭു1)− (ഭു3 − ഭു2), . . .

ഈ ഖണ്ഡാന്തരങ്ങെള ക്രേമണ ഖ1,ഖ2,ഖ3, . . . എന്നു കല്പിക്കുക.

ഭു1 ×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം
= ഖ1 = ഭു1 − (ഭു2 − ഭു1) = 2ഭു1 − ഭു2

ഭു2 − ഭു1 = ഭു1 − ഭു1 ×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം
(രണ്ടാ ം ഖണ്ഡജ്യാവു്)

∴ ഭു2 = ഭു1 + (ഭു2 − ഭു1)

= 2ഭു1 − ഭു1 ×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം
(രണ്ടാ ം പിണ്ഡജ്യാവു്)

ഭു2 ×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം
= ഖ2 = (ഭു2 − ഭു1)− (ഭു3 − ഭു2).

∴ ഭു3 − ഭു2 = (ഭു2 − ഭു1)− ഭു2 ×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

ഭു3 = ഭു2 + (ഭു2 − ഭു1)− ഭു2 ×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

ഇങ്ങെന ആദ്യജ്യാവിങ്കന്നുതെന്ന േമെലയുള്ള എല്ലാ പിണ്ഡജ്യാക്കെളയു ം വരുത്താ ം .
ഇഷ്ടജ്യാവു് അഞ്ചാമേത്തെതന്നു വിചാരിക്കുക.

ഖ1 = ഭു1 − (ഭു2 − ഭു1)

ഖ2 = (ഭു2 − ഭു1)− (ഭു3 − ഭു2)

ഖ3 = (ഭു3 − ഭു2)− (ഭു4 − ഭു3)

ഖ4 = (ഭു4 − ഭു3)− (ഭു5 − ഭു4)

∴ ഖ1 + ഖ2 + ഖ3 + ഖ4 = ഭു1 − (ഭു5 − ഭു4)

അഞ്ചാ ം ജ്യാഖണ്ഡ ം = ഭു5 − ഭു4 = ഭു1 − (ഖ1 + ഖ2 + ഖ3 + ഖ4)

ഇഷ്ടചാപഖണ്ഡേത്താളമുള്ള ഖണ്ഡാന്തരങ്ങെളെയല്ലാ ം കൂട്ടി ആദ്യഖണ്ഡത്തിൽനിന്നു
കളഞ്ഞാൽ ഇഷ്ടജ്യാവിെന്റ ഖണ്ഡജ്യാവു വരു ം .

ഖ1 = ഭു1 ×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം



160 അദ്ധ്യായം 7. ജ്യാനയനപ്രകാര ം 

ഖ2 = ഭു2 ×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

∴ ഖ1 + ഖ2 + ഖ3 + · · · = (ഭു1 + ഭു2 + ഭു3 + · · · )×
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

അേപ്പാൾ ഖണ്ഡാന്തരേയാഗ ം = പഠിതജ്യാേയാഗം× സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം
ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

= ആദ്യജ്യാവു്−ഇഷ്ടജ്യാഖണ്ഡ ം .
ഇഷ്ടജ്യാഖണ്ഡ ം = ആദ്യജ്യാവു്−ഇഷ്ടജ്യാവിന്നു കീേഴയുള്ള

ഖണ്ഡാന്തരങ്ങളുെട േയാഗം.

പരിേലഖ ം 34-ൽ ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കെല ശരഖണ്ഡങ്ങൾ ഭ1ഭ2, ഭ2ഭ3, ഭ3ഭ4,
· · · · · · എന്നു്.

ഭു1 ×
സമസ്തജ്യാവു്

ത്രിജ്യാ
= ഗ1ച 1 = ഭ1ഭ2

ഭു2 ×
സമസ്തജ്യാവു്

ത്രിജ്യാ
= ഭ2ഭ3

· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

(ഭു1 + ഭു2 + ഭു3 + · · · )×
സമസ്തജ്യാവു്

ത്രിജ്യാ
= ഭ1ഭ2 + ഭ2ഭ3 + ഭ3ഭ4 + · · ·

അേപ്പാൾ മേദ്ധ്യാത്ഥൎ ശരഖണ്ഡേയാഗ ം =
പിണ്ഡേയാഗ ം ×സമസ്തജ്യാവു്

ത്രിജ്യാ

തന്ത്രസംഗ്രത്തിൽ “വിലിപ്താദശേകാനാജ്യാ . . . ” ഇത്യാദി േശ്ലാകങ്ങെളെക്കാണ്ടു
പല പ്രകാേരണയുള്ള മഹാജ്യാനയനങ്ങളുെട യുക്തിെയയാണിവിെട കാണിച്ചിരിക്കുന്ന�
തു്.

“വിലിപ്താദശേകാനാ ജ്യാ രാശ്യഷ്ടാ ം ശധനുഃകലാഃ |
ആദ്യജ്യാദ്ധൎാത്തേതാ ഭേക്ത സാദ്ധൎേദവാശ്വിഭിസ്തതഃ ||
ത്യേക്ത ദ്വിതീയഖണ്ഡജ്യാ ദ്വിതീയാജ്യാ ച തദ്യുതിഃ |
തതേസ്തൈനവ ഹാേരണ ലബ്ധ ം േശാദ്ധ്യ ം ദ്വിതീയതഃ ||
ഖണ്ഡാത്തൃതീയഖണ്ഡസ്സ്യാൽ ദ്വിതീയസ്തദ്യുേതഃ ഗുണഃ |
തൃതീയസ്സ്യാൽ തതൈശ്ചവ ം ചതുത്ഥൎ ാദ്യാഃ ക്രമാൽ ഗുണാഃ || ഇതി

ആദ്യജ്യാവു = 224
′− 50

′′. “വിലിപ്താേദശേകാന്യാജ്യാ” എന്നു പറഞ്ഞതുെകാണ്ടു വി�
ലിപ്തേയാള ം സൂക്ഷ്മമാക്കുവാൻ മാത്രേമ ഉേദ്ദശിച്ചിട്ടുള്ളൂ എന്നു സൂചിപ്പിച്ചു.

ജ്യാചാപാന്തര ം = 10 വിലി
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ഹാരക ം =
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
ആദ്യജ്യാവിെന്റശര ം = ത്രിജ്യാ−

√
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം −ആദ്യജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

ത്രിജ്യാ = 3437
′ − 44

′′ − 48
′′′

ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം = 11818102− 50− 40

പരിേലഖ ം 36-ൽ

ഖബ = ആദ്യജ്യാവു്

കിബ = ത്രിജ്യാ−
√

ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം − (224
′ − 50

′′)2

= 7
′ − 22

′′

സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം = (224
′ − 50

′′)2 + (7′ − 22
′′)2

ഹാരക ം =
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
= 233− 32 (രംേഗബാലാസ്ത്രീ)

പരിേലഖം (36)

എന്നാൽ ഇവിെട ഹാരകം = 233− 30 (നീേലാബാലാരിഃ) എന്നാണു് െകാടുത്തിരി�
ക്കുന്നതു്. ഈ വ്യത്യാസ ം െകാണ്ടു് വിലിയിൽതെന്ന വലിയ വ്യത്യാസ ം വരികയില്ല. ക്രിയക്കു
ലാഘവവുമുണ്ടു്.

ആദ്യെത്ത ഖണ്ഡാന്തരം = ആദ്യജ്യാവു്÷ ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

=
224
′ − 50

′′

233− 30

= 0
′ − 58

′.

∴ രണ്ടാ ം ഖണ്ഡജ്യാവു് = (224
′ − 50

′′)− (0′ − 58
′′) = 223

′ − 52
′′.

∴ രണ്ടാ ം പിണ്ഡജ്യാവു് = (224
′ − 50

′′) + (223
′ − 52

′′) = 448
′ − 42

′′.

രണ്ടാമെത്ത ഖണ്ഡാന്തരം =
448
′ − 42

′′

233− 30

= 1
′ − 55

′′

മൂന്നാ ം ഖണ്ഡജ്യാവു് = (223
′ − 52

′′)− (1′ − 55
′′) = 221

′ − 57
′′

∴ മൂന്നാ ം പിണ്ഡജ്യാവു് = (448
′ − 42

′′) + (221
′ − 57

′′) = 670
′ − 39

′′.
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ഇങ്ങെന േമെല േമെലയുള്ള പിണ്ഡജ്യാക്കെളെയല്ലാ ം വരുത്താ ം .

പ്രകാരാന്തരം:

“തദ്ദളാദ്യജ്യേയാഃ കൃേത്യാേഭ ൎദാന്മൂലമുപാന്തിമം |
അേന്ത്യാപന്ത്യാന്തരം ദ്വിഘ്ന ം ഗുേണാവ്യാസദള ം ഹരഃ ||
ആദ്യജ്യായാസ്തഥാപി സ്യാൽ ഖണ്ഡജ്യാന്തരമാദിതഃ |
താഭ്യാന്തു ഗുണകാരാഭ്യാ ം ദ്വിതീയാേദരപി ക്രമാൽ ||
ഉത്തേരാത്താരഖണ്ഡജ്യാേഭദാഃ പിണ്ഡഗുണാസ്തതഃ” |

‘തദ്ദള’െമന്നതിന്നു വ്യാസാദ്ധൎെമന്നത്ഥ ൎ ം .

ആദ്യജ്യാ = 224
′ − 50

′′

അന്ത്യജ്യാ = ത്രിജ്യാ
ഉപാന്ത്യജ്യാവു് = 23-ആം ജ്യാവു് = ആദ്യജ്യാേകാടി

=
√

ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം − (224
′ − 50

′′)2

= 3430
′ − 23

′

ആദ്യഖണ്ഡാന്തരം = ആദ്യജ്യാവു്× സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

= ആദ്യജ്യാവു്× ആദ്യജ്യാവഗ്ഗ ൎം +ആദ്യജ്യാശരവഗ്ഗ ൎം 
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

=ആദ്യജ്യാവു്× (ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം −ഉപാന്ത്യജ്യാവഗ്ഗ ൎം )+(ത്രിജ്യ−ഉപാന്ത്യജ്യാ)2

ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

= ആദ്യജ്യാവു്× 2×ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം − 2×ത്രിജ്യാ× ഉപാന്ത്യജ്യാ
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

= ആദ്യജ്യാവു്× 2(ത്രിജ്യാ− ഉപാന്ത്യജ്യാ)
ത്രിജ്യാ1

∴ സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

=
2(ത്രിജ്യാ− ഉപാന്ത്യജ്യാ)

ത്രിജ്യാ

∴ അതതു ജ്യാക്കെള 2× (ത്രിജ്യാ− ഉപാന്ത്യജ്യാ) എന്ന ഗുണകാരക ം െകാണ്ടു
ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചാലു ം അതതു ഖണ്ഡാന്തര ം വരു ം . പിെന്ന മുമ്പിെലേപ്പാെല പി�
ണ്ഡജ്യാക്കെള വരുത്താ ം .

പ്രകാരാന്തര ം :

1 When (dθ) is small, sin dθ → (dθ).

Hence (dθ)2 = 4

(
dθ

2

)
2

= 4 sin2
dθ

2

= 2(1− cos dθ).

Hence
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
=

2ത്രിജ്യാ− ഉപാന്തജ്യാ
ത്രിജ്യ ം 

.
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സ്വാദിതക്കൎാബ്ധി2 ഭാേഗാനാ ജ്യാ ദ്വിഘ്നാഃ പൂവ്വ ൎവജ്ജൎ ിതാഃ|
ഉത്തേരാത്തരജീവാസ്സ്യുേരവ ം വ്യാസാദ്ധൎേതാപി വാ ||

ഇവിെട “നീേലാബാലാരി” എന്ന ഹാരകത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു് ഇതിെന ഇരട്ടിച്ച
സചിവ (467) എന്നതിെന ഉപേയാഗിക്കുന്നു. അേപ്പാൾ ജ്യാവിെന ‘സചിവ’െനെക്കാണ്ടു
ഹരിച്ച ഫലെത്ത ജ്യാവിങ്കന്നു വാങ്ങിയ േശഷെത്ത ഇരട്ടിച്ചതിൽനിന്നു കീെഴ ജ്യാവിെന
കളഞ്ഞാൽ േമെല ജ്യാവു വരു ം .

‘വിലിപ്താദശേകാനജ്യാ’എന്നു പറഞ്ഞതുെകാണ്ടു്
ഭു3

233− 30

= മൂന്നാമെത്ത ഖണ്ഡാന്തര ം .

നാലാമെത്ത ഖണ്ഡജ്യാവു = മൂന്നാ ം ഖണ്ഡജ്യാവു− മൂന്നാ ം ഖണ്ഡാന്തര ം .

= ഭു3 − ഭു2 −
ഭു2

233− 30

നാലാമെത്ത പിണ്ഡജ്യാവു് (ഭു4) = ഭു3 + ഭു3 − ഭു2 −
ഭു3

233− 30

= 2ഭു3 −
ഭു3

233− 30

− ഭു2

= 2(ഭു3 −
ഭു3

467

)
− ഭു2

ഇവിെട ‘സചിവ’ എന്ന ഹാരകത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു ‘ഭാനുസ്സചിവഃ’ (2 × ര ം േഗ-
ബാലാസ്രി)− 467− 4 എന്നുപേയാഗിച്ചാൽ ഫല ം സൂക്ഷ്മതരമാകു ം .

ഖണ്ഡജ്യാേയാഗ ം െകാണ്ടു് ഇഷ്ടജ്യാനയന ം 
ഖണ്ഡജ്യാേയാഗെത്ത വരുത്തു ം പ്രകാര ം പിെന്ന. പദത്തിൽ ഇരുപത്തിനാലുജ്യാവു്
എന്നിരിക്കുേന്നടത്തു് എട്ടാ ം ജ്യാവിെന വരുത്തുവാൻ െചാല്ലുന്നൂ. ആ പ്രഥമപിണ്ഡ�
ജ്യാവിെന ഏഴിൽ ഗുണിപ്പൂ; രണ്ടാ ം പിണ്ഡജ്യാവിെന ആറിൽ ഗുണിപ്പൂ; മൂന്നാമതി�
െന അഞ്ചിൽ, നാലാമതിെന നാലിൽ, അഞ്ചാമതിെന മൂന്നിൽ, ആറാമതിെന
രണ്ടിൽ, ഏഴാ ം പിണ്ഡജ്യാവിെന ഒന്നിൽ ഗുണിപ്പൂ. ഇവ ഒെക്ക തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ.
ഇതിനു ജ്യാസ ം കലിതെമന്നു േപർ. സ ം കലിതെത്തേയാ മുമ്പിൽ വിസ്തരിച്ചു െചാ�
ല്ലിയേല്ലാ, വൃത്തവ്യാസെത്ത വരുത്തുേന്നടത്തു്. എന്നാൽ ഈ ജ്യാസ ം കലിതെത്ത
ചാപഖണ്ഡസമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫല�
െത്ത പ്രഥമഖണ്ഡജ്യാവിെന എട്ടിൽ ഗുണിച്ചതിങ്കന്നു കളവൂ. ശിഷ്ടം എട്ടാ ം ജ്യാവാ�
യിട്ടിരിക്കു ം .

വ്യാഖ്യാനം: ഖണ്ഡജ്യാേയാഗെത്ത വരുത്തി ഇഷ്ടജ്യാവു വരുത്തുവാനുള്ള ഉപായെത്ത
പറയുന്നു. ഇഷ്ടജ്യാവു് എട്ടാമേത്തതു് എന്നു കല്പിക്കുന്നു.

2 ‘സ്വാദിതക്കൎാബ്ധി’ എന്നു ഗ്രന്ഥത്തിൽ കാണുന്നു. സംഖ്യ 467 ആണു്.
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ബ1, ബ2,ബ3 · · · ക്രേമണയുള്ള ഭുജാഖണ്ഡങ്ങൾ.
ഭ1, ഭ2,ഭ3 · · · ക്രേമണയുള്ള പിണ്ഡജ്യാക്കൾ.
സമസുജ്യാവഗ്ഗൎം

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം
എന്നതിെന സ എന്നു കല്പിക്കൂ.

ഭ8 = ബ1 +ബ2 +ബ3 + · · ·+ബ8

ബ1 = ഭ1

ബ2 = ഭ1 − ഭ1 ×സ
ബ3 = ഭ1 − ഭ1 ×സ − ഭ2 ×സ
ബ4 = ഭ1 − ഭ1 ×സ − ഭ2 ×സ − ഭ3 ×സ
ബ5 = ഭ1 − ഭ1 ×സ − ഭ2 ×സ − ഭ3 ×സ − ഭ4 ×സ
ബ

6
= ഭ1 − ഭ1 ×സ − ഭ2 ×സ − ഭ3 ×സ − ഭ4 ×സ − ഭ5 ×സ

ബ7 = ഭ1 − ഭ1 ×സ − ഭ2 ×സ − ഭ3 ×സ
− ഭ4 ×സ − ഭ5 ×സ − ഭ6

×സ
ബ8 = ഭ1 − ഭ1 ×സ − ഭ2 ×സ − ഭ3 ×സ

− ഭ4 ×സ − ഭ5 ×സ − ഭ6
×സ − ഭ7 ×സ

∴ ഭ8 = 8ഭ1 − (7ഭ1 + 6ഭ2 + 5ഭ3 + 4ഭ4 + 3ഭ5 + 2ഭ
6
+ ഭ7)×സ

7ഭ1 + 6ഭ2 + 5ഭ3 + 4ഭ4 + 3ഭ5 + 2ഭ
6
+ ഭ7 എന്നതിനു ജ്യാസംകലിതെമന്നു േപർ.

ഇങ്ങെന യാെതാരു ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കെല ജ്യാസം കലിത ം െചയ്ത�
തു് അതിെന്റ മീെത്ത ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കെല ജ്യാചാപാന്തര ം വരും എന്നു
നിയത ം . ഇവിെട ചാപഖണ്ഡ ം എത്രയും െചറുതായിട്ടു കല്പിേക്കണ്ടൂ; അേപ്പാൾ
ഖണ്ഡജ്യാവു ം ആദ്യേത്തതിേന്റതു ചാപ ം തെന്ന ആയിട്ടിരിക്കു ം എന്നാലതിെന
ഇഷ്ടസംഖ്യെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ അതു് ഇഷ്ടചാപ ം തെന്ന ആയിട്ടിരിക്കു ം . എന്നാൽ
സ ം കലിതത്തിെന്റ ഫല ം ഇഷ്ടചാപത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ ഇഷ്ടജ്യാവു വരും. ഇവി�
െട ഒരു പ്രകാര ം പറഞ്ഞുെകാേള്ളണെമേല്ലാ എന്നിട്ടു െചാല്ലീ, പദത്തിങ്കൽ ഇരുപ�
ത്തിനാലു ജ്യാവു് എന്നു്. എന്നിട്ടിവിെട ഇഷ്ടചാപത്തിങ്കെല ഒടുക്കെത്ത ഖണ്ഡാന്ത�
ര ം തുടങ്ങി ആദ്യദ്വിതീയഖണ്ഡാന്തരേത്താളമുള്ളവെറ്റ ക്രേമണ ഒന്നു തുടങ്ങി ഓേരാ�
േന്നറിയുള്ള സ ം ഖ്യകെളെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ഖണ്ഡാന്തരസ ം കലിത ം വരും. ഇതു്
ഇഷ്ടചാപവും ഇഷ്ടജ്യാവും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരമാകുന്നതു് എന്നു വന്നു.

വ്യാഖ്യാനം: ഇവിെട വൃത്തചതുരാ ം ശെത്ത 24 തുല്യഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടണേല്ലാ വിഭജിച്ചിരി�
ക്കുന്നതു്. എന്നാൽ ഇതിെന അണുപ്രായചാപഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടു വിഭജിക്കുകയാെണങ്കിൽ
ആദ്യജ്യാവു് ഒരു ചാപഖണ്ഡേത്താടു തുല്യെമന്നു കല്പിക്കാ ം . ഭ1 എന്നതിെന അണുപ്രായ�
മായ ചാപഖണ്ഡെമന്നു സങ്കല്പിക്കുേമ്പാൾ, 8ഭ1 ഇഷ്ടചാപേത്താടു തുല്യമായിരിക്കു ം .

∴ എട്ടാ ം ജ്യാവു്  = ഇഷ്ടചാപ ം −ജ്യാസ ം കലിത ം × സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
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∴ ജ്യാസ ം കലിത ം × സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

= ഇഷ്ടചാപ ം −ഇഷ്ടജ്യാവു്  

= ഇഷ്ടജ്യാചാപാന്തര ം .

പിണ്ഡജ്യാവിെന സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഭു�
ജാഖണ്ഡാന്തരമുണ്ടാകുെമന്നു്  മുൻപിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടെല്ലാ. ഖണ്ഡാന്തരങ്ങെളഖ1,ഖ2,ഖ3 · · ·
എന്നു കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ

7ഖ1 = 7ഭ1 ×സ
6ഖ2 = 6ഭ2 ×സ
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

ഖ7 = ഭ7 ×സ
∴ 7ഖ1 + 6ഖ2 + 5ഖ3 + · · ·+ ഖ7 = (7ഭ1 + 6ഭ2 + · · · · · ·+ ഭ7)×സ

അതായതു്, ഖണ്ഡാന്തരസ ം കലിത ം = ജ്യാസ ം കലിത ം × സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
ത്രിജ്യാവഗ്ഗ ൎം 

∴ ജ്യാചാപാന്തര ം = ഖണ്ഡാന്തരസ ം കലിത ം 

ഇവിെട ഇഷ്ടചാപത്തിനു് അടുത്തു കീേഴതിേനാളമുള്ള ജ്യാക്കെളേല്ലാ ജ്യാചാ�
പാന്തരത്തിനു സാധനമാകുന്നതു്. ഈ ജ്യാക്കളാൽ ഒന്നു ം അറിഞ്ഞീലാ എന്നിരി�
ക്കയാൽ ചാപെത്തത്തെന്ന ജ്യാെവന്നു കല്പിച്ചു ചാപസംകലിതം െചയ്  വൂ. ഇവിെട
ഇഷ്ടചാപ ം തെന്ന ഒടുക്കെത്ത ജ്യാവാകുന്നതു്. ഇതിൽ ഒരു ചാപഖണ്ഡ ം കുറഞ്ഞ�
തു അടുത്തു കീേഴ ജ്യാവു്. പിെന്ന ഇതിങ്കന്നും ഓേരാേരാ ഖണ്ഡം കുറഞ്ഞതു കീെഴ
കീെഴ ജ്യാക്കൾ എന്നു കല്പിപ്പൂ. ഇവിേടയും പിെന്ന ഇഷ്ടചാപത്തിങ്കൽ എത്ര ഇലി
ഉള്ളൂ അത്ര ചാപഖണ്ഡമുള്ളൂ എന്നു കല്പിപ്പൂ. എന്നാൽ പിെന്ന ഇസ്സ ം ഖ്യകളുെട
ഏകേദ്യാേകാത്തരസ ം കലിത ം െചയ്  വൂ. അതു യാെതാന്നു് അതു ജ്യാേയാഗമാ�
കുന്നതു് എന്നു വരും. ഇതിെന സമസ്തജ്യാവാകുന്ന ഒരു ഇലിെയെക്കാണ്ടു ഗുണി�
ച്ചാൽ സ ം ഖ്യാേഭദ ം വരാ. എന്നാൽ ഇതിെനതെന്ന ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലം
ചാപഖണ്ഡമദ്ധ്യത്തിങ്കെല ശരഖണ്ഡേയാഗ ം . ഖണ്ഡെഞ്ചറുതാകയാൽ ഖണ്ഡാ�
ഗ്രത്തിെല ശരഖണ്ഡേയാഗവും മിക്കതുമിതിന്നു സമ ം എന്നിട്ടു് ഇതുതെന്ന എന്നു
കല്പിക്കാ ം . ഖണ്ഡ ം െചറുതാേയാള ം ജ്യാവും സൂക്ഷ്മമായിരിക്കും എന്നിട്ടു് ഇലീെട
പരാദ്ധൎാ ം ശ ം താൻ ഖണ്ഡെമന്നും കല്പിച്ചു പരാദ്ധൎമാകുന്ന േഛദംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു
സംകുലിതം െചയ്തു േഛദംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫലം, േഛദംെകാണ്ടു ഗുണിയാെത
സംകലിതം െചയ്തതിേനാടു മിക്കതും തുല്യമായിട്ടിരിക്കും.14

വ്യാഖ്യാനം 14: പരിധിവ്യാസപ്രകരണത്തിൽ വ്യാഖ്യാനിച്ചിട്ടുണ്ടു്.

എന്നാലിവിെട എത്ര രൂപവ്യക്തികളുള്ളൂ അണുപരിമാണമായിട്ടിരിേപ്പാ ചി�
ലവ, ഇഷ്ടചാപത്തിങ്കലത്ര സംഖ്യ ഉേള്ളാരു രാശിെയ സംകലിതം െചയ്യുന്നൂ.
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അസ്സംഖ്യ പദമായിട്ടിരിെപ്പാന്നു്. അസ്സംകലിതേക്ഷത്രം പദേത്താളം വരി, വരിയിൽ
നേടെത്തതിൽ സംഖ്യ ഒന്നു് അതു സമചതുരമായിട്ടിരിേപ്പാരു ഖണ്ഡെമന്നു കല്പി�
ച്ചാൽ എളുപ്പമുണ്ടു്. രണ്ടാംവരിയിൽ രണ്ടു ഖണ്ഡം, മൂന്നാംവരിയിൽ മൂന്നു്, ഇങ്ങെന
ഓേരാേന്നറീട്ടു് ഒടുക്കെത്ത വരിയിൽ പദസംഖ്യേയാളം ഖണ്ഡസംഖ്യയായിട്ടിരിക്കും.
ഇവിെട രാശിയാകുന്നതു് ഇഷ്ടചാപം. ഇതിങ്കെല ഇലികെള അണുേഛദംെകാണ്ടു
ഗുണിച്ചു് അണുവായിട്ടുള്ളസംഖ്യ പദസംഖ്യ ആകുന്നതു്. പിെന്ന പദവും പദത്തിൽ
ഒരു സംഖ്യ ഏറിയതും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചു് ഒന്നും രണ്ടും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതം രണ്ടു�
െകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ഫലം സംകലിതമായിട്ടിരിക്കും.15

വ്യാഖ്യാനം 15: Samkalitam corresponds to integrals of the first, second, third
etc, orders

Here the padam = x

First samkalitam of x =
∫ x

o
xdx =

x2

1× 2

Second samkalitam of x =
∫ x

o

x2dx
1× 2

Third samkalitam of x =
∫ x

o

∫ ∫
x

=
∫ x

o

∫ x2

1× 2

=
∫ x

o

x3

1× 2× 3

=
x4

1× 2× 3× 4

ഇങ്ങെന നേടെത്ത സംകലിതം. രണ്ടാ ം സംകലിതം പിെന്ന. ഇസ്സംകലിതവും
ഇതിൽ ഒരു വരി കുറഞ്ഞ സംകലിതവും, രണ്ടുവരി കുറഞ്ഞ സംകലിതവു ം , മൂന്നു�
വരി കുറഞ്ഞതും ഇങ്ങെന ക്രേമണ ഓേരാേരാ പദം കുറഞ്ഞ സംകലിതങ്ങെള
ഒെക്കക്കൂട്ടിയതു് രണ്ടാ ം സംകലിതമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഇസ്സംകലിത ം അന്ത്യപദ�
ത്തിെന്റ സംകലിതെമന്നു കൽപിച്ചു് ഉത്തരങ്ങെള ഓേരാേരാ പദ ം കുറഞ്ഞവെറ്റ
ഒെക്കക്കൂട്ടിയതു മൂന്നാ ം സംകലിത ം . ഇതിെന വരുത്തുംപ്രകാരം. പദവും പദത്തിൽ
ഒന്നുകൂടിയതും പദത്തിൽ രണ്ടുകൂടിയതും മൂന്നു ം തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിെന ഒന്നും
രണ്ടും മൂന്നും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചു് ആറുെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം രണ്ടാ ം സംകലിത ം .
ഈവണ്ണ ം ഓേരാേന്നാേരാേന്നറിയരാശികൾ എത്ര അവ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചു അത്ര
ഒന്നു്, രണ്ടു സംഖ്യകൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിെനെക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലം ഒന്നു കീ�
െഴ സംകലിതം. ഇവിെട ചാപഖണ്ഡ ം അത്യന്തം അണുവായി കല്പിച്ചാൽ ജ്യാവു
സൂക്ഷ്മമാകും. എന്നിട്ടു ശൂന്യപ്രായമായ രൂപങ്ങെളെക്കാണ്ടു പദത്തിൽ ഓേരാേന്ന�
റുേമ്പാൾ സംഖ്യയ്ക്കു് എത്രയും വിേശഷമില്ല.16

വ്യാഖ്യാനം 16: ആദ്യപാദം × പരാദ്ധ ൎം എന്ന സംഖ്യെയ പദമായിട്ടു കല്പിക്കുേമ്പാൾ,
പദെത്ത പദത്തിൽ ഒന്നു കൂട്ടിയതുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു കിട്ടിയതിെന പദവഗ്ഗൎത്തിേനാടു തു�
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ല്യെമന്നു കല്പിക്കാ ം . സംകലിതഫല ം =
പദ ം ×പരാദ്ധ ൎം × (പദ ം ×പരാദ്ധ ൎം + 1)

2

എന്നുള്ള ദിക്കിൽ പദം×പരാദ്ധൎം എന്ന വലിയ സംഖ്യയിൽ ഒരു രൂപം കൂട്ടിയതുെകാണ്ടു
വിേശഷെമാന്നുമുണ്ടാകുവാനില്ല.

എന്നിട്ടു് ഇഷ്ടചാപത്തിെന്റ വഗ്ഗൎഘനാദികെളത്തെന്ന ഏകാദിഘാതം17 െകാണ്ടു
ഹരിേക്ക േവണ്ടൂ.

വ്യാഖ്യാനം 17: ഏകാദിഘാതങ്ങൾ:- 1, 1× 2, 1× 2× 3, 1× 2× 3× 4, . . .
സൗകര്യത്തിനു േവണ്ടി ഇവെയ ∠1, ∠2, ∠3, ∠4, . . . എന്നുെമഴുതാ ം .

എന്നാൽ ഫലം സൂക്ഷ്മമായിട്ടിരിക്കും. എന്നിട്ടു ചാപവഗ്ഗൎാദ്ധ ൎം നേടെത്ത സംകലി�
തം. പിെന്ന ഇഷ്ടചാപഘനത്തിൽ ആെറാന്നു രണ്ടാ ം സംകലിതം. അവിെട നേട�
െത്ത സംകലിതം വഗ്ഗൎാദ്ധൎെമന്നിരിക്കയാൽ രണ്ടാ ം സംകലിതത്തിന്നു് അതു് അന്ത്യ�
പദം എന്നു കല്പിച്ചു് അതിൽ ഒന്നു കുറഞ്ഞ പദത്തിെന്റ വഗ്ഗൎാദ്ധൎമുപാന്ത്യപദ ം , ഇങ്ങ�
െന ക്രേമണ േയാഗം െചയ്താൽ ഇഷ്ടചാപത്തിെന്റ വഗ്ഗൎാദ്ധൎത്തിെന്റ സ ം കലിതമായിട്ടിരിക്കു ം 
അതു്. അതു വഗ്ഗൎസംകലിതത്തിെന്റ അദ്ധൎം. പദത്തിെന്റ ഘനത്തിൽ മൂെന്നാന്നു വൎ�
ഗ്ഗസംകലിതെമേന്നാ മുമ്പിൽ െചാല്ലിയേല്ലാ. എന്നാൽ ഇതിെന്റ അദ്ധൎമാകുന്നതു
ഘനത്തിൽ ആെറാന്നു. പിെന്ന മൂന്നാംസംകലിതമാകുന്നതു ഘനസംകലിതത്തി�
െന്റ ആെറാന്നു് എന്നിരിക്കു ം ഈ ന്യായ ം െകാണ്ടു്. എന്നാൽ അതു വഗ്ഗൎവഗ്ഗൎത്തിൽ
ഇരുപത്തുനാെലാന്നായിട്ടിരിക്കു ം . എന്നാൽ സമരാശികെള എത്രവെറ്റ തങ്ങളിൽ
ഗുണിച്ചു, ഒന്നു്, രണ്ടു്, തുടങ്ങിയുള്ളവറ്റിെന്റ അേത്രടമുള്ള സംേഖ്യെട ഘാത ം ഹാരക�
മാകുന്നതു് അതിനു് എന്നു മുമ്പിൽ സംകലിത ം വിസ്തരിച്ചു െചാല്ലിയതിെനെക്കാണ്ടു
വന്നു കൂടു ം .

എന്നാലിവിെട നേടെത്ത സംകലിതമാകുന്നതു് ആദ്യജ്യാവു തുടങ്ങി ഇഷ്ട�
ജ്യാേവാളമുള്ള ജ്യാക്കളുെട േയാഗ ം . ഇതിെന സമസ്തജ്യാസംഖ്യ ഒന്നു് എന്നിട്ടു്
അതിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ സംഖ്യാേഭദമില്ല എന്നിട്ടു വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരി�
പ്പൂ. ഫല ം ശരഖണ്ഡേയാഗമാകുന്ന ശരമായിട്ടു വരും. പിെന്ന ഇശ്ശരെത്ത ചാപ�
ഖണ്ഡേയാഗംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചു മൂന്നിലു ം ഹരിച്ചാൽ
ജ്യാചാപാന്തരം വരു ം . പിെന്ന ഇഷ്ടചാപഘനത്തിെന്റ ആെറാന്നിെന വ്യാസാദ്ധൎവ ൎ�
ഗ്ഗ ം െകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലവു ം ജ്യാചാപാന്തരമായിട്ടിരിക്കു ം . പിെന്ന ഇഷ്ടജ്യാശരെത്ത
വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫല ം ആദ്യാന്ത്യഖണ്ഡാന്തര ം . പിന്നെത്ത ജ്യാേയാ�
ഗ ം െകാണ്ടു് ആേദ്യാപാന്ത്യഖണ്ഡാന്തര ം ഉണ്ടാകു ം . ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ ഘനഷ�
ഷ്ഠാ ം ശാമാകുന്ന രണ്ടാ ം സംകലിതത്തിങ്കന്നു്, ആദ്യഖണ്ഡജ്യാവിങ്കന്നു് എല്ലാ ഖണ്ഡ�
ത്തിേന്റയും അന്തരങ്ങൾ ഒക്കക്കൂടിയതു ഖണ്ഡാന്തരസംകലിത ം —ഇതുതെന്ന ജ്യാ�
ചാപാന്തരമാകുന്നതു ം —അതുണ്ടാകു ം . ഇതു പ്രായികെമെത്ര താനു ം , ജ്യാസംക�
ലിതത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു ചാപസംകലിതമേല്ലാ െകാണ്ടതു്, എന്നിട്ടു്. എന്നാൽ
ഈവണ്ണ ം കീെഴ കീെഴ ജ്യാചാപാന്തരങ്ങൾ ഒക്കത്തങ്ങളിൽ കൂട്ടിയതു ജ്യാസംക�
ലിതത്തിങ്കന്നു ചാപസംകലിതത്തിൽ ഏറിേപ്പായ അ ം ശമാകുന്നതു്. എത്ര ചാപ�
ങ്ങളുെട േയാഗത്തിങ്കന്നു ശരെത്ത ഉണ്ടാക്കി അത്ര ജ്യാചാപാന്തരങ്ങെള ഉണ്ടാക്കി
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വ്യാസാദ്ധ ൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലെത്ത ശരത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ ശരെമാട്ട് സൂക്ഷ്മ�
മാകു ം . എന്നാലിവിെട രണ്ടാ ം സംകലിതത്തിങ്കന്നു് എെല്ലാ ഒടുക്കെത്ത ജ്യാചാ�
പാന്തരെത്ത ഉണ്ടാക്കി. ഇവ്വണ്ണ ം പദത്തിെന്റ ഓേരാേന്നാേരാന്നു കുറഞ്ഞതിെന്റ
രണ്ടാ ം സംകലിതത്തിങ്കന്നു് ഉപാന്ത്യാദി കീെഴ കീെഴ ജ്യാചാപാന്തരങ്ങൾ ഒെക്ക
ഉണ്ടാേക്കണ്ടൂ. എന്നാൽ മൂന്നാ ം സംകലിതത്തിങ്കന്നു് ജ്യാചാപാന്തരേയാഗമുണ്ടാ�
കു ം . എന്നാൽ നാലാ ം സംകലിതത്തിങ്കന്നു ജ്യാചാപാന്തരസംകലിതെത്ത ഉണ്ടാ�
േക്കണ്ടൂ. മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ വണ്ണ ം . പിെന്ന ഇസ്സംകലിത ം യാെതാന്നു് അതു മുമ്പിൽ
ജ്യാസംകലിത ം േവണ്ടിയിരുേന്നടത്തു ചാപസംകലിത ം െകാണ്ടാെറ ഏറിേപ്പായ
അ ം ശമതു്. ഇച്ചാപസംകലിതത്തിങ്കന്നു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫല ം മു�
മ്പിൽ ഉണ്ടാക്കിയ ജ്യാചാപാന്തരത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ ഇഷ്ടജ്യാചാപാന്തരെമാട്ടു
സൂക്ഷ്മമാകു ം . ഇവിെട നേട ഉണ്ടാക്കിയ ജ്യാചാപാന്തരെത്ത ഇഷ്ടചാപ ം െകാണ്ടു ഗു�
ണിച്ചു വ്യാസാദ്ധ ൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ശരസംസ്കാരമുണ്ടാകു ം . ഇശ്ശരസംസ്കാരെത്ത
പിെന്നയും ഇഷ്ടചാപ ം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ജ്യാചാപാ�
ന്തരസംസ്കാരമുണ്ടാകു ം . ഈവണ്ണമുണ്ടാക്കിയ ജ്യാചാപാന്തരസംസ്കാര ം ജ്യാചാപാ�
ന്തരേയാഗത്തിങ്കന്നു് ഉണ്ടാക്കൂ. അതാകുന്നതു് ഈസ്സ ം സ്കാരെത്ത ചാപ ം െകാണ്ടു
ഗുണിച്ചു പിെന്ന അതിെന വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചതു മുമ്പിെല ശരസംസ്കാരത്തി�
ങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ ഇശ്ശരസംസ്കാരം സൂക്ഷ്മമാകു ം . ഇശ്ശരസംസ്കാരെത്ത പിെന്ന ഇഷ്ട�
ചാപ ം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫല ം ജ്യാചാപാന്തരസംസ്കാര�
ത്തിെന്റ സംസ്കാരം. ഇവിെട എല്ലാടവും ഫലെത്ത ചാപംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ഒന്നു്,
രണ്ടു് എന്നു തുടങ്ങിയുള്ള സംഖ്യകളിെലത്രാമതുെകാണ്ടു ഹരിച്ചതിെന വ്യാസാദ്ധൎം�
െകാണ്ടു ഹരിേക്കണ്ടൂ, സംകലിതത്തിങ്കന്നു േവണ ം സംസ്കാരമുണ്ടാക്കുവാൻ, എന്നി�
ട്ടു്. ഇങ്ങെന ഒരു സംകലിതത്തിെന്റ ഫലത്തിങ്കന്നു മീെത്ത സംകലിതംെകാണ്ടു�
ണ്ടാക്കുന്ന ഫലത്തിെന്റ അന്തരെത്ത ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം. ഇവിെട ചാപെത്ത എത്ര
ആവൃത്തി ചാപം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചൂ, ഇതിന്നു ഹാരകം വ്യാസാദ്ധൎെത്ത വ്യാസാദ്ധ ൎം 
െകാണ്ടു് അത്ര ആവൃത്തി ഗുണിച്ചു് അത്ര ഏകാേദ്യാത്തരങ്ങളുെട ഘാതവും കൂടി ഹാ�
രക ം . ഒരു ഫലത്തിങ്കന്നു മീെത്ത ഫലമുണ്ടാക്കുവാൻ ഇഷ്ടചാപ ം െകാണ്ടു ഫലെത്ത
ഒരിക്കൽ ഗുണിപ്പൂ, വ്യാസാദ്ധൎം െകാണ്ടു ഒരിക്കൽ ഹരിപ്പൂ എന്നാലും ഫലം തുല്യം.
ഇങ്ങെന ഫലങ്ങെളല്ലാ ം ജ്യാേയാഗത്തിങ്കന്നു് ഉണ്ടാേക്കണ്ടൂ എന്നിരിക്കുേന്നടത്തു
ചാപേയാഗത്തിങ്കന്നു് ഉണ്ടാക്കയാൽ സംസ്കാരഫലങ്ങെളല്ലാ ം വാസ്തവഫലത്തി�
ങ്കന്നു് ഏറ ഉണ്ടായിരിക്കു ം . എന്നിട്ടു മീെത്ത മീെത്ത സംസ്കാരഫലം നേടെത്ത
നേടെത്ത സംസ്കാരഫലത്തിങ്കന്നു കളേയണം. എന്നാലിവണ്ണം േവണ്ടൂ ഇവിടുെത്ത
ക്രിയാക്രമം. ഇഷ്ടചാപം നേടെത്ത രാശിയാകുന്നതു്. ഇതിെന വഗ്ഗൎിച്ചു് അദ്ധൎിച്ചു ത്രി�
ജ്യ െകാണ്ടു ഹരിച്ചതു രണ്ടാംരാശിയാകുന്നതു്. രണ്ടാംരാശിെയ േവെറ ഒരിടത്തു
െവപ്പൂ. പിെന്ന ഇതിേനയും ചാപംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു മൂന്നിലും ത്രിജ്യെകാണ്ടും ഹരിപ്പൂ.
ഈ ഫലെത്ത പ്രഥമഫലത്തിെന്റ കീെഴ െവപ്പൂ. പിെന്ന ഇതിേനയും ചാപംെകാണ്ടു
ഗുണിച്ചു നാലിലു ം ത്രിജ്യെകാണ്ടു ം ഹരിപ്പൂ. ഫലം ദ്വിതീയഫലത്തിെന്റ കീെഴ െവപ്പൂ.
ഇങ്ങെന അതതു ഫലത്തിങ്കന്നു ചാപംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ം ഒന്നു്
രണ്ടു് തുടങ്ങിയവറ്റിൽ മീെത്ത മീെത്ത വെറ്റെക്കാണ്ടു ം ഹരിച്ചാൽ മീെത്ത മീെത്ത
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ഫലങ്ങളുണ്ടാകു ം . ഇവിെട മൂന്നാമതു്, അഞ്ചാമതു് എന്നു തുടങ്ങിയുള്ള ഓജഫല�
ങ്ങൾ പ്രഥമരാശിയുെട പങ്  ക്തിയിൽ കീെഴ കീെഴ െവപ്പൂ. നാലാമതു്, ആറാമതു്
തുടങ്ങിയുള്ള യുഗ്മഫലങ്ങെള ദ്വിതീയരാശിയുെട പങ്  ക്തിയിൽ കീെഴ കീെഴ െവപ്പൂ.
പിെന്ന എല്ലായിലും കീേഴതു് അടുത്തു മീേത്തതിൽ കളയൂ. ശിഷ്ടം അടുത്തു മീേത്ത�
തിൽ. ഇങ്ങെന ഒരു പങ്  ക്തിയിൽ പ്രഥമരാശി േശഷിക്കും. മേറ്റ പങ്  ക്തിയിൽ
ദ്വിതീയരാശി േശഷിക്കും. അവ ഇഷ്ടജ്യാശരങ്ങൾ. ഇവിെട ഓജഫലങ്ങെള തെന്ന
േവെറ ഉണ്ടാക്കി ഇഷ്ടജ്യാവുണ്ടാക്കൂ. യുഗ്മഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കി ഇഷ്ടശരവുമുണ്ടാക്കൂ.
ഇങ്ങേനയുമാ ം .

ഇവിെട ഇഷ്ടജ്യാവിെന ഉണ്ടാക്കു ം പ്രകാര ം . ഇഷ്ടചാപെത്ത ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു
ഗുണിച്ചു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. പിെന്ന രണ്ടും മൂന്നും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതം
ആറുെകാണ്ടു ം ഹരിപ്പൂ. ഫലം ജ്യാചാപാന്തരം. പിേന്നയും ക്രേമണയുള്ള ഫലങ്ങൾ�
െക്കാക്ക ചാപവഗ്ഗൎം ഗുണകാരം, വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഹാരകം. യുഗ്മസംഖ്യയും മീെത്ത
ഓജസംഖ്യയും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതും ഹാരകം. അതതു യുഗ്മസംഖ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽ
തെന്റ മൂല ം കൂടിയതായിട്ടിരിക്കുമിതു്, യുഗ്മസംഖ്യയിങ്കന്നു് ഒന്നു് എെല്ലാ മീെത്ത
ഓജസംഖ്യയിൽ ഏറൂ, എന്നിട്ടു്. ഇങ്ങെന ഇഷ്ടജ്യാവുതെന്ന േവെറ വരുത്തുംപ്രകാ�
രം. പിെന്ന ദ്വിതീയരാശിെയ ഇവ്വണ്ണം അതിെന്റ ഫലങ്ങേളയും ഗുണിച്ചു ഹരിച്ചാൽ
ഇഷ്ടശരം വരും. ഇവിെട ഓജസംഖ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽ തെന്റ മൂല ം കൂടിയതു ഹാരകമാകു�
ന്നതു് എേന്ന വിേശഷമുള്ളൂ.

പിെന്ന ഇവ്വണ്ണ ം വൃത്തപാദത്തിങ്കെല ഇഷ്ടജ്യാശരങ്ങെള വരുത്തുവാൻ ഉണ്ടാ�
ക്കിയ ഫലങ്ങെള പഠിച്ചിേയച്ചു് ഇവെറ്റെക്കാണ്ടു് ഇഷ്ടചാപത്തിങ്കേലക്കു ൈത്രരാശി�
കംെകാണ്ടു വരുത്തൂ. ഓജഫലവും, യുഗ്മഫലവും െവേവ്വെറ പഠിപ്പൂ, രണ്ടു പരിഷയാ�
യിട്ടു്. ഇവിെട രണ്ടുവകയിലും ഒടുക്കെത്ത ഫലങ്ങെള ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഗുണി�
ച്ചു വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ചഫലം ഉപാന്ത്യഫലത്തിങ്കന്നു കളവൂ. പിേന്നയും
ഇവ്വണ്ണ ം ഗുണിച്ചു ഹരിച്ചു നേടേത്തതിൽ നേടേത്തതിൽ കളവൂ. പിെന്ന ‘വിദ്വാൻ’
എന്നു തുടങ്ങിയുള്ളവറ്റിെന്റ ഒടുക്കെത്ത ഫലെത്ത ഇഷ്ടചാപത്തിങ്കന്നു കളവൂ. ശി�
ഷ്ട ം ഇഷ്ടജ്യാവു്. േസ്തന എന്നു തുടങ്ങിയവറ്റിൽ ഈവ്വണ്ണ ം ക്രിയ െചയ്താൽ ഒടുക്ക�
േത്തതു തെന്ന ഇഷ്ടശര ം . ഇങ്ങെന പഠിതങ്ങൾ കൂടാെത ഇഷ്ടജ്യാശരങ്ങെള വരു�
ത്തുംപ്രകാര ം .

വ്യാഖ്യാനം: പഠിതജ്യാക്കെള കൂടാെത തെന്ന ഇഷ്ടജ്യാശരങ്ങെള വരുത്തുവാനുള്ള ഉപാ�
യത്തിെന്റ യുക്തിെയ പറയുന്നു. ഇവിെട ആദ്യദ്വിതീയാദി സംകലിതങ്ങളുെട ആവശ്യമുണ്ടാ�
കയാൽ അവെയ മുമ്പിൽ വിസ്തരിക്കുന്നു. ആദ്യസംകലിത ം ഏകാേദ്യേകാത്തരസംകലിത ം 
തെന്ന. ഇതിെന േക്ഷത്രരൂേപണ കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ ആദ്യെത്ത വരിയിൽ ഒന്നു്,
രണ്ടാ ം വരിയിൽ രണ്ടു്, മൂന്നാ ം വരിയിൽ മൂന്നു്, ഇങ്ങെന േമേല േമേല വരിയിൽ ഓേരാേന്നാ�
േരാേന്നറിെക്കാണ്ടിരിക്കും. പരിേലഖം 37-ൽ െചരിഞ്ഞുള്ള വരകെളെക്കാണ്ടു് അടയാളെപ്പ�
ടുത്തിയിട്ടുള്ള ഭാഗം ഈ സംകലിതേക്ഷത്രമാകുന്നു. ഇങ്ങെന തെന്ന ഒരു േക്ഷത്രെത്ത പരി�
േലഖനത്തിൽ കാണിച്ചിരിക്കുന്ന പ്രകാരം േമൽ കീഴായി ആദ്യേക്ഷത്രേത്താടു േയാജിപ്പിക്കു�
കയാെണങ്കിൽ ഒരു ഘാതേക്ഷത്രമുണ്ടാകു ം . ഈ ഘാതേക്ഷത്രത്തിൽ സംകലിതത്തിെല
പദേത്താള ം വരി, ഓേരാ വരിയിൽ പദത്തിെലാന്നു കൂടിയ ഖണ്ഡങ്ങളുമുണ്ടു്. പദത്തിെന



170 അദ്ധ്യായം 7. ജ്യാനയനപ്രകാര ം 

പ എന്നു കല്പിച്ചാൽ ഈ ഘാതേക്ഷത്രത്തിെന്റ േക്ഷത്രഫല ം = പ × (പ + 1) എന്നു�

വരു ം . അേപ്പാൾ ആദ്യസംകലിതഫല ം = ഘാതേക്ഷത്രഫലാദ്ധ ൎം =
പ (പ + 1)

2

=

പ2 +പ
2

.

പദെത്ത പരാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചുണ്ടായ സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു സംകലിതം െചയ്യു�

േമ്പാൾ ആദ്യസംകലിതഫലം പദവഗ്ഗൎാദ്ധൎ
(
പ2

2

)
ത്തിേനാടു തുല്യമാകുെമന്നു പരിധിവ്യാ�

സപ്രകരണത്തിൽ വിസ്തരിച്ചു പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടേല്ലാ.

പരിേലഖം (37)

ആദ്യസംകലിതവും ഇതിെന്റ പദത്തിൽ ഓേരാേന്നാേരാന്നു കുറഞ്ഞവയുെട ആദ്യസം�
കലിതങ്ങളു ം ഇവയുെട േയാഗ ം ദ്വിതീയസംകലിത ം .

∴ ദ്വിതീയസംകലിത ം =
(
പ2

2

+
(പ − 1)2

2

+ · · ·+ 1
2

2

)
+(

പ
2

+
പ − 1

2

+ · · ·+ 1

2

)
പ2 + (പ − 1)2 + · · ·+ 1

2 =
പ (പ + 1)(2പ + 1)

6

(ലീലാവതീന്യായപ്രകാര ം )

പ + (പ − 1) + · · ·+ 1 =
പ (പ + 1)

2

∴ ദ്വിതീയസംകലിത ം =
പ (പ + 1)(2പ + 1)

12

+
പ (പ + 1)

4

=
പ (പ + 1)

4

(
2പ + 1

3

+ 1

)
=
പ (പ + 1)(പ + 2)

6

=
പ3

6

+
3പ2

6

+
2പ
6

=
പ3

6

+
പ2

2

+
പ
3
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തൃതീയസംകലിത ം =
1

6

{പ3 + (പ − 1)3 + (പ − 2)3 + · · ·+ 1
3}

+
1

2

{പ2 + (പ − 1)2 + (പ − 2)2 + · · ·+ 1
2}

+
1

3

{പ + (പ − 1) + (പ − 2) + · · ·+ 1}

ഘനസംകലിത ം = ഏകാേദ്യാേകാത്തരസംകലിതവഗ്ഗ ൎം (ലീലാവതീന്യാേയന)

=
പ2(പ + 1)2

4

∴ തൃതീയസംകലിത ം =
പ2(പ + 1)2

24

+
പ (പ + 1)(2പ + 1)

12

+
പ (പ + 1)

6

=
(പ (പ + 1)(പ + 2)(പ + 3)

24

ഇങ്ങെനതെന്ന ചതുത്ഥൎ ാദിസംകലിതങ്ങെള ഉണ്ടാക്കാ ം .

അേപ്പാൾ ആദ്യസംകലിത ം =
പ (പ + 1)

1× 2

=
പ (പ + 1)

∠2

ദ്വിതീയസംകലിത ം =
പ (പ + 1)(പ + 2)

1× 2× 3

=
പ (പ + 1)(പ + 2)

∠3

തൃതീയസംകലിത ം =
പ (പ + 1)(പ + 2)(പ + 3)

1× 2× 3× 4

=
പ (പ + 1)(പ + 2)(പ + 3)

∠4

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ചാപഖണ്ഡങ്ങെള അണുപ്രായമായി കല്പിക്കുന്നുെവങ്കിൽ ഈ സംകലിതങ്ങെള
പ2

∠2

,
പ3

∠3

,
പ4

∠4

· · · എന്നിങ്ങെന കല്പിക്കാ ം .

ഈ സംകലിതങ്ങെള അേപക്ഷിച്ചു് ഇഷ്ടചാപങ്ങളുെട ജ്യാക്കെളയും ശരങ്ങേളയും
വരുത്തുവാനുള്ള ഉപായേത്തയും അതിെന്റ യുക്തിേയയും കാണിക്കാ ം .

“നിഹത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ ചാപം തത്തൽഫലാനി ച |
ഹേരൽ സമൂലയുഗ്വൈഗ്ഗൎസ്രിജ്യാവഗ്ഗൎാഹൈതഃ ക്രമാൽ ||
ചാപ ം ഫലാനി ചാേധാേധാന്യേസ്യാപയ്യുൎപരി ത്യേജൽ |
ജീവാൈപ്ത്യ, സംഗ്രേഹാൈസ്യവ വിദ്വാനിത്യാദിനാകൃതഃ ||
നിഹത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ രൂപം തത്തൽഫലാനി ച |
ഹേരദ്വിമൂലയുഗ്വൈഗ്ഗൎസ്രിജ്യാവഗ്ഗൎാഹൈതഃ ക്രമാൽ ||
കിന്തു വ്യാസദേളൈനവ ദ്വിേഘ്നാനാദ്യം വിഭജ്യതാ ം |
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ഫലാന്യേധാധഃ ക്രമേശാ ന്യാേസ്യാപയ്യുപരി ത്യേജ്യൽ ||
ശരാൈപ്ത്യ, സംഗ്രേഹാൈസ്യവ േസ്തനസ്രീത്യാദിനാകൃതഃ” ||

(തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഇഷ്ടചാപെത്ത അതിെന്റ വഗ്ഗൎംെകാണ്ടൂ ഗുണിച്ചു രണ്ടിെന്റ വഗ്ഗൎത്തിൽ രണ്ടു കൂടിയിരി�
ക്കുന്ന ആറു െകാണ്ടു ഗുണിച്ച ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഇങ്ങെന ഉണ്ടായ ഫലെത്ത
ഇഷ്ടചാപത്തിെന്റ കീെഴ വക്കു. ഈ ഫലേത്തയും ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗ ൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു രണ്ടാമ�
െത്ത യുഗ്മസംഖ്യയായ നാലിെന്റ വഗ്ഗൎത്തിൽ അതിെന്റ മൂലം കൂട്ടിയ 20 െകാണ്ടു ഗുണിച്ച
ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലെത്ത ആദ്യഫലത്തിെന്റ കീെഴ െവക്കൂ. ഇങ്ങെന
േമെല േമെലയുള്ള ഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കി കീെഴ കീെഴ െവക്കു. എല്ലായിടത്തും ചാപവഗ്ഗൎം
തെന്ന ഗുണകാരം. ദ്വിചതുരാദി യുഗ്മസംഖ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽ തെന്റ തെന്റ മൂലം കൂട്ടിയിരിക്കുന്നവ�
െയെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ച വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഹാരകം. ഫലങ്ങൾ ഏറുേന്താറും ജ്യാവിന്നു സൂക്ഷ്മത
ഏറും. പിെന്ന ഒടുക്കെത്ത ഫലെത്ത അതിെന്റ േമേലതിൽ നിന്നു കളയൂ. ഈ േശഷിച്ചതി�
െന ചുവട്ടിൽനിന്നു മൂന്നാമെത്ത ഫലത്തിങ്കൽനിന്നു കളയൂ. ഇങ്ങെന കളഞ്ഞു കളഞ്ഞു് ഒടു�
ക്കെത്ത ഫലേശഷെത്ത ചാപത്തിൽനിന്നും വാങ്ങിയാൽ ഇഷ്ടചാപത്തിെന്റ ജ്യാവു വരും.
രൂപെത്തവച്ചു് ഇതുേപാെല ക്രിയ െചയ്താൽ ഇഷ്ടജ്യാശര ം വരും. ഇവിെട രൂപെത്ത വല്ലി�
യിൽ െവേക്കണ്ട. ഒടുക്കെത്ത ഫലേശഷം തെന്ന ശരമായിട്ടു വരും. ഇവിെട ആദ്യഫലത്തി�
െന്റ ഹാരകം രണ്ടിൽ ഗുണിച്ച വ്യാസാദ്ധൎം, ചാപവഗ്ഗൎം ഗുണകാരം. യുഗ്മങ്ങളുെട വഗ്ഗൎങ്ങളിൽ
അതതിെന്റ മൂലങ്ങെള കളഞ്ഞിരിക്കുന്ന സംഖ്യ െകാണ്ടു ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎ�
ങ്ങൾ േശഷമുള്ളവറ്റിെന്റ ഹാരകങ്ങെളന്നും വിേശഷമുണ്ടു്. യുക്തിഭാഷയിൽ രാജസംഖ്യാവ ൎ�
ഗ്ഗത്തിൽ മൂലം കൂട്ടിയതിെനെക്കാണ്ടുഗുണിച്ച വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഇവിേടക്കു ഹാരകം എന്നണു്
പറഞ്ഞിരിക്കുന്നതു്. യുഗ്മസംഖ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽ മൂലം കളഞ്ഞതും രാജസംഖ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽ മൂലം
കൂട്ടിയതും ഒന്നു തെന്ന. 4× 4− 4 = 3× 3 + 3.

ത്രിരാശിചാപമായ 5400 ഇലിെയ െവച്ചു ഈ ക്രിയകൾ െചയ്യുകയാെണങ്കിൽ “വി�
ദ്വാംസ്തുന്നബലഃ . . . ” എന്നും “േസ്തനസ്രീ പിശുനഃ . . . ” തുടങ്ങിയുള്ള വാക്യങ്ങൾ വരും.

ഈ ക്രിയയുെട യുക്തി:–
ചാപഖണ്ഡെത്ത അണുപ്രായമായിട്ടു നിരൂപിക്കുകയാെണങ്കിൽ ആദ്യഖണ്ഡജ്യാവു

ചാപഖണ്ഡത്തിേനാടു സമെമന്നു കല്പിക്കാ ം . ഇതിെന ഇഷ്ടചാപത്തിെല ചാപഖണ്ഡസം�
ഖ്യെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ഇഷ്ടചാപം തെന്ന. ഇതിൽനിന്നു ഖണ്ഡാന്തരസംകലിതം വാങ്ങി�
യാൽ ഇഷ്ടജ്യാവു വരും. ജ്യാചാപാന്തരം ഖണ്ഡാന്തരസംകലിതെമന്നു മുമ്പിൽ പറഞ്ഞിട്ടു�
ണ്ടേല്ലാ.

ഇഷ്ടചാപത്തിനു കീെഴയുള്ള ജ്യാക്കെളല്ലാ ം ജ്യാചാപാന്തരത്തിനു സാധനങ്ങളാകു�
ന്നു. അവെയല്ലാ ം അജ്ഞാതങ്ങൾ. അതുെകാണ്ടു ചാപങ്ങെളതെന്ന ജ്യാക്കെളന്നു കല്പിച്ചു
ചാപസംകലിതം െചേയ്യണ ം . അേപ്പാൾ ഒടുക്കെത്ത ജ്യാവു് ഇഷ്ടചാപം.

ഇഷ്ടചാപെത്ത ച ഇലികെളന്നും വ്യാസാദ്ധൎെത്ത ത്ര എന്നും ഇഷ്ടചാപെത്ത അതി�
െന്റ കലാസംഖ്യേയാളം തുല്യഭാഗങ്ങളായിട്ടു വിഭജിച്ചിരിക്കുന്നുെവന്നും കല്പിക്ക, എന്നാൽ
സമസ്തജ്യാവിെന ഒരു ചാപഖണ്ഡത്തിേനാടു തുല്യെമന്നു കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ, സമസ്ത�
ജ്യാെവാരു ഇലി എന്നുവരും.

അേപ്പാൾ മേദ്ധ്യാത്ഥൎ ശരഖണ്ഡേയാഗം =
ആദ്യസംകലിത ം × 1

ത്ര
=
ച 2

2ത്ര
ഖണ്ഡങ്ങൾ വളെര െചറുതാകെകാണ്ടു അഗ്രത്തിെല ശരഖണ്ഡേയാഗവും മേദ്ധ്യാദ്ധൎ�
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ശരഖണ്ഡേയാഗവും തുല്യെമന്നു കല്പിക്കാ ം . അഗ്രത്തിങ്കെല ശരഖണ്ഡേയാഗം = ശരം.

∴ ഇഷ്ടചാപശരം =
ച 2

2ത്ര
.

ച , ച − 1, ച − 2, ച − 3, . . . ഇവെയയാണേല്ലാ ജ്യാക്കെളന്നു കല്പിച്ചിട്ടുള്ളതു്.
ബ1, ബ2, ബ3, . . . എന്നിവെയ ഖണ്ഡജ്യാക്കെളന്നു ം കല്പിക്ക.

ബ1 =
23

1

2

ചാപത്തിെന്റ േകാടി× 1

ത്ര

=
(ത്ര −അരച്ചാപത്തിെന്റ ശര ം )× 1

ത്ര
.

ഈ ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന

ബച =

{
ത്ര − (ച − 1

2

) ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട ശരം
}
× 1

ത്ര
∴ ബ1 −ബച

=
(ത്ര −അരച്ചാപഖണ്ഡശരം)−

{
ത്ര −

(
ച − 1

2

)
ചാവാപഖണ്ഡങ്ങളുെട ശരം

}
ത്ര

=
ഇഷ്ടചാപശരം

ത്ര
(ചാപഖണ്ഡം വളെര െചറുതാകയാൽ)

=
ച 2

2ത്ര
× 1

ത്ര
=

ച 2

2ത്ര2

തുല്യന്യായംെകാണ്ടു ബ1 −ബച−1

=
(ച − 1) ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട ശര ം 

ത്രിജ്യ

=
(ച − 1)2

2ത്ര2

ബ1 −ബച−2 =
(ച − 2)2

2ത്ര2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(ബ1 −ബച ) + (ബ1 −ബച−1) + (ബ1 −ബച−2) + · · ·

= ഖണ്ഡാന്തരസംകലിത ം .
∴ ജ്യാചാപാന്തര ം = ഖണ്ഡാന്തരസംകലിത ം 

=
ച 2

2ത്ര2
+

(ച − 1)2

2ത്ര2
+

(ച − 2)2

2ത്ര2
+ · · ·

=
ച 3

6ത്ര2
(വഗ്ഗൎസംകലിതം=ഘനത്ര്യംശം എന്നിട്ടു്)

ഇതു ദ്വിതീയസംകലിതംെകാണ്ടുണ്ടായ ഫലം.
ഇഷ്ടജ്യാവു് = ഇഷ്ടചാപം−ജ്യാചാപാന്തരം
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= ച − ച 3

6ത്ര2

ശരം =
ച 2

2ത്ര

ശരെത്ത ഉണ്ടാക്കുേന്നടത്തും ജ്യാചാപാന്തരെത്ത ഉണ്ടാക്കുേന്നടത്തും ജ്യാവിെന്റ
സ്ഥാനത്തു ചാപെത്തത്തെന്ന ഉപേയാഗിച്ചിരിക്കുന്നതുെകാണ്ടു് ഈ ഫലങ്ങളും സ്ഥൂല�
ങ്ങൾ.

ശരം =
1

ത്ര
{ച + (ച − 1) + (ച − 2) + · · · }

ഇവിെട ചാപെത്ത ഉപേയാഗിച്ചിരിക്കുന്നതുെകാണ്ടു് ശരം സ്ഥൂലം. അതുെകാണ്ടു ച ,
ച − 1, ച − 2, . . . എന്നിവ എല്ലാറ്റിലും ജ്യാചാപാന്തരസംസ്കാരം െചേയ്യണം. എന്നാൽ
ശരം ഒട്ടു സൂക്ഷ്മമാകു ം . അങ്ങെന ശരം സംസ്കാരം െചയ്യുേമ്പാൾ,

ശരം =
1

ത്ര

{(
ച − ച 3

6ത്ര2

)
+

(
(ച − 1)− (ച − 1)3

6ത്ര2

)
+ · · ·

}
അേപ്പാൾ ശരത്തിൽ െചേയ്യണ്ട സംസ്കാരം (കുറേക്കണ്ട അംശം)

=
1

ത്ര

{
ച 3

6ത്ര2
+

(ച − 1)3

6ത്ര2
+

(ച − 2)3

6ത്ര2
+ · · ·

}
=

1

6ത്ര3
×ഘനസംകലിതം

=
ച 4

24ത്ര3
(തൃതീയസംകലിതം)

ഇവിേടയും ചാപെത്ത ഉപേയാഗിക്കെകാണ്ടു ശരസംസ്കാരത്തിലും സ്ഥൗല്യമുണ്ടു്.
എന്നാൽ ഇങ്ങെന േമെല േമെലയുള്ള സംസ്കാരഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കി ചാപത്തിലു ം ശര�
ത്തിലും സംസ്കരിച്ചാൽ സൂക്ഷ്മതരങ്ങളായ ജ്യാശരങ്ങൾ ഉണ്ടാകു ം .

ഇവിെട ഇഷ്ടചാപം അന്ത്യപദമായിട്ടുള്ള ആദ്യസംകലിതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു
ഹരിച്ചേപ്പാൾ ശരം വന്നു. ഇശ്ശരം അന്ത്യപദമായിട്ടുണ്ടാക്കിയ ദ്വിതീയസംകലിതെത്ത വ്യാ�
സാദ്ധൎം െകാണ്ടുതെന്ന ഹരിച്ചേപ്പാൾ ജ്യാചാപാന്തരം വരും. ജ്യാചാപാന്തരം അന്ത്യപദ�
മായിട്ടുണ്ടാക്കിയ തൃതീയസംകലിതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചേപ്പാൾ ശരസംസ്കാര ം 
വരു ം . ഈ ശരസംസ്കാരെത്ത അന്ത്യപദമായി ചതുത്ഥൎ സംകലിത ം െചയ്തു ത്രിജ്യെകാണ്ടു
ഹരിച്ചാൽ ജ്യാചാപാന്തരസംസ്കാരമുണ്ടാകു ം . ഇങ്ങെന േമെല േമെലയുള്ള ജ്യാചാപാന്ത�
രസംസ്കാരങ്ങളും ശരസംസ്കാരങ്ങളു ം ഉണ്ടാക്കി ചാപത്തിലും ശരത്തിലു ം സംസ്കരിച്ചാൽ
ജ്യാശരങ്ങൾ സൂക്ഷ്മതരങ്ങളായിട്ടു വരും. ഇവിെട ചാപം ജ്യാവിേനക്കാേളറും. ജ്യാചാപാ�
ന്തരെത്ത ചാപത്തിൽനിന്നും കളേയണ ം . ജ്യാചാപാന്തര ം വരുത്തുന്നതിലും ജ്യാവിന്നു
പകരം ചാപം ഉപേയാഗിക്കയാൽ ജ്യാചാപാന്തരം േവണ്ടതിലധികമായതുെകാണ്ടു ഫല ം 
േവണ്ടതിലധികം കുറഞ്ഞുേപായി. അേപ്പാൾ ജ്യാചാപാന്തരസംസ്കാരഫലെത്ത ധനമാ�
യിട്ടു സംസ്കരിേക്കണ ം . ഈ ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന ജ്യാചാപാന്തരത്തിെന്റ രണ്ടാമെത്ത
സംസ്കാരഫലെത്ത കളേയണ ം . പിന്നേത്തതു കൂേട്ടണ ം . ഇങ്ങെന ആവശ്യേത്താളം ക്രിയ
െചയ്യാ ം . അഥവാ, ആവശ്യം േപാെല ഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കി, അവയിെലാടുക്കേത്തതിെന
അതിനു മുമ്പിലേത്തതിൽനിന്നു കളയുക; ഈ േശഷെത്ത അതിനു മുമ്പിെല ഫലത്തിൽനി�
ന്നു കളയുക. ഇങ്ങെന ഒടുക്കെത്ത ഫലേശഷെത്ത ചാപത്തിൽനിന്നും കളയുക. എന്നാൽ
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ഇഷ്ടജ്യാവു് ഒട്ടു സൂക്ഷ്മമാകും. ഇങ്ങെനതെന്ന ശരത്തിങ്കലും സംസ്കാര ം ഇവിെട ഒടുക്കെത്ത
ഫലേശഷം തെന്ന സൂക്ഷ്മശര ം .

ഇഷ്ടചാപം = ച · · · · · · · · · · · · = ച
∠1

ഇഷ്ടശരം =
{
ച + (ച − 1) + (ച − 2) + · · ·

ത്ര

}
=
ച 2

2ത്ര
=

ച 2

∠2×ത്ര

ജ്യാചാപാന്തരം =
{
ച 2 + (ച − 1)2 + · · · · · ·

∠2×ത്ര ×ത്ര

}
=

ച 3

∠2× 3ത്ര2
=

ച 3

∠3ത്ര2

ആദ്യശരസംസ്കാരം =
{
ച 3 + (ച − 1)3 + · · · · · ·

∠3×ത്ര2 ×ത്ര

}
=

ച 4

∠3× 4ത്ര3
=

ച 4

∠4ത്ര3

ആദ്യജ്യാചാപാന്തരസംസ്കാരം =
{
ച 4 + (ച − 1)4 + · · · · · ·

∠4×ത്ര3 ×ത്ര

}
=

ച 5

∠4× 5ത്ര4

=
ച 5

∠5ത്ര4

രണ്ടാംശരസംസ്കാരം =
{
ച 5 + (ച − 1)5 + · · · · · ·

∠5×ത്ര4 ×ത്ര

}
=

ച 6

∠5× 6×ത്ര5

=
ച 6

∠6ത്ര5

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∴ സൂക്ഷ്മമായ ഇഷ്ടജ്യാവു് = ച − ച 3

6ത്ര2
+

ച 5

120ത്ര4
− ച 7

5040ത്ര6
+ · · · · · · 3

= ച − ച 3

∠3ത്ര2
+

ച 5

∠5ത്ര4
− ച 7

∠7ത്ര6
+ · · · · · ·

സൂക്ഷ്മശരം =
ച 2

∠2ത്ര
− ച 4

∠4ത്ര3
− ച 6

∠6ത്ര5
− · · · · · ·

∴ ഇഷ്ടജ്യാേകാടി = ത്ര −
(
ച 2

∠2ത്ര
− ച 4

∠4ത്ര3
− ച 6

∠6ത്ര5
− · · · · · ·

)
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“വിദ്വാംസ്തുന്നബലഃ . . . . . . ” എന്നും “േസ്തനസ്രീപിശുനഃ . . . . . . ” എന്നുമുള്ള വാക്യ�
ങ്ങെള ഇവിെട ഉദ്ധരിക്കുന്നു.

“വിദ്വാംസ്തുന്നബലഃ കവീശനിചയസ്സവ്വൎാത്ഥൎ ശീലസ്ഥിേരാ
നിവ്വ ൎിദ്ധാംഗനേരന്ദ്രതങ്  നിഗദിേതേഷ്വഷു ക്രമാൽ പഞ്ചസു |
ആധസ്ത്യാൽ ഗുണിതാദദീഷ്ടധനുഷഃകൃത്യാ വിഹൃത്യാന്തിമ-
സ്യാപ്തം േശാദ്ധ്യമുപയ്യുപയ്യൎഥ ഘേനൈനവം ധനുഷ്യന്തതഃ” ||

— ഇതി മാധവഃ.

വിദ്വാനാദി അഞ്ചുവാക്യങ്ങൾ തല്പരാദി കലാന്തങ്ങളാകുന്നു. ഇവെയ കീെഴനിന്നു
തുടങ്ങി േമേല്പാട്ടു ക്രേമണ െവക്കു. എല്ലാത്തിലും കീേഴതിെന ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഗു�
ണിച്ചു ത്രിരാശിവഗ്ഗൎമായ “നാനാജ്ഞാനതേപാധരഃ” (29160000) എന്നതിെനെക്കാണ്ടു
ഹരിപ്പൂ. ഫലെത്ത അടുത്ത േമെല വാക്യത്തിൽനിന്നും കളയൂ. അവിെട േശഷിച്ചതിെന
ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിരാശിവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലെത്ത അതിെന്റ േമ�
െല വാക്യത്തിൽനിന്നു കളയൂ. ഈവണ്ണം ക്രിയെചയ്തു് എല്ലാറ്റിനുെമാടുക്കെത്ത േശഷെത്ത
ഇഷ്ടചാപഘനംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിരാശിഘനമായ “അജ്ഞാനനുേന്ന നവ തത്വസംശ�
യഃ” (157464000000) എന്നതുെകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലെത്ത ഇഷ്ടചാപത്തിങ്കൽനിന്നു
കളഞ്ഞാൽ ശിഷ്ടം ഇഷ്ടജ്യാവു്.

“േസ്തനസ്രീ പിശുനസ്സുഗന്ധിനഗനുൽഭദ്രാ ം ഗഭവ്യാസേനാ |
മീനാംേഗാ നരസി ം ഹ ഊനധനകൃൽഭൂേരവ ഷൾേസ്വഷു തു ||
ആധസ്ത്യാൽ ഗുണിതാദമീഷ്ടധനുഷഃ കൃത്യാ വിഹൃത്യാന്തിമ-
സ്യാപ്തം േശാദ്ധ്യമുപയ്യുൎപയ്യൎഥ ഫലം സ്യാദുൽക്രമജ്യാന്ത്യജം”||

ഇതി മാധവഃ

േസ്തനാദിവാക്യങ്ങൾ ആറും തല്പരാദികലാന്തങ്ങളാകുന്നു. അവെറ്റ കീഴിൽനിന്നു തുട�
ങ്ങി േമെല േമെലെവച്ചു മുമ്പിൽ െചാല്ലിയവണ്ണം ക്രിയ െചയ്യുക. ആറാംവാക്യത്തിൽ േശ�
ഷിച്ചതിേനയും ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിരാശിചാപവഗ്ഗൎംെകാണ്ടുതെന്ന ഹരിച്ചു�
ണ്ടായ ഫലം ഇഷ്ടജ്യാവിെന്റ ഉൽക്രമജ്യാവായിട്ടു വരും. ശരത്തിനു ബാണെമന്നും ഉൽക്രമ�
ജ്യാെവന്നും േപരുകളുണ്ടു്.

ത്രിരാശി ചാപലിപ്തെയെവച്ചു, “നിഹത്യചാപവേഗ്ഗൎണ . . . ” എന്ന ന്യായംെകാണ്ടാ�
ണു് ഈ വാക്യങ്ങെള വരുത്തിയിരിക്കുന്നതു്. ച = 5400 ഇലി.

3 In Trigonometrical language,

sin θ = θ − θ3

∠3

+
θ5

∠5

+
θ7

∠7

+ · · ·

cos θ = 1− θ2

∠2

+
θ4

∠4

+
θ6

∠6

+ · · ·
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ഇഷ്ടചാപ ം = ച = 5400
′

1.
ച 2

2ത്ര
=

5400
2 × 60× 60

2× 12375888

· · · = 4241
′ − 9

′′ − 0 ഊനധനുകൃ  ൽഭുേരവ

2.
ച 3

∠3ത്ര2
=

4241
′−9

′−0×ച
3×ത്ര =2220

′−39
′′− 40

′′′ നിവ്വ ൎിദ്ധാംഗനേരന്ദ്രരുൿ

3.
ച 4

∠4ത്ര3
=

2220
′−39

′′−40
′′′ × ച

4ത്ര
· · · 872

′−3
′′−5

′′′ മീനാംേഗാനരസിംഹഃ

4.
ച 5

∠5ത്ര4
=

872
′−3

′′−5
′′′ × ച

5ത്ര
· · · 273

′ − 57
′′ − 47

′ സവ്വൎാത്ഥൎ ശീലസ്ഥിരഃ

5.
ച 6

∠6ത്ര5
=

273
′−57

′′−47
′′′×ച

6ത്ര
· · · 71

′−43
′−24

′′′ ഭദ്രാംഗഭവ്യാസനഃ

6.
ച 7

∠7ത്ര6
=

71−43
′′−24

′′′×ച
7ത്ര

· · · 16
′ − 5

′′ − 41
′′′ കവീശനിചയഃ

7.
ച 8

∠8ത്ര7
=

16
′ − 5

′′ − 41
′′′ × ച

8ത്ര
· · · 3′ − 9

′′ − 37
′′′ സുഗന്ധിനഗനുൽ

8.
ച 9

∠9ത്ര8
=

3
′ − 9

′′ − 37
′′′ × ച

9ത്ര
· · · 0′ − 33

′′ − 6
′′′ തുന്നബലഃ

9.
ച 10

∠10ത്ര9
=

0− 33
′′ − 6

′′′

10ത്ര
· · · 0′ − 5

′′ − 12
′′′ സ്രീപിശുനഃ

10.
ച 11

∠11ത്ര10
=

0
′ − 5

′′ − 12
′′′ × ച

11ത്ര
· · · 0′ − 0

′′ − 44
′′′ വിദ്വാൻ

11.
ച 12

∠12ത്ര11
=

0
′−0

′′−44
′′′×ച

12ത്ര
· · · · · · 0′−0

′′−6
′′′ േസ്തന

(ചില സ്ഥലങ്ങളിൽ ശരിയായ ഫലം കിട്ടുവാൻ പ്രതല്പരവെരെവച്ചു ക്രിയ െചയ്യണം.)
“നിഹത്യചാപവേഗ്ഗൎണ . . . ” എന്ന ന്യായംെകാണ്ടും ഈ വാക്യങ്ങളിൽ നിന്നും ഇഷ്ട�

ജ്യാശരങ്ങെള ഉണ്ടാക്കാ ം . ഇവയ്ക്കുദാഹരണങ്ങൾ.
“നിഹത്യചാപവേഗ്ഗൎണ . . . ” എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു ജ്യാശരങ്ങെള ഉണ്ടാക്കും പ്രകാ�

രം:–

ഇഷ്ടചാപത്തിെന്റ ജ്യാവു് = ച − ച 3

∠3ത്ര2
+

ച 5

∠5ത്ര4
− ച 7

∠7ത്ര6
· · ·

ച = 1200
′ − 0

′′ − 0
′′′

ച 3

∠3×ത്ര2
=

1200× 1200× 1200

6×ത്ര2

= 24
′ − 22

′′ − 10
′′

ച 5

∠5×ത്ര4
=

24
′ − 22

′′ − 10
′′ × 1200× 1200

20ത്ര2

= 0
′ − 8

′′ − 54
′′′
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ച 7

∠7×ത്ര6
=

0
′ − 8

′′ − 54
′′′ × 1200× 1200

42ത്ര2

= 0
′ − 0

′′ − 2
′′

∴ ഇഷ്ടജ്യാവ് = (1200
′ − 0

′′ − 0
′′′)− (24

′ − 22
′′ − 10

′′′)

+ (0′ − 8
′′ − 54

′′′)− (0′ − 0
′′ − 2

′)

= 1175
′ − 46

′′ − 42
′′′

ശരം =
ച 2

∠2ത്ര
− ച 4

∠4ത്ര3
+

ച 6

∠6ത്ര5
· · ·

ച 2

∠2ത്ര
=

1200× 1200

2×ത്ര · · ·

= 209
′ − 26

′′ − 21
′′′

ച 4

∠4ത്ര3
=

209
′ − 26

′′ − 21
′′′ × 1200× 1200

4× 3ത്ര2

= 2− 7
′′ − 36

′′′

ച 6

∠6ത്ര5
=

2
′ − 7

′′ − 36
′′′ × 1200× 1200

6× 5ത്ര2
· · ·

= 0
′ − 0

′′ − 31
′′′

∴ ഇഷ്ടജ്യാശരം = (209
′ − 26

′′ − 21
′′′)− (2′ − 7

′′ − 36
′′′)

+ (0′ − 0
′′ − 31

′′′)

= 207
′ − 19

′′ − 16
′′′

∴ ഇഷ്ടജ്യാേകാടി = ത്രിജ്യാ−ശരം
= (3437

′ − 44
′′ − 48

′′′)− (207
′ − 19

′′ − 16
′′′)

= 3230
′ − 25

′′ − 32
′′′

പിെന്ന വാക്യങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഇഷ്ടജ്യാശരങ്ങെള ഉണ്ടാക്കു ം പ്രകാര ം :-

0
′ − 0

′′ − 44
′′′ × 1200

2

5400
2
· · · = 0

′ − 0
′′ − 2

′′′

{(0′ − 33
′′ − 6

′′′)− (0′ − 0
′′ − 2

′′′)} × 1200
2

5400
2
· · · = 0

′ − 1
′′ − 38

′′′

{(16
′ − 5

′′ − 41
′′′)− (0′ − 1

′′ − 38
′′′)} × 1200

2

5400
2
· · · = 0

′ − 47
′′ − 36

′′′

{(273
′ − 57

′′ − 47
′′′)−(0′ − 47

′′ − 36
′′′)} × 1200

2

5400
2
· · ·=13

′ − 29
′′ − 23

′′′

{(2220
′−39

′′−40
′′′)− (18

′−29
′′−23

′′′)}× 1200
2

5400
2
· · · = 24

′ − 13
′′ − 17

′′′

∴ ഇഷ്ടജ്യാവ്=(1200
′ − 0

′′ − 0
′′′)−(24

′ − 13
′′ − 17

′′′) = 1175− 46− 48

0
′ − 0

′′ − 6
′′′ × 1200

2

5400
2
· · · = 0

′ − 0
′′ − 0

′′′
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0
′ − 5

′′ − 12
′′′ × 1200

2

5400
2
· · · = 0

′ − 0
′′ − 15

′′′

{(3′ − 9
′′ − 37

′′′)− (0′ − 0
′′ − 15

′′′)} × 1200
2

5400
2
· · · = 0

′ − 9
′′ − 22

′′′

{(71
′ − 43

′′ − 24
′′′)− (0′ − 9

′′ − 22
′′′)} × 1200

2

5400
2
· · · = 3

′ − 32
′′ − 3

′′′

{(872
′ − 3

′′ − 5
′′′)− (3′ − 32

′′ − 3
′′′)} × 1200

2

5400
2
· · · = 42

′ − 53
′′ − 23

′′′

{(4241
′−9

′′−0
′′′)−(42

′−53
′′−23

′′′)}× 1200
2

5400
2
· · ·=207

′ − 19
′′ − 17

′′′

ഇഷ്ടചാപശരം = 207
′ − 19

′′ − 17
′′′

ഇഷ്ടജ്യാേകാടി = 3230
′ − 25

′′ − 31
′′′

ഇങ്ങെന 225
′, 450

′, 675
′, . . . എന്നു തുടങ്ങിയുള്ള 24 ചാപങ്ങേളയും െവച്ചു “നിഹ�

ത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ . . . ” എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു ക്രിയ െചയ്താൽ 24 മഹാജ്യാക്കെളയും ഏറ്റ�
വും സൂക്ഷ്മമായിട്ടു വരുത്താ ം .

മാധേവാദിതങ്ങളായിരിക്കുന്ന തല്പരാദി മഹാജ്യാക്കെള താെഴ േചക്കുൎന്നു:–

“േശ്രഷ്ഠന്നാമവരിഷ്ഠാനാം ഹിമാദ്രിേവ്വ ൎദഭാവനഃ |
തപേനാ ഭാനു സൂക്തേജ്ഞാ മദ്ധ്യമ ം വിദ്ധിേദാഹനം ||
ധിഗാേജ്യാനാശനം കഷ്ടം ഛന്നേഭാഗാശയാംബികാ |
മൃഗാഹാേരാ നേരേശായം വീേരാരണജേയാത്സുകഃ ||
മൂലം വിശുദ്ധം നാളധ്യഗാേനഷു വിരളാനരാഃ |
അശുദ്ധിഗുപ്താേചാരശ്രീശ്ശംകുകേണ്ണൎാനേഗശ്വരഃ ||
തനൂേജാ ഗഭേജാ മിത്രം ശ്രീമാനത്രസുഖി സേഖ |
ശശിരാമത്രൗ ഹിമാഹാേരാ േവഗജ്ഞഃ പഥിസിന്ധുരഃ ||
ഛായാലേയാഗേജാ നീേലാ നിമ്മൎേലാ നാസ്തി സൽകുേല |
രാത്രൗ ദപ്പൎണമഭ്രാംഗം നാഗസ്തുംഗനേഖാബലി ||
ധീേരാ യുവാ കഥാേലാലഃ പൂേജ്യാ നാരീജൈനഭ ൎഗഃ |
കന്യാഗാേരാ നാഗവല്ലീ േദേവാ വിശ്വസ്ഥലീ ഭൃഗുഃ ||
തല്പരാദികലാന്താസ്താ മഹാജ്യാ മാധേവാദിതാഃ” |

ത്രിജ്യാ = േശ്രേഷ്ഠാ േദേവാ വിശ്വസ്ഥലീ ഭൃഗുഃ −3437
′ − 44

′′ − 48
′′′ − 22.

ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം = ഭഗ്നാനാ ം പ്രാണകലാനാ ം നേവന ശത്രൂൻ നാഡ്യാദൗപാദപീഡ്യാ
−11818102− 50− 40− 3− 15− 20− 4.

നിഹത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു െചറിയ ജ്യാക്കെള ചാപിക്കുംപ്രകാരം:-

ഇഷ്ടജ്യാവു് = ഇഷ്ടചാപം − ഇഷ്ടചാപഘനം
6×ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

.

ചാപം െചറുതാകയാൽ
ചാപഘനം

6×ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം
എന്നതിെന

ജ്യാഘനം
6×ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

എന്നതിേനാടു
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തുല്യെമന്നു കല്പിക്കാ ം .
∴ ഇഷ്ടചാപ ം = ജ്യാവു് +

ജ്യാഘനം
6×ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎം

.

പ്രായികപരിധിെയ സൂക്ഷ്മമാക്കു ം പ്രകാരം
അനന്തരം ഈ ന്യായത്തിന്നു തക്കവണ്ണം ഇഷ്ടവ്യാസത്തിന്നു പ്രായികമായിട്ടു് ഒരു
പരിധിെയ ഉണ്ടാക്കിയിരിക്കുന്നതിെന സൂക്ഷ്മമാക്കു ം പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ. അവി�
െട നേട ഇഷ്ടമായി ഒരു വ്യാസെത്ത കല്പിച്ചു് അതിനു പ്രായികമായിട്ടു് ഒരു പരിധി�
െയ ഉണ്ടാക്കൂ, ഏഴിന്നു് ഇരുപത്തിരണ്ടു് എന്നു തുടങ്ങിയുള്ള പ്രായികവ്യാസപരിധി�
കെളെക്കാണ്ടു ൈത്രരാശികത്തിന്നു തക്കവണ്ണം. പിെന്ന ഇഷ്ടവ്യാസെത്ത വ്യാസാൎ�
ദ്ധെമന്നു കല്പിച്ചു് ഇെച്ചാല്ലിയ പ്രായികപരിധീെട നാെലാന്നു് അവിെട മിക്കവാറും
എെട്ടാന്നായിട്ടിരിക്കും. ഇതിന്നു് ഇെച്ചാല്ലിയ ന്യായത്തിന്നു തക്കവണ്ണം ജ്യാവിെന
ഉണ്ടാക്കൂ. അേപ്പാളതു് ഇഷ്ടവ്യാസം വ്യാസാദ്ധൎമായിട്ടിരിക്കുന്ന വൃത്തത്തിങ്കൽ യാ�
െതാന്നു18 സൂക്ഷ്മമായിട്ടിരിക്കുന്ന പരിധീെട അഷ്ടാംശമാകുന്നതു് അതിെന്റ ജ്യാവി�
േനാടു മിക്കതുെമാത്തിരിക്കും ഈ ഉണ്ടാക്കിയ ജ്യാവു്.
വ്യാഖ്യാനം 18: ‘യാെതാന്നു്’ എന്നതിന്നു യാെതാരു പാപെമന്നദ്ധൎം.

ഇവിെട നിഹത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ എന്ന ന്യായത്തിന്നു തക്കവണ്ണം ജ്യാവിെന വരുത്തു�
േന്നടത്തു നേടെത്ത ഹാരകമാകുന്ന ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎത്തിെന്റ സ്ഥാനത്തു് ഇഷ്ടവ്യാസവൎ�
ഗ്ഗെത്ത െകാള്ളൂ, ദ്വിഗുണവ്യാസവൃത്തത്തിങ്കെല വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎമാകയാൽ. ഇേത്ര
ഇഷ്ടവ്യാസത്തിങ്കൽ ഈ ജ്യാവുണ്ടാകുേന്നടത്തു വിേശഷമുള്ളൂ. പിെന്ന ഈ ജ്യാവി�
െന്റ വഗ്ഗൎെത്ത വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കന്നു കളയൂ. േശഷംേകാടിവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന
സൂക്ഷ്മമായിട്ടിരിക്കുന്ന പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശത്തിെന്റ ജ്യാവഗ്ഗൎം വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിൽ പാതി
ആയിട്ടിരിക്കും. േകാടിവഗ്ഗൎവും അത്രതെന്ന ആയിട്ടിരിക്കും. അഷ്ടാംശം പരിധിപാദ�
ത്തിൽ അദ്ധൎമാകയാൽ ഭുജാേകാടികൾ സമങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന പ്രായികമാ�
യി ഉണ്ടാക്കിയ പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശത്തിെന്റയും സൂക്ഷ്മമായിരിക്കുന്ന പരിദ്ധ്യഷ്ടാംശത്തി�
െന്റയും അന്തരത്തിെന്റ ജ്യാവിെന േമലിൽ െചാല്ലുവാനിരിക്കുന്ന ‘ജീേവ പരസ്പരം’
എന്ന ന്യായത്തിന്നു തക്കവണ്ണ ം ഉണ്ടാക്കാ ം . അതിനു പ്രായികഭുജാേകാടികളുെട
വഗ്ഗൎങ്ങെള സൂക്ഷ്മേകാടിഭുജാവഗ്ഗൎങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു വ്യാസവഗ്ഗൎം െകാണ്ടു ഹരി�
പ്പൂ. ഫലങ്ങൾ പ്രായികഭുജാേകാടി വഗ്ഗൎങ്ങളുെട അദ്ധൎങ്ങളായിട്ടിരിക്കു ം ; ഗുണകാര�
ങ്ങൾ പാതിയും ഇരട്ടിയും ആയിട്ടിരിക്കയാൽ. പിെന്ന ഇവറ്റിെന്റ മൂലങ്ങൾ തങ്ങ�
ളിൽ അന്തരിപ്പൂ. േശഷം സൂക്ഷ്മപ്രായിക പരിധികളുെട അഷ്ടാംശങ്ങളുെട അന്തര�
ത്തിെന്റ ജ്യാവു് ഇതിെന ചാപിപ്പൂ. അതിന്നു് ഇതിെന്റ ഘനത്തിങ്കന്നു വ്യാസവഗ്ഗൎ�
െത്ത ആറിൽ ഗുണിച്ചു് അതിെനെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലെത്ത ഈ അന്തരജ്യാവിൽ
കൂട്ടൂ. ഇതു് അന്തരചാപമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഇതിെന പ്രായികാഷ്ടാംശചാപത്തിൽ കൂ�
ട്ടൂ, പ്രായികജ്യാവഗ്ഗൎം വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎാദ്ധൎേത്തക്കാൾ െചറുതു് എന്നിരിക്കിൽ; വലുതു്
എന്നിരിക്കിൽ കളവൂ. അേപ്പാ  ൾ സൂക്ഷ്മാ ം ശമായിട്ടു വരുമതു പരിധീെട, ദ്വിഗുണവ്യാ�
സത്തിങ്കൽ. ഇഷ്ടവ്യാസത്തിങ്കൽ പരിധീെട ചതുരംശം ആയിട്ടിരിക്കും. അതിെന
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നാലിൽ ഗുണിച്ചാൽ സൂക്ഷ്മമായിട്ടിരിക്കുന്ന പരിധി. ഇങ്ങെന പ്രായികപരിധിെയ

സൂക്ഷ്മമാക്കും പ്രകാരം.

വ്യാഖ്യാനം: ഇവിെട “നിഹത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ . . . ” എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു സ്ഥൂലമായിട്ടു�

വരുത്തിയ പരിധിെയ സൂക്ഷ്മമാക്കും പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നു.

“ന്യാേയനാേനന പരിധിമിഷ്ടവ്യാസസ്യ കല്പേയൽ |

ഇഷ്ടവ്യാേസഷ്ടപരിധിതുയ്യൎം ചാപം പ്രകല്പേയൽ ||

നിഹത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ ചാപം തത്തൽ ഫലാനി ച |

ഹേരൽ സമൂലയുഗ്വൈഗ്ഗൎവ്വ ൎ്യാസവഗ്ഗൎഹൈതഃ ക്രമാൽ ||

ചാപം ഫലാനി ചാേധാേധാ ന്യേസ്യാപയ്യുപരി ത്യേജൽ |

ശിഷ്ടം ഗുണസ്യ വേഗ്ഗൎാ േയാ വ്യാസവഗ്ഗൎാന്തരം ച യൽ ||

തേയാേയ്യ ദളമൂേല തൽേഭദം സ്വഘനഷഷ്ഠതഃ |

വ്യാസവഗ്ഗൎാപ്തസംയുക്തം ചതുഘ്നൎം പരിേധസ്ത്യേജൽ ||

ആദ്യമൂേലധിേക, േയാജ്യമുേന സ്യാൽപരിധിസ്ഫുടഃ |” (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഒന്നിനു മൂന്നു്, ഏഴിന്നു് ഇരുപത്തിരണ്ടു് എന്നു തുടങ്ങിയ ഏെതങ്കിലുെമാന്നുെകാണ്ടു്
ഒരിഷ്ടവ്യാസത്തിന്നു പരിധിെയ വരുത്തു ആ പരിധിയുെട നാെലാന്നിെന ഇഷ്ടചാപെമന്നു
കല്പിക്കൂ. ഈ ചാപത്തിന്നു “നിഹത്യചാപവേഗ്ഗൎണ . . . ” എന്ന ന്യാേയന ജ്യാവിെന ഉണ്ടാ�
ക്കു. ജ്യാനയനത്തിങ്കൽ ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎത്തിന്നു പകരം ഇഷ്ടവ്യാസവഗ്ഗൎെത്ത ഉപേയാഗിക്കണ�
െമന്നിവിെട വിേശഷമാകുന്നതു. ഇഷ്ടവ്യാസവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു് ഈ ജ്യാവഗ്ഗൎെത്ത വാങ്ങൂ. ഈ
േശഷേത്തയും ജ്യാവഗ്ഗൎെത്തയും െവേവ്വെറ അദ്ധൎിച്ചു മൂലിപ്പൂ. ഈ രാശികളുെട അന്തരെത്ത
രേണ്ടടത്തുവച്ചു് ഒന്നിെന്റ ഘനെത്ത ആറിലും വ്യാസവഗ്ഗൎത്തിലും ഹരിപ്പൂ ഈ ഫലെത്ത േവ�
െറ െവച്ചിരിക്കുന്ന രാശ്യന്തരത്തിൽ കൂട്ടൂ. ഇതിെന നാലിൽ ഗുണിച്ചു സ്ഥൂലപരിധിയിൽ സം�
സ്കരിച്ചാൽ സൂക്ഷ്മമായിരിക്കുന്ന പരിധി വരും. ഇവിെട ജ്യാവഗ്ഗൎാദ്ധ ൎം ജ്യാവ്യാ സവഗ്ഗൎാന്തരാൎ�
ദ്ധേത്തക്കാേളറുെമങ്കിൽ, സംസ്കാരം ഋണ ം ; അെല്ലങ്കിൽ ധന ം .

ഈ ക്രിയയുെട യുക്തി:-

പരിേലഖം 38-ൽ ഇഷ്ടവ്യാസം (വ്യ ) വ്യാസാദ്ധൎമായ വൃത്തത്തിൽ േകന്ദ്രം മ , കിക1

സ്ഥൂലപരിധിയിൽ നാെലാന്നായ ചാപം. ഇഷ്ടവ്യാസ ം വ്യാസാദ്ധൎമായിട്ടിരിക്കുന്ന വൃത്ത�
ത്തിൽ കിക1 പരിധിയുെട എെട്ടാന്നിേനാടു മിക്കതും തുല്യമായിട്ടിരിക്കു ം . കിക2 സൂക്ഷ്മപ�
രിധിയുെട എെട്ടാന്നു്.

അന്തരചാപ ം = ക1ക2.
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പരിേലഖം (38)

കിക1 എന്ന ചാപത്തിന്നു “നിഹത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ . . . ” എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു ജ്യാ�
വിെന ഉണ്ടാക്കൂ. ഈ വലിയ വൃത്തത്തിെല വ്യാസാദ്ധൎം ഇഷ്ടവ്യാസമാകയാൽ ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎ�
ത്തിന്നു പകര ം ഇഷ്ടവ്യാസവഗ്ഗൎെത്ത ഹാരകമായി കല്പിേക്കണം. കിക1 എന്ന ചാപെത്ത
ച 1 എന്നു കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ

ച 1 എന്ന ചാപത്തിെന്റ ജ്യാവു് (ബ ) = ച 1 −
ച 1

3

6വ്യ2
+

ച 1

6

120വ്യ4
− · · ·

ച 1 എന്ന ചാപത്തിെന്റ േകാടിവഗ്ഗൎം = വ്യ2 −ബ2(= േകാ2).
വൃത്തത്തിെന്റ എെട്ടാന്നിെന്റ ഭുജാേകാടികൾ സമങ്ങളാകുന്നു. എെന്തന്നാൽ സൂക്ഷ്മപരിധി�
യുെട എെട്ടാന്നു പദാദ്ധൎമാണേല്ലാ. അേപ്പാൾ ഭുജാചാപവും േകാടിചാപവും തുല്യങ്ങളാക�
യാൽ, ജ്യാക്കളും തുല്യങ്ങൾ. സൂക്ഷ്മപരിദ്ധ്യഷ്ടാംശത്തിെന്റ ഭുജാേകാടികളും സ്ഥൂലപരിദ്ധ്യ�
ഷ്ടാംശത്തിെന്റ ഭുജാേകാടികളും തമ്മിൽ കുറച്ചന്തരമുണ്ടാകും. ഈ അന്തരെത്തയാണിവിെട
കാേണണ്ടതു്.

സൂക്ഷ്മപരിദ്ധ്യഷ്ടാംശത്തിെന്റ ചാപ ം = ച 2

സൂക്ഷ്മപരിദ്ധ്യഷ്ടാംശ  ഭുജ = അതിെന്റ േകാടി = ഭ

ച 2 ∝ ച 1 എന്ന ചാപത്തിെന്റ ഭുജാ =
ബ × ഭ ∝ േകാ × ഭ

വ്യ
(ജീേവ പരസ്പരം ന്യാേയന)

ഭുജ്യാേകാടി കണ്ണൎന്ന്യാേയന,ഭുജാേകാടിവഗ്ഗൎേയാഗം= കണ്ണൎവഗ്ഗൎം
∴ ഭ2 + ഭ2 = വ്യ2

ഭ2 =
വ്യ2

2

ബ2 × ഭ2

വ്യ2
=
ബ2 × വ്യ2/2

വ്യ2
=
ബ2

2

അതുേപാെലതെന്ന
േകാ2 × ഭ2

വ്യ2
=
േകാ2

2

അേപ്പാൾ ചാപാന്തരഭുജാ =
√
ബ2

√
2

∝
√
േകാ2

√
2
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ഇതിെന ചാപിച്ചാൽ ചാപാന്തര ം ച =

(√
ബ2

√
2

∝
√
േകാ2

√
2

)

+

(√
ബ2

√
2

∝
√
േകാ2

√
2

)
3

6വ്യ2

(ഈ ചാപീകരണപ്രകാരത്തിെന്റ യുക്തി മുമ്പിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടേല്ലാ.)

∴ സൂക്ഷ്മപരിധിയുെട എെട്ടാന്നു് = ച 1 ± ച .

േകാ2-േനക്കാൾ ബ2 ഏറുെമങ്കിൽ ച 1 എന്നതു ച 2 എന്നതിേനക്കാേളറു ം .

അേപ്പാ  ൾ സൂക്ഷ്മപരിധിയുെട എെട്ടാന്നു് = ച 1 − ച

ബ2 കുറയുെമങ്കിൽ ച 1-േനക്കാൾ ച 2 ഏറു ം .

അേപ്പാ  ൾ സൂക്ഷ്മപരിധിയുെട എെട്ടാന്നു് = ച 1 + ച
അേപ്പാൾ വലിയ വൃത്തത്തിെന്റ സൂക്ഷ്മപരിധി = 8(ച 1 ± ച )

∴ െചറിയ വൃത്തത്തിെന്റ സൂക്ഷ്മപരിധി = 4(ച 1 ± ച )

= 4ച 1 ± 4ച
=സ്ഥൂലപരിധി±4×ചാപാന്തര ം .

ഉദാഹരണ ം :-
ഇഷ്ടവ്യാസ ം = 1400

സ്ഥൂലപരിധി = 1400× 22

7

= 4400

ഇതിെന്റ നാെലാന്നു് = 1100

ധന ം ഋണ ം 
ചാപം · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·= 1100− 0− 0

ആദ്യഫല ം =
1100

3

6×1400
2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · = 113− 10− 49

ദ്വിതീയഫല ം =
113−10−49×1100

2

20× 1400

· · · = 3−29−37

തൃതീയഫല ം =
3− 29− 37× 1100

2

42× 1400
2

· · · ·· · · · · · · · · · · · = 0− 3− 5

ചതുത്ഥൎ ഫല ം =
0− 3− 5× 1100

2

72× 1400
2

· · ·

=
0− 0− 2

1103− 29− 39 113− 13− 54

1100 എന്ന ചാപത്തിെന്റ ഭുജാ = 990− 15− 45

ഭുജാവഗ്ഗ ൎം = 980619− 49− 8− 3− 45

േകാടിവഗ്ഗ ൎം = 1960000− ഭുജാവഗ്ഗ ൎം 
= 979380− 10− 51− 56− 15
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ഭുജാവഗ്ഗൎാദ്ധൎമൂല ം =
√

490309− 54− 34 = 700− 13− 17

േകാടിവഗ്ഗൎാദ്ധൎമൂല ം =
√

489690− 5− 26 = 599− 48− 44

ഇവയുെട അന്തര ം = 0− 26− 33

ഇതിെന്റ ചാപ ം = 0− 26− 33 തെന്ന

ഭുജാവഗ്ഗ ൎം > േകാടിവഗ്ഗ ൎം ; അതുെകാണ്ടു സംസ്കാരം ഋണ ം .

അേപ്പാൾ സൂക്ഷ്മപരിധി = 4400− (0− 26− 33)× 4

= 4398− 13− 48

(3. 14159265× 1400 = 4398− 13− 47)

ജ്യാവഗ്ഗൎാനയന ം 
അനന്തര ം നിഹത്യചാപവേഗ്ഗൎണ എന്ന ന്യായത്തിങ്കന്നു കുറെഞ്ഞാരു വിേശഷം�
െകാണ്ടു് ജ്യാവഗ്ഗൎമുണ്ടാകു ം എന്നതിെന െചാല്ലുന്നൂ. ഇവിെട ചാപവഗ്ഗൎെത്ത ചാപവൎ�
ഗ്ഗ ം െകാണ്ടുതെന്ന ഗുണിക്കുന്നൂ. ചാപവഗ്ഗൎേത്തയും ഫലങ്ങേളയും കീെഴ കീെഴ െവ�
ക്കുന്നൂതും. പിെന്ന രണ്ടു തുടങ്ങി മൂന്നു്, നാലു്, അഞ്ചു്, എന്നിങ്ങെനയുള്ള നിരന്തരസം�
ഖ്യകളുെട വഗ്ഗൎങ്ങളിൽനിന്നു തെന്റ തെന്റ മൂലാദ്ധൎെത്ത കളഞ്ഞ േശഷെത്തെക്കാ�
ണ്ടു് വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്ത ഗുണിച്ചു് അവെറ്റെക്കാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഇേത്ര വിേശഷമുള്ളൂ. ഒടു�
ക്കേത്തതു േശഷിക്കുന്നതു ജ്യാവഗ്ഗൎം. പിെന്ന ഈ ന്യായംെകാണ്ടു ശരവഗ്ഗൎേത്തയും
ഉണ്ടാക്കാം. ഇവിെട “വിദ്വാംസ്തുന്ന ബലഃ” എന്നതിെന്റ സ്ഥാനത്തു “ശൗരിജ്ജൎ യ�
തി” എന്നു തുടങ്ങിയുള്ളവ.

വ്യാഖ്യാനം: ക്രമജ്യാവിെന്റ വഗ്ഗൎങ്ങെള വരുത്തുംപ്രകാരം:-

“നിഹത്യ ചാപവേഗ്ഗൎണ ചാപവഗ്ഗൎം ഫലാനി ച |
നിരന്തരദ്വ്യാദിവഗ്ഗൎാന്മൂലാേദ്ധൎാനഹൈതഹൎാേരൽ ||
ത്രിജ്യാവൈഗ്ഗൎദ്ധനുവ്വൎഗ്ഗൎമേധാധസ്തൽഫലാനി ച |
ന്യേസ്യാപര്യുപരി ത്യാജമിഷ്ടജീവാകൃതിഭേവൽ” (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഇവിെട ഗുണകാരം എല്ലായിടത്തും ചാപവഗ്ഗൎം. രണ്ടു്, മൂന്നു്, നാലു്, അഞ്ചു് മുതലായ
നിരന്തര സംഖ്യകളുെട വഗ്ഗൎങ്ങളിൽനിന്നു തെന്റ തെന്റ മൂലാദ്ധൎങ്ങെള വാങ്ങിയേശഷങ്ങെള�
െക്കാണ്ടു ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎെത്ത ഗുണിച്ചവ േമേല േമേലയുള്ള ഹാരകങ്ങൾ. ചാപവഗ്ഗൎെത്ത വല്ലി�
യുെട േമെല വക്കൂ. ഇതിെന ഇതുെകാണ്ടു തെന്ന ഗുണിച്ചു (22 − 2

2
) എന്ന മൂന്നുെകാണ്ടു ഗു�

ണിച്ച ത്രിജ്യാവഗ്ഗൎെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലെത്ത ചാപവഗ്ഗൎത്തിെന്റ കീെഴ െവക്കൂ.
ഇങ്ങെന േമേല േമേലയുള്ള ഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കി കീെഴ കീെഴ െവക്കൂ. ഒടുക്കെത്ത ഫല�
െത്ത അതിെന്റ േമേലതിങ്കന്നു കളയൂ. ആ േശഷെത്ത അതിന്നു േമേലതിങ്കന്നു കളയൂ ഇങ്ങ�
െന ഒടുക്കെത്ത ഫലേശഷെത്ത ചാപവഗ്ഗൎത്തിൽനിന്നു കളയൂ. എന്നാലിഷ്ടജ്യാവഗ്ഗൎം വരും.

ഇഷ്ടചാപ ം = ച
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എന്നാൽ ജ്യാവഗ്ഗൎം = ച 2 − ച 2 × ച 2

(22 − 2

2
)ത്ര2

+
ച 4

3ത്ര2
× ച 2

(32 − 3

2
)ത്ര2

− ച 6

3× 7
1

2
ത്ര4
× ച 2

(42 − 4

2
)ത്ര2

+ · · ·

ഇതിെന്റ യുക്തി:–

ഇഷ്ടജ്യാവ് = ച − ച 3

∠3ത്ര2
+

ച 5

∠5ത്ര4
− ച 7

∠7ത്ര6
+ · · ·

ഇഷ്ടജ്യാവഗ്ഗ ൎം =
(
ച − ച 3

∠3ത്ര2
+

ച 5

∠5ത്ര4
− ച 7

∠7ത്ര6
+ · · ·

)
2

= ച 2 − 2ച
(

ച 3

∠3ത്ര2
− ച 5

∠5ത്ര4
+

ച 7

∠7ത്ര6
− · · ·

)
+

ച 6

36ത്ര4

− 2ച 3

∠3ത്ര2

(
ച 5

∠5ത്ര4
− ച 7

∠7ത്ര6
+ · · ·

)
+

ച 10

(∠5)2 ×ത്ര8

− 2ച 5

∠5ത്ര4
× ച 7

∠7×ത്ര6
+

ച 14

(∠7)2 ×ത്ര12
· · ·

= ച 2 − 2ച 4

∠3ത്ര2
+
ച 6

ത്ര4

(
2

∠5

+
1

36

)
− ച 3

ത്ര6

(
2

∠7

+
2

∠3×∠5

)
+
ച 10

ത്ര8

(
2

∠9

+
2

∠3×∠7

+
1

(∠5)2

)
· · ·

= ച 2 − ച 4

3ത്ര2
+

ച 6

3ത്ര4

(
1

20

+
1

12

)
− 2ച 8

∠6ത്ര6

(
1

7

+ 1

)
+

12ച 10

∠6ത്ര8

(
1

7× 8× 9

+
1

2× 3× 7

+
1

40

)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

= ച 2 − ച 4

3ത്ര2
+

ച 6

3ത്ര4
× 2

15

− ച 8

315ത്ര6
+

2ച 10

315× 45×ത്ര8

− · · ·

= ച 2 − ച 4(
2

2 − 2

2

)
ത്ര2

+
ച 4

3ത്ര2
× ച 2(

3
2 − 3

2

)
ത്ര2
− ച 6

3× 15

2
ത്ര4

× ച 2(
4

2 − 4

2

)
ത്ര2
· · ·
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ഉദാഹരണ ം :-

ചാപം = 1800 ഇലി.
ധനം ഋണം

ച 2 = 1800× 1800 = 3240000

1800
2 × 1800

2

3ത്ര2
= 296088

296088× 1800
2

(32 − 3

2
)ത്ര2

= 10823

10823× 1800
2

(42 − 4

2
)×ത്ര2

= 212

212× 1800
2

(52 − 5

2
)ത്ര2

= 3

അേപ്പാൾ ജ്യാവഗ്ഗൎം = 3250828 − 298300

= 2954526

∴ ഇഷ്ടജ്യാവു് =
√

2954526 = 1718
′ − 52

′′ − 25
′′′

(1800 ഇലിയുെട ജ്യാവു് = എട്ടാ ം ജ്യാവു് = “വീേരാ രണജേയാത്സുകഃ”
= 1718

′ − 52
′′ − 24

′′′

ജ്യാനയനത്തിങ്കൽ “വിദ്വാ ം സ്തുന്ന ബലഃ . . . ” എന്നേപാെല ജ്യാവഗ്ഗൎാനയനത്തിങ്കലും
ഉപകരിക്കാവുന്ന വാക്യങ്ങെള വരുത്താ ം . ത്രിരാശി ചാപവഗ്ഗൎെത്തവച്ചു മുമ്പിെല ക്രിയെച�
യ്താൽ ഈ വാക്യങ്ങൾ വരു ം .

ക്രിയ ധനം ഋണം വാക്യങ്ങൾ

ആദ്യഫലം ത്രിരാശിചാപവഗ്ഗൎം 29160000 നാനാജ്ഞാന
തേപാധരഃ

രണ്ടാംഫലം
29160000

2(
2

2 − 2

2

)
ത്ര2

23983138 ദിഗാപാംഗ
ജളാംഗസ്ത്രീ

മൂന്നാംഫലം
23983138× 29160000

(32 − 3

2
)ത്ര2

7890186 ചണ്ഡാപന്നാ
ധിദിത്സനാ

നാലാംഫലം
7890186× 29160000

(42 − 4

2
)×ത്ര2

1390581 യജമാനാന്ധ
േലാേകന

അഞ്ചാംഫലം
1390581× 29160000

(52 − 5

2
)×ത്ര2

152494 വിദ്ധവരാശയഃ

ആറാംഫലം
152494× 29160000

(62 − 6

2
)×ത്ര2

11402 രത്നൗഘപുഷ്ടഃ

ഏഴാംഫലം
11402× 29180000

(72 − 7

2
)×ത്ര2

818 ജതതി
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എട്ടാംഫലം
618× 29160000

(82 − 8

2
)×ത്ര2

25 ശൗരിഃ

“ശൗരിജ്ജൎ യതി രത്നൗഘപുേഷ്ടാ വിദ്ധവരാശയഃ |
യജമാനാന്ധേലാേകന ചണ്ഡാപന്നഃധിദിത്സനാ ||
ദിഗാപാ ം ഗജളാ ം ഗസ്ത്രീ നാനാജ്ഞാനതേപാധരഃ |
ഏേതഷ്വഷ്ടാസ്വേധാധസ്ത്യാദിഷ്ടചാപകൃതിഘ്നതഃ ||
അന്ത്യചാപസ്യ കൃത്യാപ്തമുപര്യുപരി േശാധേയൽ |
അേന്തലബ്ധസ്യയന്മൂല ം തദഭീഷ്ടഗുേണാ ഭേവൽഃ” || (തന്ത്രസ ം ഗ്രഹ ം )

ഇവിെട ഒടുക്കെത്ത ഫലെത്ത ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിരാശിചാപവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു
ഹരിച്ചു കിട്ടിയതിെന േമേല വാക്യത്തിൽനിന്നു കളയൂ. ഇങ്ങെന കളഞ്ഞു കളഞ്ഞു ഒടു�
ക്കേത്തതിലുണ്ടാകുന്ന ഫലം ഇഷ്ടജ്യാവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും. ഇതിെന്റ മൂല ം ഇഷ്ടജ്യാവായിട്ടു
ഭവിക്കു ം .

ഉദാഹരണ ം :-

ചാപം = 1800 ഇലി. ചാപവഗ്ഗൎം= 3240000

(1) 25
′ × 3240000

29160000

= 2
′ − 48

′′ − 40
′′′

(2) (618
′ − 2

′ − 46
′′ − 40

′′′)× 3240000

29160000

= 68
′ − 21

′′ − 29
′′′

(3) (11402
′ − 88

′ − 21
′′ − 29

′′′)× 3240000

29160000

= 1259
′ − 17

′′ − 37
′′′

(4) (152494
′ − 1259

′ − 17
′′ − 37

′′)× 3240000

29160000

= 16803
′ − 51

′′ − 23
′′′

(5) (1390581
′−16803

′−51
′′−23

′′′)× 3240000

29160000

= 152841
′−54

′′−17
′′′

(6) (7890136
′−152641

′−54
′′−17

′′′)× 3240000

29160000

= 859721
′−33

′′−58
′′′

(7) (23983138
′−859721

′−33
′′−58

′′′)× 3240000

29160000

= 2569258
′−29

′′−34
′′′

(8)(29160000
′−2589268

′−29
′′−34

′′′)× 3240000

29160000

= 2954525
′−43

′′−23
′′′

അേപ്പാൾ ഇഷ്ടജ്യാവഗ്ഗൎം = 2954525
′ − 43

′′ − 23
′′′

∴ ഇഷ്ടജ്യാവു് =
√

2954525
′ − 43

′′ − 23
′′′ = 1716

′ − 52
′′ − 25

′′′
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(8-ആം ജ്യാവു് = 1718
′ − 52

′′ − 24
′′′ — വീേരാ രണജേയാത്സുകഃ)

“ജീേവ പരസ്പരം” ന്യായവും തദ്വാരാ ജ്യാക്കെള വരുത്തും
പ്രകാരവും
ഇെച്ചാല്ലിയ ന്യായത്തിങ്കൽ എല്ലാടവും ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവു മുഴുവ�
േന ഇച്ഛാരാശിയാകുന്നതു്. ഇനി േമലിൽ െചാല്ലുന്നതിങ്കൽ സമസ്തജ്യാവിെന്റ അൎ�
ദ്ധ ം ഇച്ഛാരാശി എന്നു േഭദമാകുന്നതു്. ഇവിെട പ്രഥമചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കലും തൃ�
തീയചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കലും സ്പശൎിച്ചുരണ്ടു ഖണ്ഡത്തിന്നുംകൂടി ഒരു സമസ്തജ്യാവു
കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന ദ്വിതീയജ്യാഗ്രത്തിൽ സ്പശൎിച്ചിട്ടു് ഒരു വ്യാസാദ്ധൎെത്ത കല്പിപ്പൂ. ആ
വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണൎത്തിന്നു ദ്വിതീയജ്യാവും ഇരുപത്തിരണ്ടാ ം ജ്യാവും ഭുജാേകാടികളാകു�
ന്നതു്. ഇവിേടയു ം സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യം വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണൎത്തിങ്കൽ സ്പശൎിക്കും. ഇതിെന്റ
അദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടും ഓേരാ ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാക്കളായിട്ടിരിക്കും. ഈ അൎ�
ദ്ധജ്യാക്കൾ ഇവിെട ഇച്ഛാരാശിയാകുന്നതു്. എന്നാൽ ദ്വിതീയജ്യാവിെനെക്കാണ്ടു
ചാപഖണ്ഡാദ്ധൎജ്യാവിെന ഗുണിച്ചു വ്യാസാദ്ധ ൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫലം സമ�
സ്തജ്യാമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു കിഴക്കുപടിഞ്ഞാറായിരിേപ്പാരു േകാടിജ്യാഖണ്ഡമുണ്ടാകും.
പിെന്ന ഇരുപത്തിരണ്ടാ ം ജ്യാവിെനെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ
ഫല ം തൃതീയചാപാഗ്രത്തിങ്കന്നു േകാടിഖണ്ഡമൂലേത്താളമുള്ള ഭുജാഖണ്ഡമുണ്ടാകും,
െതക്കുവടക്കായിട്ടു്. പിെന്ന രണ്ടു ചാപഖണ്ഡത്തിന്നു ം കൂടിയുള്ള സമസ്തജ്യാകണ്ണൎ �
മദ്ധ്യവും വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണൎവും തങ്ങളിൽ സ്പശൎിേച്ചടത്തുന്നു പൂവ്വൎാപരസൂത്രേത്താളവും
ദക്ഷിേണാത്തരസൂത്രേത്താളവുമുള്ള അകലമുണ്ടാേക്കണ ം . ഇവിെട ത്രിജ്യാവുകൎ�
ണ്ണമാകുേമ്പാൾ രണ്ടാ ം ജ്യാവും ഇരുപത്തിരണ്ടാ ം ജ്യാവു ം ഭുജാേകാടികളാകുന്നതു്.
സമസ്തജ്യാശേരാനമായിരിക്കുന്ന വ്യാസാദ്ധൎഭാഗം കണ്ണൎമാകുേമ്പാൾ എന്തു ഭുജാ�
േകാടികൾ എന്ന ൈത്രരാശികംെകാണ്ടുണ്ടാകുമവരണ്ടു ം . പിെന്ന ഇവിെട ശേരാ�
നവ്യാസാദ്ധൎത്തിെന്റ ഭുജയിങ്കൽ ഭുജാഖണ്ഡം കൂട്ടൂ. എന്നാൽ മൂന്നാംജ്യാവുണ്ടാകും;
കളകിൽ പ്രഥമജ്യാവുണ്ടാകും; പിെന്ന ശേരാനവ്യാസാദ്ധൎത്തിെന്റ േകാടിയിങ്കന്നു
േകാടിഖണ്ഡ ം കളവൂ. എന്നാൽ ഇരുപെത്താന്നാ ം ജ്യാവുണ്ടാകും. ആ േകാടിയിൽ
േകാടിഖണ്ഡം കൂട്ടുകിൽ ഇരുപത്തിമൂന്നാ ം ജ്യാവുണ്ടാകും. സമസ്തജ്യാകണ്ണൎത്തിെന്റ
അദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടും ഇച്ഛാരാശിയായി കല്പിക്കുേമ്പാെള ഭുജാേകാടി ഖണ്ഡങ്ങൾ തുല്യ�
ങ്ങൾ രണ്ടു ഖണ്ഡത്തിന്നും, എന്നിട്ടു്. ശേരാനവ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കന്നു് ഉണ്ടായ ഭുജാേകാ�
ടികൾ അദ്ധൎജ്യാകണ്ണൎത്തിങ്കന്നു ഉണ്ടായ ഖണ്ഡജ്യാക്കൾക്കു അവധികളാകുന്നതു്,
എന്നിട്ടു്. ഇങ്ങെന പഠിതജ്യാക്കെള വരുത്തുംപ്രകാരം. പിെന്ന ഇവ്വണ്ണംതെന്ന ശിഷ്ട�
ചാപത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാകണ്ണൎത്തിന്നു് ഉണ്ടായ ഭുജാേകാടിഖണ്ഡങ്ങളും ശിഷ്ടചാപശ�
േരാനവ്യാസാദ്ധൎത്തിന്നും ഭുജാേകാടികെള ഉണ്ടാക്കി അവയുംകൂടി ഇഷ്ടജ്യാക്കെള
ഉണ്ടാക്കിെക്കാള്ളും.19
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വ്യാഖ്യാനം 19:
Trigonometrically sin(A + B) = sin A cos B + cos A sin B

sin(A− B) = sin A cos A− cos A sin B

Vide. Fig. 39 Denoting the successive Bhujas (ordinates) as J1, J2, J3, . . . and the
successive Kotis (abscissae) as c1, c2, c3, . . .

We have J3 = ഖ3ബ3 = ഖ3ര2 + ര2ബ3

= ഖ3ര2 + ലച
Now ഖ3ര2 : ഖ3ല = ഖ2ട2 : r. (where r = the radins)

∴ ഖ3ര2 =
ഖ3ല × ഖ2ട2

r
=

J1c2

r
ലച : ഖ2ബ2 = ലമ : ഖ2മ

∴ ലച =
ഖ2ബ2 × ലമ

ഖ2മ
=

J2 c1

r

∴ J3 =
J1 c2 + J2c1

r
Similarly c3 = ഖ3ട3 = ര2ട = ലട − ലര2

But ലട : ഖ2ട2 = ലമ : ഖ2മ

∴ ലട : =
c2 × c1

r
and ലര2 : ലഖ3 = ഖ2ബ2 : ഖ2മ

∴ ലര2 =
J1 × J2

r

∴ c3 =
c1c2 − J1 J2

r

Generally Jm± n =
Jm

cn± cm Jn
r

cm± n =
cm cn± Jm Jn

r

വ്യാഖ്യാനം: ഇതി ജ്യാചാപേയാഃ കായ്യൎം ഗ്രഹണ ം മാധേവാദിതാ |
വിധാന്തരഞ്ച േതേനാക്തം തേയാസ്സൂക്ഷ്മത്വരിച്ഛതാ || (തന്ത്രസ ം ഗ്രഹ ം )
“ജീേവ പരസ്പരനിേജതരമൗവ്വ ൎികാഭ്യാ-
മഭ്യസ്യ വിസ്മൃതിദേളന വിഭജ്യമാേന ||
അേന്യാന്യേയാഗവിരഹാനുഗുേണ ഭേവതാ ം ” | — ഇതിമാധവഃ

രണ്ടു ചാപങ്ങളുെട ജ്യാക്കെള െവേവ്വെറ അറിഞ്ഞിരിക്കുേമ്പാൾ, ആ ചാപങ്ങൾ രണ്ടി�
േന്റയും േയാഗത്തിേന്റെയാ അന്തരത്തിേന്റെയാ ജ്യാവിെന അറിേയണെമങ്കിൽ, ഒന്നിെന്റ
ഭുജെയ മേറ്റതിെന്റ േകാടിെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതും മേറ്റതിെന്റ ഭുജെയ ആദ്യേത്തതിെന്റ േകാ�
ടിെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതുമായ ഘാതങ്ങൾ രണ്ടിേനയും െവേവ്വെറ ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ
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രാശികളുെട േയാഗേമാ അന്തരേമാ ചാപേയാഗത്തിേന്റെയാ ചാപാന്തരത്തിേന്റെയാ ക്ര�
േമണ ജ്യാവായിട്ടു വരും. ത്രിജ്യാഹരണം ഘാതേയാഗാന്തരത്തിന്നു േശഷവുമാവാ ം . ഫലം
തുല്യം.

ഇതിെന്റ യുക്തി:–
ഭ1, ഭ2, ഭ3, . . . ഇങ്ങെന 24 ജ്യാക്കൾ.
പരിേലഖം 39-ൽ കിഖ1, ഖ1ഖ2, ഖ2ഖ3 ഇങ്ങെന മൂന്നു ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ.
ഖ2ബ2 = രണ്ടാംജ്യാവു് = ഭ2.
ഖ3ബ3 = മൂന്നാംജ്യാവു് = ഭ3.

പരിേലഖം (39)

മഖ2 എന്ന വ്യാസാദ്ധൎം ഖ1ഖ3 എന്ന സമസ്തജ്യാവിെന്റ മദ്ധ്യമാകുന്ന ല എന്ന ബി�
ന്ദുവിൽ സ്പശൎിക്കുന്നു. ഖണ്ഡാഗ്രങ്ങളിൽനിന്നു േകാടിജ്യാക്കെള ഉണ്ടാക്കു. ല എന്ന ബിന്ദു�
വിൽനിന്നു ക്രേമണ ഭുജകൾക്കു ം േകാടികൾക്കും തുല്യദിക്കുകളായിട്ടു പൂേവ്വ ൎാത്തരസൂത്രാവ�
ധി ലച , ലട എന്ന േരഖകെള വരക്കു. ഖ1ട1, ലച ഇവയുെട േയാഗപ്രേദശം ര1; ലട ,
ഖ3ബ3 ഇവയുെട േയാഗപ്രേദശം ര2.

ഖ1ലര1 എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല ഭുജാേകാടികണ്ണൎങ്ങൾ ലഖ3ര2 എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിങ്ക�
െല ഭുജാേകാടി കണ്ണൎങ്ങേളാടു തുല്യങ്ങെളന്നു നിയതമായിട്ടിവിെട കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു. എെന്ത�
ന്നാൽ ഖ1ലര1, ലഖ3ര2 ഈ ത്ര്യശ്രങ്ങൾ തുല്യാകാരങ്ങൾ; സമസ്തജ്യാവിെന്റ അദ്ധൎങ്ങളാ�
കയാൽ ലഖ1 = ലഖ3.

∴ ലര1 = ഖ3ര2; ഖ1ര1 = ലര2

മല = ശേരാനവ്യാസാദ്ധൎം = 23-ആം ജ്യാവു് = ഭ23.

മബ2ഖ2,ലര2ഖ3 ഈ ത്ര്യശ്രങ്ങൾ തുല്യാകാരങ്ങൾ.

അേപ്പാൾ േകാടിഖണ്ഡം ലര2 = ഖ1ര1

=
ഖ2ബ2 × ഖ3ല

വ്യാസാദ്ധൎം
=

ഭ2 × ഭ1

വ്യാസാദ്ധൎം



േജ്യഷ്ഠേദവൻ: യുക്തിഭാഷാ 191

ഭുജാഖണ്ഡം = ഖ3ര2 = ലര1

=
ഭ22 × ഭ1

വ്യാസാദ്ധൎം

പിേന്നയും മഖ2ബ2, മലച എന്നീ ത്ര്യശ്രങ്ങൾ തുല്യാകാരങ്ങൾ.

ലച =
ഖ2ബ2 × മല

വ്യാസാദ്ധൎം
=

ഭ2 × ഭ23

വ്യാസാദ്ധൎം

മച = ലട =
മബ2 × മല
വ്യാസാദ്ധൎം

=
ഭ22 × ഭ23

വ്യാസാദ്ധൎം
∴ ലച + ഖ3ര2 = ഖ3ബ3 = തൃതീയജ്യാവു്

=
ഭ2 × ഭ23 + ഭ22 × ഭ1

വ്യാസാദ്ധൎം
ലച − ഖ3ര2 = ര1ച = ആദ്യജ്യാവു്

=
ഭ2 × ഭ23 − ഭ22 × ഭ1

വ്യാസാദ്ധൎം
ലട − ലര2 = ര2ട = ഖ3ട3 = തൃതീയജ്യാേകാടി

= 21-ആം ജ്യാവു്

=
ഭ22 × ഭ23 − ഭ2 × ഭ1

വ്യാസാദ്ധൎം
ലട + ഖ1ര1 = ഖ1ട1 = പ്രഥമജ്യാേകാടി = 23-ആം ജ്യാവു്

=
ഭ22 × ഭ23 + ഭ0 × ഭ1

വ്യാസാദ്ധൎം

ഇവിെട പറഞ്ഞിരിക്കുന്നതു് ഒന്നും, രണ്ടും ചാപഖണ്ഡങ്ങെള സംബന്ധിച്ചാകുന്നു. സാ�
മാന്യമായിട്ടുള്ള ക്രിയ മനസ്സിലാക്കുവാൻ ഉദാഹരണവും കൂടി കാണിക്കാ ം . 14-ാം ജ്യാവിെന്റ�
യും ആറാംജ്യാവിെന്റയും ചാപങ്ങളുെട േയാഗാന്തരങ്ങളുെട ഭുജാേകാടികെള വരുത്തുന്നതി�
െന്റ യുക്തിെയയും കാണിക്കാം.

പരിേലഖം40-ൽചാപംകിഖ20= ചാപേയാഗം

= 20 (= 14 + 6)ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗം

കിഖ8 = ചാപാന്തരം = 8 (= 14− 6)ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗം

സമസ്തജ്യാവു് ഖ8ഖ20=12ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവു്.

ഈ സമസ്തജ്യാവിെന്റ ചാപത്തിെന്റ മദ്ധ്യം ഖ14 = പതിന്നാലാംജ്യാവിെന്റ അഗ്രം. മഖ14

എന്ന വ്യാസാദ്ധൎം സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യമായിരിക്കുന്ന ല എന്ന ബിന്ദുവിൽ സ്പശൎിക്കുന്നു.

അേപ്പാൾ ഖ8ല = ഖ20ല = ആറുചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട അദ്ധൎജ്യാവു്.
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പരിേലഖം (40)

അതുെകാണ്ടു ശേരാനവ്യാസാദ്ധൎമായിരിക്കുന്ന മല = പതിെനട്ടാംജ്യാവു്.
മുമ്പിെല ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന,

ലര2 = ഖ8ര1 =
ഭ

6
× ഭ14

വ്യാസാദ്ധൎം

ഖ20ര2 = ലര1 =
ഭ

6
× ഭ10

വ്യാസാദ്ധൎം

ചല =
ഭ14 × ഭ18

വ്യാസാദ്ധൎം

ച മ = ലട =
ഭ18 × ഭ10

വ്യാസാദ്ധൎം
ചാപഖണ്ഡേയാഗജ്യാവു് = 20-ആം ജ്യാവു്

= ഖ20ബ20

= ഖ20ര2 + ര2ബ20

= ലര1 + ലച

=
ഭ14 × ഭ18 + ഭ

6
× ഭ10

വ്യാസാദ്ധൎം

=
പതിന്നാലാം ജ്യാവു്×ആറാം ജ്യാേകാടി + ആറാം ജ്യാവു്× 14-ആം ജ്യാേകാടി

വ്യാസാദ്ധൎം

ചാപഖണ്ഡാന്തരജ്യാവു് = 8-ആം ജ്യാവു്
= ര1ച
= ചല − ലര1

=
ഭ18 × ഭ14 − ഭ6

× ഭ10

വ്യാസാദ്ധൎം
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=
പതിന്നാലാംജ്യാവു്×ആറാംജ്യാേകാടി−ആറാംജ്യാവു്× 14-ആം ജ്യാേകാടി

വ്യാസാദ്ധൎം

ചാപഖണ്ഡേയാഗേകാടിജ്യാവു് = 20-ആം ജ്യാവിെന്റ േകാടി
= മബ20 = മച − ചബ20

= മച − ലര2

=
ഭ18 × ഭ10 − ഭ6

× ഭ14

വ്യാസാദ്ധൎം

=
പതിന്നാലാംജ്യാേകാടി×ആറാംജ്യാേകാടി−പതിന്നാലാംജ്യാവു്× 6-ആം ജ്യാവു്

വ്യാസാദ്ധൎം

ചാപഖണ്ഡാന്തരേകാടിജ്യാവു് = 8-ആം ജ്യാവിെന്റ േകാടി
= ഖ8ട8 = ര1ട8 + ഖ8ര1

= ലട + ലര2

=
പതിന്നാലാംജ്യാേകാടി×ആറാംജ്യാേകാടി−പതിന്നാലാംജ്യാവു്× 6-ആം ജ്യാവു്

വ്യാസാദ്ധൎം

പ്രകാരാന്തരം
അനന്തരം ഈ ന്യായത്തിന്നുതെന്ന പ്രകാരേഭദം െചാല്ലുന്നൂ. ഇവിെട തൃതീയചാ�
പഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കന്നു പൂവ്വൎസൂത്രേത്താളമുള്ളതു തൃതീയജ്യാവാകുന്നതു്. ഇതിങ്കൽ
സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു് ഉണ്ടാകുന്ന േകാടിഖണ്ഡം യാെതാരിടത്തു സ്പശൎിക്കുന്നൂ
തൃതീയജ്യാവിങ്കൽ, അവിടുന്നു് ഇരുപുറവുേമാേരാഖണ്ഡം. ഇതിൽ വടെക്ക ഖണ്ഡം ഭു�
ജയായി േകാടിഖണ്ഡം േകാടിയായി സമസ്തജ്യാദ്ധൎം കണ്ണൎമായിട്ടിരിേപ്പാരു ത്ര്യശ്രം.
പിെന്ന തൃതീയജ്യാവിങ്കെല െതെക്ക ഖണ്ഡത്തിന്നും ഇെച്ചാല്ലിയ േകാടിഖണ്ഡം
തെന്ന േകാടിയാകുന്നതു്. ദ്വിതീയജ്യാവിേനാടു തുല്യമായിരിക്കും കണ്ണൎം. ഇവിടയ്ക്കു
സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു തൃതീയജ്യാവും പൂവ്വ ൎസൂത്രവും തങ്ങളിലുള്ള സംപാതേത്താ�
ളമുള്ളതു കണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഇവിെട ഇതു ദ്വിതീയജ്യാവിേനാടു തുല്യമാക്കുന്നു. ഇവ്വണ്ണം
ത്രിജ്യാപ്രമാണം, സമസ്തജ്യാദ്ധൎവും ഇതിെന്റ ശേരാനവ്യാസാദ്ധൎമാകുന്ന േകാടിയും
രണ്ടു പ്രമാണഫലങ്ങൾ. ദ്വിതീയജ്യാവു് ഇച്ഛാ. സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നുള്ള േകാടി�
ഖണ്ഡവും ഇതിെന്റ സംപാതത്തിങ്കന്നു തൃതീയജ്യാവിെന്റ ദക്ഷിണഖണ്ഡവും ഇവ
രണ്ടും ഇച്ഛാഫലങ്ങൾ.20

വ്യാഖ്യാനം 20: ഈ ത്ര്യശ്രങ്ങൾ രണ്ടും തുല്യാകാരങ്ങളാെണങ്കിലും മുമ്പിൽ തുല്യാകാര�
ത്തിെന്റ ലക്ഷണങ്ങൾ പറഞ്ഞതിൽനിന്നും ഇതു വ്യക്തമാകുന്നില്ല. എന്നാൽ ഇവ തുല്യാ�
കാരങ്ങളാെണന്നു് ഒരുപ്രകാരം വ്യാഖ്യാനത്തിൽ സ്ഥാപിക്കുന്നുണ്ടു്.

യാെതാരുപ്രകാരം ഭുജാേകാടികളായിരിക്കുന്ന പ്രമാണഫലങ്ങൾക്കു കണ്ണൎമായിട്ടി�
രിക്കുന്നൂ പ്രമാണരാശി ഇവ്വണ്ണം ഭുജാേകാടികളായിരിക്കുന്ന ഇച്ഛാഫലങ്ങൾക്കു കൎ�
ണ്ണമായിട്ടിരിക്കും ഇച്ഛാരാശി എന്നു നിയതം. ഇങ്ങെന ദ്വിതീയജ്യാകണ്ണൎമായി തൃതീ�
യജ്യാവിെന്റ െതെക്കഖണ്ഡം ഭുജയായി ൈത്രരാശികം െകാണ്ടു വരുത്തിയ േകാടി�
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ഖണ്ഡം േകാടി. ഇങ്ങെന ഒരു ത്ര്യശ്രം. സമസ്തജ്യാവിെന്റ വടെക്ക അദ്ധൎം കണ്ണൎം, തൃ�
തീയജ്യാവിെന്റ വടെക്കഖണ്ഡം ഭുജ, േകാടിഖണ്ഡംതെന്ന േകാടിയാകുന്നതു്, ഇങ്ങ�
െന ഒരു ത്ര്യശ്രം. ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ പ്രഥമജ്യാവും ദ്വിതീയജ്യാവും ഭുജകളായി തൃതീ�
യജ്യാവു ഭൂമിയായി േകാടിഖണ്ഡം ലംബമായി ഇരിേപ്പാരു ത്ര്യശ്രമിതു്. എന്നാൽ ലം�
ബവഗ്ഗൎെത്ത ഭുജാവഗ്ഗൎങ്ങൾ രണ്ടിങ്കന്നും കളഞ്ഞു മൂലിച്ചാൽ െവേവ്വെറ രണ്ടു് ആബാ�
ധകൾ ഉണ്ടാകും. ഇവറ്റിെന്റ േയാഗം ഭൂമിയാകുന്ന തൃതീയജ്യാവു്. ഇങ്ങെനയും പഠിത�
ജ്യാക്കെളയും ഇഷ്ടജ്യാക്കെളയുമുണ്ടാക്കാം. ഇങ്ങെന രണ്ടു് അദ്ധൎജ്യാക്കെള െവേവ്വ�
െറ അറിഞ്ഞാൽ രണ്ടു ജ്യാക്കളുെടയും ചാപേയാഗത്തിെന്റ ജ്യാവു വരുത്തുവാനുള്ള
ഉപായം െചാല്ലീതായി.

വ്യാഖ്യാനം:
“യദ്വാ സ്വലംബകൃതിേഭദപദീകൃേത േദ്വ” ഇതി മാധവഃ

ജ്യാക്കൾ രണ്ടിെന്റയും വഗ്ഗൎങ്ങളിൽനിന്നു െവേവ്വെറ അവ രണ്ടിന്നും സാധാരണമായിട്ടിരി�
ക്കുന്ന ലംബത്തിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞു മൂലിച്ചവ രണ്ടിെന്റയും േയാഗേമാ അന്തരേമാ ചാ�
പേയാഗത്തിെന്റേയാ അന്തരത്തിെന്റേയാ ജ്യാവായിട്ടു വരും. ലംബെത്ത വരുത്തുംപ്രകാരം
പിെന്ന. “ജ്യേയാഃ പരസ്പരം ഘാതാൽ ത്രിജ്യാപ്തം ലംബ ഇഷ്യേത.” അതായതു ജ്യാക്കൾ
രണ്ടിെനയും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചതു ലംബമാകുന്നു.

ഇവിെടയും (പരിേലഖം 41), 14-ാംജ്യാവിെന്റയും 6-ാംജ്യാവിെന്റയും ചാപങ്ങളുെട േയാ�
ഗാന്തരങ്ങളുെട ഭുജാേകാടിജ്യാക്കെള വരുേത്തണെമന്നു നിരൂപിക്കുക.

പരിേലഖം 41-ൽ

കിഖ1 = ചാപാന്തരം (= 8 ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗചാപം)
കിഖ2 = ചാപേയാഗം (= 20 ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗചാപം)

∴ ഖ1ഗ = ഗഖ2 = ആറുചാപഖണ്ഡങ്ങൾ കൂടിയതു്.

പരിേലഖം (41)
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മഗ എന്ന വ്യാസാദ്ധൎം ഖ1ഖ2 എന്ന സമസ്തജ്യാവിെന അതിെന്റ മദ്ധ്യമായ ല എന്ന
ബിന്ദുവിൽ സ്പശൎിക്കുന്നു.

ഖ2ബ = 20-ാംജ്യാവ് (ഭ20)

ഖ2ല = 6-ാംജ്യാവ് (ഭ
6
)

മല = ശേരാനവ്യാസാദ്ധൎം = 18-ാംജ്യാവ് (ഭ10)

ഖ2ലബ എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ ഭൂമിയായ ഖ2ബ , ബാഹുക്കളായ ഖ2ല , ലബ ഇവ സമ�
സ്തജ്യാക്കളായിട്ടു് ഒരു വൃത്തം വരക്കാ ം . (പരിേലഖം 42).

പരിേലഖം (42)

ത്രിജ്യാവൃത്തത്തിെന്റ ചതുരാംശെത്ത 24 ആയി ഭാഗിച്ചു 24 അദ്ധൎജ്യാക്കെള കല്പി�
ക്കുന്നു. ഇത്രയുംതെന്ന മാനമുള്ള 24 ചാപഖണ്ഡങ്ങെളെക്കാണ്ടു ത്രിജ്യാദ്ധൎവൃത്തത്തിെന്റ
വൃത്താദ്ധൎം തികയുന്നു; ഇവിെട അദ്ധൎജ്യാക്കളുെട സ്ഥാനത്തു് അവയുെട മാനേത്താടു തുല്യ�
ങ്ങളായിരിക്കുന്ന സമസ്തജ്യാക്കേളയും കല്പിക്കാ ം . ത്രിജ്യാദ്ധൎവൃത്തത്തിങ്കൽ ഒരു ചാപഖണ്ഡ�
ത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവു ത്രിജ്യാവൃത്തത്തിങ്കൽ ആദ്യെത്ത അദ്ധൎജ്യാവു്. ത്രിജ്യാദ്ധൎവൃത്തത്തി�
ങ്കൽ രണ്ടു ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട സമസ്തജ്യാവു ത്രിജ്യാവൃത്തത്തിങ്കൽ രണ്ടാമദ്ധൎജ്യാവാകുന്നു.
ഇങ്ങെന േമേല്പാട്ടുമൂഹിച്ചുെകാള്ളണം. പരിേലഖം 42-െല വൃത്തം ത്രിജ്യാദ്ധൎവൃത്തെമന്നു
കല്പിക്കുന്നു. ഖ2ബ 20-ാംമെത്ത ജ്യാവാകയാൽ, ഖ2ലബ എന്ന ചാപം 20 ചാപഖണ്ഡ�
ങ്ങൾ കൂടിയെതന്നു വന്നു. അതുേപാെല ഖ2ല ആറു ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ കൂടിയതു്. അേപ്പാൾ
ലബ 14 ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗം. അേപ്പാൾ ലബ ത്രിജ്യാദ്ധൎവൃത്തത്തിൽ 14-ാം സമ�
സ്തജ്യാെവന്നു വന്നു. അേപ്പാൾ ത്രിജ്യാവൃത്തത്തിൽ അതു 14-ാം അദ്ധൎജ്യാെവന്നും വന്നു.
ഖ2ബ , ഖ2ല , ലബ അദ്ധൎജ്യാക്കളായിട്ടിരിക്കുന്ന പരിേലഖം 41-െല വൃത്തം ത്രിജ്യാവൃത്ത�
മാണേല്ലാ. അേപ്പാൾ അവിെട ബല എന്നതു 14-ാം അദ്ധൎജ്യാവു്.

ഈ തത്വെത്തതെന്ന പ്രകാരാന്തേരണയും സാധിക്കാം.

പരിേലഖം (43)



196 അദ്ധ്യായം 7. ജ്യാനയനപ്രകാര ം 

പരിേലഖം 43-ൽ കിഖ1, ഖ1ഖ2, ഖ2ഖ3 ആദ്യെത്ത മൂന്നു ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ. ഖ1ദ ,
ഖ3ബ എന്നിവ കിഖ1, കിഖ3 എന്ന ചാപങ്ങളുെട അദ്ധൎജ്യാക്കൾ.

ഖ1ഖ3 എന്ന സമസ്തജ്യാവിെന്റ മദ്ധ്യം ല .
മ വൃത്ത േകന്ദ്രം.
ഖ1ദ , ഖ3ബ എന്ന അദ്ധൎജ്യാക്കൾ വൃത്തെത്ത ച 1, ച 3 എന്ന ബിന്ദുക്കളിൽ സ്പശൎി�

ക്കത്തക്കവണ്ണം അവെയ നീട്ടികല്പിപ്പൂ.

കിച 1 = ഒരു ചാപഖണ്ഡം = കിഖ1.
കിച 3 = മൂന്നു ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗം = കിഖ3.
ഖ1ച 3 = നാലു ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ കൂടിയതു്.

ഇവിെടലബ രണ്ടു ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട സമസ്തജ്യാവാെണന്നും ത്ര്യശ്രങ്ങൾലരബ , മലഖ3

രണ്ടും തുല്യാകാരങ്ങെളന്നും കാണിക്കുന്നു.

ഇവിെട ഖ3ച 3ഖ1 എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ, ല , ബ എന്ന ബിന്ദുക്കൾ ഖ3ഖ1, ഖ3ച 3 എന്ന
ഭുജകളുെട മദ്ധ്യങ്ങളാകുന്നു.

∴ ഖ1ഖ3 = 2ഖ3ല .
ഖ3ച 3 = 2ഖ3ബ .

ഖ3ബല , ഖ3ച 3ഖ1 ഇവ തുല്യാകാരേക്ഷത്രങ്ങളാെണങ്കിൽ,

ഖ1ഖ3 = 2ഖ3ല
ഖ3ച 3 = 2ഖ3ബ എന്നും വരുമേല്ലാ.

വിപരീതന്യായം െകാണ്ടു്,

ഖ1ഖ3 = 2ഖ3ല
ഖ3ച 3 = 2ഖ3ബ

എന്നിപ്രകാരം ബന്ധിച്ചിരിക്കുന്നുെവങ്കിൽ, ത്ര്യശ്രങ്ങൾഖ3ബല ,ഖ2ച 3ഖ1 തുല്യാകാരങ്ങ�
ളാവുെമന്നു ം വരുമേല്ലാ.

അേപ്പാൾ ലബ , ഖ1ച 3 തുല്യദിക്കുകെളന്നും ഖ1ച 3 = 2ലബ എന്നു ം സിദ്ധമായി.
ഖ1ച 3 നാലു ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട സമസ്തജ്യാവാണേല്ലാ. എന്നിട്ടു ലബ രണ്ടു ചാപഖണ്ഡ�
ങ്ങളുെട അദ്ധൎജ്യാെവന്നും വന്നു.

മലഖ3, മദച 1 എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ,
മഖ3 = മച 1 (രണ്ടും വ്യാസാദ്ധൎങ്ങൾ എന്നിട്ടു്)
ലഖ3 = ച 1ദ (ഒരു ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ അദ്ധൎജ്യാക്കൾ എന്നിട്ടു്)
മല = മദ (ഒരു ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ശേമാനവ്യാസാദ്ധൎങ്ങൾ എന്നിട്ടു്)

അേപ്പാൾ മലഖ3, മദച 1 എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങൾ സവ്വൎപ്രകാേരണ തുല്യങ്ങൾ എന്നു വന്നു.
ലരബ എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ രബ = ഭുജ, രല = േകാടി, ലബ = കണ്ണ ൎം . മദച 1 എന്ന
ത്ര്യശ്രത്തിൽ മദ = ഭുജ, ദച 1 = േകാടി, മച 1 = കണ്ണൎം. ഒന്നിങ്കെല ഭുജാേകാടികൎ�
ണ്ണങ്ങൾ മേറ്റതിങ്കെല ഭുജാേകാടികണ്ണൎങ്ങേളാടു ക്രേമണ വിപരീതദിക്കുകളാകയാൽ, ഈ
ത്ര്യശ്രങ്ങൾ രണ്ടും തുല്യാകാരങ്ങൾ. മഖ3ല , മച 1ദ എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങൾ സവ്വൎപ്രകാേരണ
തുല്യങ്ങളായതുെകാണ്ടു, ലരബ , ലഖ3മ , എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങളും തുല്യാകാരങ്ങൾ തെന്ന.
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പരിേലഖം 41-ൽ ല -യിൽനിന്നു ം ഖ3ബ -യിേലയ്ക്കുള്ള ലംബം ലര .
ഖ2ലമ ,ലരബ എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങൾ തുല്യാകാരങ്ങൾ.ഖ2ലമ പ്രമാണേക്ഷത്രം,ലരബ

ഇച്ഛാേക്ഷത്രം.

പ്രമാണം - മഖ2; ഇച്ഛാ - ബല .

പ്രമാണഫലങ്ങൾ - മല , ലഖ2; ഇച്ഛാഫലങ്ങൾ - ബര , ലര

∴ ലര =
ബല × ലഖ2

മഖ2

=
ഭ14 × ഭ6

വ്യാസാദ്ധൎം

ബര =
ബല × മല
മഖ2

=
ഭ14 × ഭ13

വ്യാസാദ്ധൎം

ബലര എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിലും കണ്ണൎം = ബല ; ഭുജ = ബര ; േകാടി = രല

∴ ബര2 = ബല2 − രല2 = ഭ14

2 −ലംബം2.

ബര =
√
ഭ14

2 −ലംബം2

ഇതുേപാെലതെന്ന രഖ2

2 = ലഖ2

2 − ലര2 = ഭ
6

2 −ലംബം2

∴ രഖ2 =
√
ഭ

6

2 −ലംബം2

∴ 20-ആം ജ്യാവ് = ബര + രഖ2

=
√
ഭ14

2 −ലംബം2 +
√
ഭ

6

2 −ലംബം2

ലംബവഗ്ഗൎം =
ഭ14

2 × ഭ
6

2

വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം

∴ ഭ14

2 −ലംബം2 = ഭ14

2 −
ഭ14

2 × ഭ
6

2

വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം

ഭ
6

2 −ലംബം2 = ഭ
6

2 − ഭ
6

2 × ഭ14
2

വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം

∴ 20-ആം ജ്യാവ്

=
√
(ഭ14

2 −
ഭ14

2 × ഭ
6

2

വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം

)
+
√
(ഭ

6

2 − ഭ
6

2 × ഭ14
2

വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം

)
=
ഭ14

√
വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം− ഭ

6

2 + ഭ
6

√
വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎം− ഭ14

2

വ്യാസാദ്ധൎം

=
ഭ14 × ഭ18 + ഭ

6
× ഭ10

വ്യാസാദ്ധൎം

=
14-ആം ഭുജ× 6-ആം ജ്യാേകാടി + 6-ആം ഭുജ× 14-ആം ജ്യാേകാടി

വ്യാസാദ്ധൎം

ഇതു ജീേവ പരസ്പരം ന്യായം തെന്ന.
ഈ ഫലംതെന്ന ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതേയാഗന്യായംെകാണ്ടും വരുത്താം. ഈ ക്രിയ

േമലിൽ പറയുന്നുണ്ടു്.



198 അദ്ധ്യായം 7. ജ്യാനയനപ്രകാര ം 

ഉദാഹരണം:-
3375 ഇലി ചാപത്തിെന്റ ജ്യാവു് (15-ആം മഹാജ്യാവു്) = 2858

′ − 23
′′

1575 ഇലി ചാപത്തിെന്റ ജ്യാവു് (7-ആം മഹാജ്യാവു്) = 1520
′ − 29

′′

എന്നാൽ ഇവയുെട േയാഗമായ 4950
′ ചാപത്തിെന്റയും അന്തരമായ 1800

′ ചാപത്തിെന്റ�
യും ജ്യാക്കെള വരുേത്തണം. അതായതു 22-ആമെത്തയും 8-ആമെത്തയും മഹാജ്യാക്കൾ
എവ?

15-ആം ജ്യാവു് = 2858
′ − 23

′′

15-ആം ജ്യാവിെന്റ േകാടി = 1909
′ − 55

′′

7-ആം ജ്യാവു് = 1520
′ − 29

′′

7-ആം ജ്യാവിെന്റേകാടി = 3083
′ − 13

′′

അേപ്പാൾ 22-ആം ജ്യാവു്

=
2858

′ − 23
′′ × 3083

′ − 13
′′ + 1520

′ − 29
′′ × 1909

′ − 55
′′

3437
′ − 45

′′

=
8813015− 7− 59 + 2903995− 27− 35

3437
′ − 45

′′

=
11717011− 35− 34

3437− 45

= 3405
′ − 20

′′(നീരേദാനേഭാഗഃ)

8-ആം ജ്യാവു് =
(8813015− 5− 59)− (2903998− 27− 35)

3437
′ − 45

′′

=
5909018− 40− 24

3437
′ − 45

′′

= 1718
′ − 52

′′(രാേമാ ജേയാത്സുകഃ)
ഇഷ്ടജ്യാവിെന ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം:-

ഇഷ്ടചാപം = 1രാ − 9തി − 44ഇലി

പത്തുജ്യാവുംേപായിട്ടു ശിഷ്ടചാപം = 134
′

ശിഷ്ടചാപെത്തതെന്ന അതിെന്റ അദ്ധൎജ്യാെവന്നു കല്പിക്കു.

ശിഷ്ടചാപേകാടി =
√

11818103− 17956

= 3435
′ − 8

′′

10-ആം ജ്യാവു് = 2092
′ − 48

′′, അതിെന്റ േകാടി = 2727
′ − 21

′′

അേപ്പാൾ ഇഷ്ടജ്യാവു് =
2092

′ − 48
′′ × 3435

′ − 8
′′ + 134

′ × 2727
′ − 21

′′

3437
′ − 45

′′

=
7554397− 28− 8

3437
′ − 45

′′

= 2197
′ − 29

′′
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ലംബംെകാണ്ടു ചാപേയാഗാന്തരജ്യാക്കെള വരുത്തുംപ്രകാരം:-

15-ആം ജ്യാവിൽനിന്നും 7-ആം ജ്യാവിൽനിന്നും 22-ആം ജ്യാവിെനയും 8-ആം ജ്യാവിെന�
യും വരുേത്തണം.

ലംബം =
2858

′ − 23
′′ × 1520

′ − 29
′′

3437
′′ − 45

′′

=
4346124− 13− 7

3437
′ − 45

= 1264
′ − 14

′′

ലംബവഗ്ഗൎം = 1598285− 55− 16

15-ആം ജ്യാവഗ്ഗൎം = 8170355− 12− 16

7-ആം ജ്യാവഗ്ഗൎം = 2311889− 14− 1√
15-ആം ജ്യാവഗ്ഗൎം−ലംബവഗ്ഗൎം =

√
8170355−12−16−1598285−55−18

=
√

8572069− 17

= 2583
′ − 33

′′√
7-ആം ജ്യാവഗ്ഗൎം−ലംബവഗ്ഗൎം =

√
2311889−14−1−1598285−55−18

=
√

713588− 18− 45

=
√

844
′ − 44

′′

അേപ്പാൾ 22-ആം ജ്യാവു് = 2588
′ − 38

′′ + 844
′ − 44

′′ = 3408
′ − 20

′′

8-ആം ജ്യാവു് = 2563
′ − 36− 844

′ − 44
′′ = 1718

′ − 52
′′.

ഈ ലംബാനയനന്യായംെകാണ്ടും “ജീേവ പരസ്പരം” ന്യായംെകാണ്ടും

“തത്തൽജ്യാവഗ്ഗൎമാദ്യജ്യാവഗ്ഗൎഹീനം ഹേരൽ പുനഃ |
ആസന്നാധസ്ഥശിഞ്ജിന്യാ ലബ്ധസ്സ്യാദ്യുത്തേരാത്തരാഃ” || (തന്ത്രസംഗ്ര�
ഹം)

എന്ന ജ്യാനയനത്തിെന്റ യുക്തിെയ കാണിക്കാം. രണ്ടാംജ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽ നിന്നാദ്യജ്യാവഗ്ഗൎ�
െത്ത കളഞ്ഞു് ആദ്യജ്യാവുെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം മൂന്നാം ജ്യാവായിട്ടുവരും. മൂന്നാംജ്യാവിെന്റ
വഗ്ഗൎത്തിൽനിന്നാദ്യജ്യാവിെന്റ വഗ്ഗൎെത്തക്കളഞ്ഞു രണ്ടാംജ്യാവുെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫല ം
നാലാംജ്യാവായിട്ടു വരും. ഇങ്ങെന അതാതു ജ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽനിന്നു് ആദ്യജ്യാവഗ്ഗൎെത്തക്കള�
ഞ്ഞു് അടുത്തു കീെഴ ജ്യാവുെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഫലം േമെല േമെല ജ്യാവായിട്ടു വരും. 21

വ്യാഖ്യാനം 21:
sin(A + B) sin(A− B) = sin2 A− sin2 B

∴ sin(A + B) =
sin2 A− sin2 B

sin(A− B)

i.e., Jn+1 =
Jn

2 − J1

2

Jn−1

when J1, J2, J3 · · · are the successive Bhujas.
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പരിേലഖം (44)

പരിേലഖം 44-ൽ ഖ2ബ = 20-ആം ജ്യാവു്. ഖ2ല ഒരു ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ജ്യാവു്.
ലബ 19-ആംമെത്ത ജ്യാവാെണന്നു വരും. എന്നാൽ

ഭ19

2 = ബല2 = ബര2 + രല2

ഭ1

2 = ലഖ2 = രഖ2

2 + രല2

ഭ19

2 − ഭ1

2 = ബര2 − രഖ2

2

= (ബര + രഖ2)(ബര − രഖ2)

= ഭ20

{√
ഭ19

2 −
ഭ19

2 × ഭ1

2

വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം 
−

√
ഭ1

2 −
ഭ19

2 × ഭ1

2

വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം 

}
=

ഭ20

വ്യാസാദ്ധൎം

{
ഭ19

√
വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം − ഭ1

2

−ഭ1

√
വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം − ഭ19

2

}
=

ഭ20

വ്യാസാദ്ധൎം
(ഭ19 × ഭ23 − ഭ1 × ഭ5)

= ഭ20 × ഭ19 (ജീേവ പരസ്പരം ന്യാേയന)

∴ ഭ20 =
ഭ19

2 − ഭ1

2

ഭ18

ജീേവ പരസ്പരംന്യായം ചാപീകരണത്തിന്നുമുപേയാഗിക്കാം. ഇഷ്ടജ്യാവിെനയും അടു�
ത്ത ചാപസന്ധിയിെല പഠിതജ്യാവിെനയും പരസ്പേരതരേകാടികെളെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രി�
ജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചുള്ള ഫലങ്ങളുെട അന്തരം ഊനാധികധനുസ്സിെന്റ ജ്യാവായിട്ടു വരും. േമ�
ലിൽ പറയുവാൻേപാകുന്ന അല്പജ്യാചാപീകരേണാപായങ്ങളിെലാന്നുെകാണ്ടു് ഈ ഊനാ�
ധികധനുജ്ജൎ ാവിെന ചാപിക്കു. ഇതിെന കീെഴ ചാപസന്ധിധനുസ്സിൽ കൂട്ടൂ, േമെല ചാപ�
സന്ധിധനുസ്സാെണങ്കിൽ അതിങ്കൽനിന്നു കളയൂ. എന്നാൽ ഇഷ്ടജ്യാവിെന്റ ചാപം വരും.
തന്ത്രസംഗ്രഹത്തിൽ ഈ ക്രിയ ഇങ്ങെന പറഞ്ഞിരിക്കുന്നു.
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“അേന്യാന്യേകാടിഹതേയാേഭ ൎദാദാസന്നേദാജ്ജൎ ്യേയാഃ |
ത്രിജ്യാപ്തവേഗ്ഗൎ തൽബാണവഗ്ഗൎം സത്യാംശകം ക്ഷിേപൽ ||
തന്മൂലമത ഊദ്ധ്വസ്ഥചാപസേന്ധദ്ധൎനുഭ ൎേവൽ |
തദ്യുേക്താനം സ്വാധഊദ്ധ്വചാപസന്ധിധനുദ്ധനുഃ ||
േദാജ്ജൎ ്യാകൃേതഃ േകാടികണ്ണൎേയാഗാപ്തസ്തച്ഛേരാ ഭേവൽ |
കൃത്സ്നജ്യാവഗ്ഗൎതൽകൃത്സ്നവ്യാസാേപ്താ വാ ശേരാ ഭേവൽ ” ||

ഊനാധികധനുസ്സിെന്റ ജ്യാവിെന വഗ്ഗൎിച്ചതിൽ അതിെന്റ ബാണവഗ്ഗൎെത്ത നാലിൽ ഗു�
ണിച്ചു മൂന്നിൽ ഹരിച്ച ഫലെത്ത കൂട്ടി മൂലിച്ചാൽ ചാപം വരും. ജ്യാവഗ്ഗൎെത്ത േകാടികണ്ണൎ �
േയാഗംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അതിെന്റ ബാണം വരും. ജ്യാവു വളെര െചറുതാെണങ്കിൽ േകാ�
ടിയും കണ്ണൎവും തമ്മിൽ വ്യത്യാസമിെല്ലന്നു കല്പിക്കാ ം , ബാണം വളെര െചറുതാകയാൽ.
എന്നാൽ ജ്യാവഗ്ഗൎെത്ത വ്യാസം മുഴുവനുംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാലും ബാണം വരും. ചാപം െച�
റുതാെണങ്കിൽ സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎെത്തത്തെന്ന വ്യാസംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാലും ബാണം വരും.

ഇഷ്ടജ്യാവഗ്ഗൎം = ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎം− ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎം
(22 − 2

2
)×വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം 

×ചാപവഗ്ഗൎം

= ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎം− ഇഷ്ടചാപചതുർഘാതം
3×വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം 

ശരവഗ്ഗൎം =
(

ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎം
∠2വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം 

)
2

=
ഇഷ്ടചാപചതുർഘാതം

4വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം 
∴ ഇഷ്ടജ്യാവഗ്ഗൎം = ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎം− 4

3
×ശരവഗ്ഗൎം

ഇഷ്ടചാപവഗ്ഗൎം = ഇഷ്ടജ്യാവഗ്ഗൎം + 4

3
ശരവഗ്ഗൎം

പിെന്ന ജ്യാവഗ്ഗൎം = വലിയശരം× െചറിയശരം
വലിയശരം = വ്യാസം− െചറിയശരം

= വ്യാസാദ്ധ ൎം + (വ്യാസാദ്ധ ൎം − െചറിയശരം)
= വ്യാസാദ്ധ ൎം + േകാടി

∴ െചറിയശരം =
ജ്യാവഗ്ഗൎം

തൽേകാടി + വ്യാസാദ്ധ ൎം 

ജ്യാവു െചറുതാെണങ്കിൽ, ശരവും വളെര െചറുതായിരിക്കു ം . അേപ്പാൾ േകാടികണ്ണൎങ്ങൾ
പ്രാേയണ തുല്യങ്ങെളന്നു കല്പിക്കാ ം .

അേപ്പാൾ ശരം =
ജ്യാവഗ്ഗൎം
വ്യാസം

ജ്യാവു െചറുതാെണങ്കിൽ സമസ്തജ്യാവിെനതെന്ന ജ്യാെവന്നു കല്പിക്കാ ം .

അേപ്പാൾ ശരം =
സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

വ്യാസം

പ്രകാന്തേരണ അല്പജ്യാചാപീകരേണാപായം:-

“ശിഷ്ടചാപഘനഷഷ്ഠഭാഗേതാ വിസ്തരാദ്ധകൃതിഭക്തവജ്ജൎ ിതഃ |
ശിഷ്ടചാപമിഹ ശിഞ്ജിനീ ഭേവൽ സ്പഷ്ടതാ ം ഭവതിചാല്പതാവശാൽ ||
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(തന്ത്രസംഗ്രഹം)

ഇങ്ങെന ശിഷ്ടചാപജ്യാവിെന വരുത്താ ം . ഇതിെന്റ വിപരീതക്രിയെകാണ്ടു െചറിയ
ജ്യാക്കളുെട ചാപീകരണം സാധിക്കാെമന്നു മുൻപിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടേല്ലാ.

ഇഷ്ടജ്യാവു് = ഇഷ്ടചാപ ം − ചാപഘന ം 
6×വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം 

ഇഷ്ടചാപ ം = ഇഷ്ടജ്യാവു് +
ഇഷ്ടജ്യാഘന ം 

6×വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം 

വ്യാസാദ്ധൎംകൂടാെത ജ്യാക്കെളവരുത്തുംപ്രകാരം.
ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രന്യായം
അനന്തര ം വ്യാസാദ്ധൎം കൂടാെത ജ്യാക്കെള വരുത്തും പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ. ത്രിഭു�
ജേക്ഷത്രന്യായെത്തെക്കാണ്ടു സിദ്ധിേക്കണം. എന്നിട്ടു് അതിെന നേട െചാല്ലുന്നൂ.
ഇവിെട വിഷമത്ര്യശ്രത്തിങ്കൽ22 മൂന്നിലുംെവച്ചു വലിയ ഭുജെയ പടിഞ്ഞാെറ െത�
ക്കുവടക്കു നീളമായിട്ടു കല്പിപ്പൂ.

വ്യാഖ്യാനം 22: അേന്യാന്യം തുല്യങ്ങളല്ലാത്ത ഭുജകേളാടുകൂടിയ ത്ര്യശ്രം വിഷമത്ര്യശ്രം.

ഇതിന്നു ഭൂമി എന്നു േപർ. പിെന്ന മെറ്റഭുജകൾ രണ്ടിെനയും ഭുമ്യഗ്രങ്ങൾ രണ്ടിങ്കന്നു
തുടങ്ങി കിഴക്കു തങ്ങളിൽ സ്പശൎിക്കുമാറു കല്പിപ്പൂ. ഇവറ്റിന്നു ഭുജകൾ എന്നു േപർ.
പിെന്ന ഈ ഭുജകൾ തങ്ങളിൽ കൂടുേന്നടത്തുനിന്നു ഭൂമിക്കു വിപരീതമായി ഭൂമിേയാ�
ളം ഒരു സൂത്രെത്ത കല്പിപ്പൂ. ഇതിന്നു ലംബെമന്നു േപർ. ലംബസ ം പാതത്തിങ്കന്നു
ഇരുപുറവുമുള്ള ഭൂഖണ്ഡങ്ങൾക്കു് ആബാധകൾ എന്നു േപർ. ഭുജാേകാടികളായിരി�
ക്കുന്ന ആബാധാലംബങ്ങൾക്കു കണ്ണൎമായിട്ടിരിേപ്പാ ചിലവ ത്ര്യശ്രഭുജകൾ. ഇവിെട
വലിയ ഭുജാവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു െചറിയ ഭുജാവഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞാൽ െചറിയ ആബാധാ�
വഗ്ഗൎെത്തക്കാൾ എത്ര വലുതു വലിയ ആബാധവഗ്ഗൎം, അതു് ഇവിെട േശഷിപ്പതു്,
ലംബവഗ്ഗൎം രണ്ടു കണ്ണൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കലും തുല്യമേല്ലാ എന്നിട്ടു്. ആകയാൽ ആബാധ�
വഗ്ഗൎാന്തരവും ഭുജാവഗ്ഗൎാന്തരവും ഒെന്ന ആയിട്ടിരിക്കും. എന്നാൽ ഭുജാേയാഗെത്ത
ഭുജാന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതു ഭുജാവഗ്ഗൎാന്തരം, അതുതെന്ന ആബാധാവഗ്ഗൎാന്തര�
വുമാകയാൽ ആബാധാേയാഗരൂപമായിട്ടിരിക്കുന്ന ഭൂമിെയെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ
ഫലം ആബാധാന്തരം. ഇതിെന ഭൂമിയിൽ കൂട്ടുകയും കളകയും െചയ്തിട്ടു് അദ്ധൎിച്ചാൽ
ആബാധകളുണ്ടാകും. പിെന്ന അതതു് ആബാധാവഗ്ഗൎെത്ത അതതു ഭുജാവഗ്ഗൎത്തിങ്ക�
ന്നു കളഞ്ഞു മൂലിച്ചാൽ ലംബമുണ്ടാകും. ലംബെത്ത ഭൂമ്യദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ
േക്ഷത്രഫലമുണ്ടാകും. ഇവിെട രണ്ടു ഭുജാമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നും അതതു് ആബാധാമദ്ധ്യ�
ത്തിങ്കൽ സ്പശൎിക്കുന്ന സൂത്രമാേഗ്ഗൎണ െപാളിച്ചു ത്ര്യശ്രഖണ്ഡങ്ങൾ രണ്ടിേനയും ലം�
ബാഗ്രത്തിങ്കൽ ഭൂമ്യഗ്രമാകുന്ന പ്രേദശവും കണ്ണൎേരഖാമാഗ്ഗൎത്തിങ്കൽ കണ്ണൎേരഖയും
സ്പശൎിക്കുമാറു െവപ്പൂ. അേപ്പാൾ ഭൂമ്യദ്ധൎതുല്യമായിട്ടു രണ്ടു ഭുജകൾ, പിെന്ന ലംബതു�
ല്യങ്ങളായിട്ടു രണ്ടു ഭുജകൾ ഇങ്ങെന ഇരിേപ്പാരു ചതുരശ്രമുണ്ടാകും. ആകയാൽ
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ഭൂമ്യദ്ധൎലംബങ്ങളുെട ഘാതം േക്ഷത്രഫലം ആയിട്ടിരിക്കും. ഇതു ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രന്യാ�
യമാകുന്നതു്.
വ്യാഖ്യാനം:

പരിേലഖം 45-ൽ കഖഗ എെന്നാരു വിഷമത്ര്യശ്രം. ഖഗ ഇതിെന്റ ഭൂമി. കഖ , കഗ
ഇതിെന്റ ബാഹുക്കൾ. മ , ര ബാഹുക്കളുെട മദ്ധ്യങ്ങൾ. മട , രഠ ഇവ മ -യിൽനിന്നും ഭൂമിയി�
േലക്കു ക്രേമണയുള്ള ലംബങ്ങൾ. ഇവ ഭൂമിെയ ട , ഠ എന്ന ബിന്ദുക്കളിൽ സ്പശൎിക്കുന്നു. ഈ
ബിന്ദുക്കൾ ഖച , ചഗ എന്ന ആബാധകളുെട മദ്ധ്യങ്ങളായിട്ടിരിക്കും.

പരിേലഖം (45)

ച ട = ടഖ =
1

2

ചഖ .

ച ഠ = ഠഗ =
1

2

ചഗ .

∴ ച ട + ച ഠ = ടഠ =
1

2

ഖഗ = ഭൂമ്യദ്ധൎം.

ഭുജാേകാടിവഗ്ഗൎേയാഗം കണ്ണൎവഗ്ഗൎം എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു്,

കഖ2 = ചഖ2 +കച 2

കഗ2 = ചഗ2 +കച 2

∴ കഖ2 −കഗ2 = ചഖ2 − ചഗ2

(കഖ +കഗ )(കഖ −കഗ ) = (ചഖ + ചഗ )(ചഖ − ചഗ )
= ഭൂമി×ആബാധാന്തരം

∴ ആബാധാന്തരം =
കഖ2 −കഗ2

ഭൂമി
ആബാധാേയാഗം = ചഖ + ചഗ = ഖഗ = ഭൂമി.

2ചഖ = ഭൂമി +
കഖ2 −കഗ2

ഭൂമി

ചഖ = 1

2

{
ഭൂമി +

കഖ2 −കഗ2

ഭൂമി

}
ചഗ = 1

2

{
ഭൂമി− കഖ2 −കഗ2

ഭൂമി

}
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ബാഹുക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത ഭൂമി െകാണ്ടു ഹരിച്ചു കുട്ടിയ ഫലെത്ത ഭൂമിയിൽ കൂട്ടി
അദ്ധൎിച്ചാൽ വലിയ ആബാധ വരും; ഭൂമിയിൽനിന്നു കളഞ്ഞദ്ധൎിച്ചാൽ െചറിയ ആബാധ
വരും.

ലംബം =
√
കഖ2 − ചഖ2 =

√
കഗ2 − ചഗ2

ത്ര്യശ്രത്തിെന്റ േക്ഷത്രഫലം:- പരിേലഖം 45-ൽ മഖട എന്ന ത്ര്യശ്രെത്ത മുറിെച്ചടുത്തു്,
ഖ എന്നതുക -യിലും, ട എന്നതു ട1  -യിലും, മഖ എന്ന േരഖെയ മക എന്ന മാേഗ്ഗൎണയും പരി�
േലഖത്തിൽ കാണിച്ചേപാെല േയാജിപ്പിക്കൂ. അതുേപാെലതെന്ന ര ഗ ഠ എന്ന ത്ര്യശ്രെത്ത�
യും ര ഠ1 ക എന്ന സ്ഥാനത്തും െവക്കു. അേപ്പാൾ ട ഠ ഠ1ട1 എെന്നാരു ചതുരശ്രമുണ്ടാകും.

ഈ ചതുരശ്രത്തിൽ,ട ഠ = ട1 ഠ1 = ഭൂമ്യദ്ധൎം
ട ട1 = ഠ ഠ1 = ലംബം

∴ ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രഫലം = ഈ ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം
= ഭൂമ്യദ്ധൎം×ലംബം

ചതുരശ്രേക്ഷത്രന്യായം
അനന്തരം ഇതിെനെക്കാണ്ടു ചതുരശ്രേക്ഷത്രന്യായെത്ത അറിയുംപ്രകാരം െചാല്ലു�
ന്നൂ. അവിെട നേട ഒരു വൃത്തെത്ത കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന വൃത്താന്തഭ ൎാഗത്തിങ്കൽ ഒരു
ചതുരശ്രെത്ത േകാണു നാലും വൃത്തെത്ത സ്പശൎിക്കുമ്മാറു കല്പിപ്പൂ. ഇച്ചതുരശ്രത്തിെന്റ
ഭുജകൾ നാലും അേന്യാന്യതുല്യങ്ങളല്ലാെതയും ഇരിപ്പൂ. പിെന്ന ഈ ചതുരശ്രബാ�
ഹുക്കളുെട പരിമാണെത്തെക്കാണ്ടു് ഇതിങ്കെല കണ്ണൎങ്ങെളയുമറിേയണം. ഇതിെന്റ
പ്രകാരം. ഇവിെട വ്യവഹാരാത്ഥൎ മായിട്ടു ഭുജകൾക്കു് ഒരു നിയമെത്ത കല്പിച്ചുെകാ�
ള്ളൂ. ഈ ഭുജകളിൽ എല്ലായിലും വലുതു പടിഞ്ഞാേറതു്. അതിന്നു ഭൂമി എന്നു േപർ.
പിെന്ന െതേക്കതു്, പിെന്ന വടേക്കതു്. ഇവ രണ്ടിന്നും ഭുജകൾ എന്നു േപർ. പി�
െന്ന എല്ലാറ്റിലും െചറുയതു കിഴേക്കതു്. ഇതിന്നു മുഖെമന്നു േപർ. എന്നിങ്ങെന
കല്പിപ്പൂ. ഇബ്ബാഹുക്കൾ രണ്ടു് അഗ്രവും വൃത്തെത്ത സ്പശൎിക്കയാൽ സമസ്തജ്യാക്ക�
ളായിട്ടിരിക്കുേന്നാ ചിലവ. ഈ നാലു സമസ്തജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടും വൃത്തം മുഴുവൻ
തികഞ്ഞിരിക്കും, ജ്യാഗ്രങ്ങൾ തങ്ങളിൽ സ്പശൎിക്കയാൽ. ഇവിെട അടുത്ത ജ്യാക്കൾ
ഈ രണ്ടിെന്റ ചാപേയാഗങ്ങളാകുന്നവ യാവചിലവ, ഇവറ്റിെന്റ ജ്യാക്കൾ ചതുരശ്ര�
ത്തിങ്കെല കണ്ണൎങ്ങളാകുന്നവ. ഇക്കണ്ണൎങ്ങളാെലാന്നിെനെക്കാണ്ടു ചതുരശ്രെത്ത
രണ്ടായി പകുത്താൽ ഇക്കണ്ണൎത്തിെന്റ രണ്ടു പാശൎ്വത്തിങ്കലും ഓേരാ ത്ര്യശ്രങ്ങളു�
ണ്ടാകും. രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങൾക്കും സാധാരണമായിട്ടിരിേപ്പാരു ഭൂമി ആയിട്ടിരിെപ്പാന്നു്
ഇക്കണ്ണൎം. ഭുജകൾ ഈരണ്ടും ഭുജകളായിട്ടിരിെപ്പാന്നു്. പിെന്ന ഈവണ്ണ ംതെന്ന
മെറ്റ കണ്ണൎെത്തെക്കാണ്ടും താൻ ഭൂമിയായിട്ടു രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങൾ ഉളവാകും. പിെന്ന
ഇക്കണ്ണൎങ്ങളിലിഷ്ടം ആകുന്നതിെന്റ ഒരു പാശൎ്വത്തിങ്കെല ഭുജകൾ രണ്ടിെന്റയും
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േയാഗെത്ത തങ്ങളിെല അന്തരംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ അതു് ആബാധാേയാഗത്തി�
െന്റയും ആബാധാന്തരത്തിെന്റയും ഘാതമായിട്ടിരിക്കും. ആബാധാേയാഗമാകുന്ന�
തു പിെന്ന ഈ രണ്ടു ഭുജകളുെടയും േയാഗചാപത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവായിട്ടിരിക്കും.
പിെന്ന ഇവറ്റിെന്റ തെന്ന അന്തരചാപത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാവായിട്ടിരിക്കും ആബാ�
ധാന്തരം. പിെന്ന ഈ ആബാധാേയാഗമാകുന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎെത്ത ഭൂമിയായി കല്പിച്ചു്
ആബാധാന്തരെത്ത മുഖമായിയും െചറിയ ഭുജേയാടു തുല്യമായിട്ടു വലിയ ഭുജേയയും
കല്പിച്ചാൽ ഈ ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരു പാശൎ്വത്തിങ്കൽ സമലംബമായിരിേപ്പാരു
ചതുരശ്രമുണ്ടാകും. ഇവിെട ലംബാഗ്രാന്തരം ആബാധാന്തരമാകുന്നത്. എന്നാൽ
ചാപാന്തരസമസ്തജ്യാവ് ആബാധാന്തരമായിട്ടിരിക്കും. ചതുരശ്രത്തിങ്കൽ പാർശ്വഭു�
ജകൾ സമങ്ങൾ എങ്കിൽ ലംബങ്ങളും സമങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. ഇവറ്റിെന്റ ആബാധ�
കളും സമങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ ഭൂമിയിങ്കെല ലംബമൂലാന്തരം ആബാധാ�
ന്തരമാകുന്നതു്. ലംബാഗ്രാന്തരവും ഇതുതെന്ന ആകയാൽ ചാപാന്തരസമസ്തജ്യാവു്
ആബാധാന്തരമാകുന്നതു്. ചാപേയാഗസമസ്തജ്യാവു് ഭൂമി ആകുന്നതു്. ഇതു തെന്ന
ഇഷ്ടകണ്ണൎമാകുന്നതും. ആകയാൽ ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരു പുറെത്ത ഭുജകൾ രണ്ടി�
െന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരം ഈ ജ്യാക്കളുെട േയാഗചാപജ്യാവും അന്തരചാപജ്യാവും തങ്ങ�
ളിലുള്ള ഘാതമായിട്ടിരിക്കും. ഇവ്വണ്ണമിരിക്കയാെല േയാഗാന്തരചാപജ്യാക്കളുെട
ഘാതം23 യാെതാന്നു് ഇതു േയാഗാന്തരചാപാദ്ധൎജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരവുമായിട്ടിരി�
ക്കും.

വ്യാഖ്യാനം 23: യാവചില ജ്യാക്കെള സ ം ബന്ധിച്ചുള്ള േയാഗാന്തരചാപങ്ങൾ, ആ ജ്യാ�
ക്കളുെട ഘാതെമന്നദ്ധ ൎം .

എന്നാലിതു വന്നുകൂടിയ ന്യായമാകുന്നതു്. യാവചിലവ രണ്ടു ജ്യാക്കളുെടയും ഘാ�
തം യാെതാന്നു് അതു് അച്ചാപങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും േയാഗാന്തരങ്ങളുെട അദ്ധൎങ്ങെള
സംബന്ധിച്ചുള്ള ജ്യാക്കൾ യാവചിലവ, അവറ്റിെന്റ വഗ്ഗൎാന്തരമായിട്ടിരിക്കും. പി�
െന്ന രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം യാെതാന്നു് അതു് ഇജ്ജ്യാക്കെള സംബന്ധിച്ചുള്ള
ചാപങ്ങളുെട േയാഗാന്തരങ്ങൾ യാവചിലവ അവെറ്റ സംബന്ധിച്ചുള്ള ജ്യാക്കളുെട
ഘാതമായിട്ടിരിക്കും.24

വ്യാഖ്യാനം 24:
Trigonometrically,

sin2 A− sin2 B = sin(A + B) sin(A− B)

sin A× sin B = sin2
A + B

2

− sin2
A− B

2

.

ഈ ന്യായെത്ത കണ്ണൎാനയനത്തിൽ നേട അറിേയണം.

വ്യാഖ്യാനം: ത്ര്യശ്രന്യായെത്തെക്കാണ്ടു ചതുരശ്രന്യായെത്ത അറിയുംപ്രകാരെത്ത പറ�
യുന്നു. ഇവിെട നിയതങ്ങളായിട്ടിരിക്കുന്ന ചില ന്യായങ്ങെള ആദ്യമായി അറിേയണ്ടതുണ്ടു്.
അവെയ മുമ്പിൽ െചാല്ലുന്നു.

പരിേലഖം 46-ൽ കഖഗഘ വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിട്ടിരിക്കുന്ന ഒരു വിഷമചതുരശ്രം.
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പരിേലഖം (46)

ഭൂമി = കഖ
മുഖം = ഗഘ

ഭുജകൾ = ഖഗ ,കഘ
കണ്ണൎങ്ങൾ = ഖഘ ,കഗ

കഖ , ഖഗ , ഗഘ , ഘക എന്ന നാലു സമസ്തജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു വൃത്തം മുഴുവൻ തിക�
യുന്നു. കണ്ണൎം കഗ ചതുരശ്രെത്ത കഖഗ , കഘഗ എന്നു രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളായിട്ടു ഭാഗിക്കുന്നു.
അതുേപാെലതെന്ന മെറ്റ കണ്ണൎവും. കഗ എന്ന കണ്ണൎം കഖഗ , കഘഗ എന്ന രണ്ടു ത്ര്യശ്ര�
ങ്ങൾക്കും സാധാരണമായിരിക്കുന്ന ഭൂമി. കഘ എന്ന ചാപത്തിൽ നിന്നു ഗഘ എന്ന ചാ�
പേത്താടു തുല്യമായിട്ടു കച എന്ന ചാപെത്ത ഉണ്ടാക്കു. അേപ്പാൾ കഗഘച എെന്നാരു
ചതുരശ്രമുണ്ടാകും. ഈ ചതുരശ്രത്തിൽ കഗ ഭൂമി; കച , ഗഘ എന്ന ചാപങ്ങൾ തുല്യങ്ങ�
ളാകയാൽ ഭുജകൾ കച ,ഗഘ തുല്യങ്ങൾ. ഘഘ1, ചച 1 എന്ന ലംബങ്ങെള ഉണ്ടാക്കു.
വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിരിക്കുന്ന കഗഘച എന്ന ചതുരശ്രത്തിൽ കച , ഗഘ എന്ന ഭുജകൾ
തുല്യങ്ങളാകയാൽ ലംബങ്ങളായ ചച 1, ഘഘ1 ഇവയും തുല്യങ്ങൾ. ചഘ എന്ന ചാപം
കഘ , ഗഘ എന്ന ചാപങ്ങളുെട അന്തരമാകയാൽ ചതുരശ്രത്തിെന്റ മുഖമായചഘ ചാപാ�
ന്തരസമസ്തജ്യാെവന്നു വന്നു

ച 1ഘ1 = ചഘ
ഇവിെട കച 1 = ഗഘ1

കഘ1 = ഗച 1

കഘഗ എന്ന ത്ര്യശ്രത്തി-
ങ്കെല ആബാധാന്തരം

}
= കഘ1 −ഘ1ഗ

= കഘ1 −കച 1

= ച 1ഘ1

= ചഘ = ചാപാന്തരസമസ്തജ്യാവു്
ആബാധാേയാഗം = ഇഷ്ടകണ്ണൎം = ബാഹുചാപേയാഗസമസ്തജ്യാവ്
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ഭുജാവഗ്ഗൎാന്തരം = കഘ1

2 −ഘ1ഗ2 (ആബാധാവഗ്ഗൎാന്തരം)
= (കഘ1 +ഘ1ഗ )(കഘ1 −ഘ1ഗ )
= കഗ × ച 1ഘ1

= കഗ × ചഘ
= ചാപേയാഗസമസ്തജ്യാവു്× ചാപാന്തരസമസ്തജ്യാവു്

ബാഹുക്കെള സംബന്ധിച്ചിടേത്താളം,
ചാപേയാഗം = ചാപം കഗ = ചാപം കഘ + ചാപം ഘഗ
ചാപാന്തരം = ചാപം ഘച

ഈ ചാപേയാഗാന്തരങ്ങെള സംബന്ധിച്ചിടേത്താളം,

ചാപേയാഗം = ചാപം കഗ + ചാപം ഘച
= ചാപം കഘ + ചാപം ഗഘ + ചാപം കഘ −ചാപം ഗഘ
= 2×ചാപം കഘ

ചാപാന്തരം = ചാപം കഘ + ചാപം ഗഘ −ചാപം കഘ + ചാപം ഗഘ
= 2×ചാപം ഗഘ

∴ ചാപം കഘ =
ചാപേയാഗം

2

; ചാപം ഗഘ =
ചാപാന്തരം

2

ചാപേയാഗം
2

,
ചാപാന്തരം

2

എന്ന ചാപങ്ങളുെട ജ്യാക്കെള ഭുജകെളന്നു കല്പിക്കുേമ്പാൾ,
ചാപേയാഗം

2

എന്നതിെന്റ ജ്യാവഗ്ഗൎം −ചാപാന്തരം
2

എന്നതിെന്റ ജ്യാവഗ്ഗൎം

= ജ്യാവു് കഘ ×ജ്യാവു് ഘഗ
എന്നു മുൻപിൽ പറഞ്ഞ ന്യായം െകാണ്ടു വന്നു.

അതായതു്, ചാപേയാഗാദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎം−ചാപാന്തരാദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎം = കഘ ×ഘഗ

ഇങ്ങെന കണ്ണൎാനയനത്തിൽ ആവശ്യമുള്ള രണ്ടു ന്യായങ്ങൾ:-
(1) രണ്ടുജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം യാെതാന്നു് അതു് ആ ജ്യാക്കെള സംബന്ധിച്ചുള്ള ചാപ�

ങ്ങളുെട േയാഗാന്തരങ്ങൾ യാവചിലവ അവെറ്റ സംബന്ധിച്ചുള്ള ജ്യാക്കളുെട ഘാത�
മായിട്ടിരിക്കും.

(2) യാവചിലവ രണ്ടുജ്യാക്കളുെട ഘാതം അതു് അച്ചാപങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും േയാഗാന്തരാൎ�
ദ്ധങ്ങെള സംബന്ധിച്ചുള്ള ജ്യാക്കൾ യാവചിലവ അവറ്റിെന്റ വഗ്ഗൎാന്തരമായിട്ടിരിക്കും.

വൃത്താന്തഗ്ഗൎതചതുരശ്രേക്ഷത്ര കണ്ണൎ ാനയനം
അനന്തര ം ഈ ന്യായെത്തെക്കാണ്ടു കണ്ണൎമുണ്ടാക്കും പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ.
അവിെട വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിരിക്കുന്ന വിഷമചതുരശ്രത്തിങ്കെല എല്ലായിലും വലിയ
ഭുജെയ പടിഞ്ഞാെറ ഭൂമി എന്നും എല്ലായിലും െചറിയ ഭുജെയ കിഴക്കു മുഖെമന്നും
പിെന്ന അവറ്റിൽ വലിയതു ദക്ഷിണഭുജ, െചറിയതു് ഉത്തരഭുജ എന്നിങ്ങെന മുമ്പിൽ
െചാല്ലിയവണ്ണംതെന്ന കല്പിച്ചു പിെന്ന ഭൂമീെട െതെക്ക അഗ്രത്തിങ്കന്നു മുഖത്തിെന്റ
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വടെക്ക അഗ്രേത്താളം ഉള്ളതു നേടെത്ത കണ്ണൎം, പിെന്ന ഭൂമീെട വടെക്ക അഗ്രത്തി�
ങ്കന്നു മുഖത്തിെന്റ െതെക്ക അഗ്രത്തിങ്കൽ സ്പശൎിക്കുന്നതു രണ്ടാംകണ്ണൎം എന്നും കല്പി�
ച്ചു പിെന്ന അടുത്തു് ഈരണ്ടു കണ്ണൎാഗ്രങ്ങളുെട അന്തരങ്ങളിെല വൃത്തഭാഗങ്ങെള
ഓേരാ ഭുജകളുെട ചാപങ്ങൾ എന്നും കല്പിച്ചു് ഇച്ചാപഖണ്ഡങ്ങളിൽ ചില ബിന്ദുക്ക�
െള ഉണ്ടാക്കൂ. അവിെട ഭൂമീെട വടെക്ക അഗ്രത്തിങ്കന്നു സൗമ്യഭുജാചാപത്തിങ്കൽ
മുഖചാപേത്താളം െചേന്നടത്തു് ഒരു ബിന്ദുവിടൂ. ഈ ബിന്ദുവിങ്കന്നു വൃത്തത്തിൽ മുഖ�
ത്തിെന്റ വടെക്ക അഗ്രേത്താടിടയ്ക്കു മുഖസൗമ്യഭുജാചാപാന്തരെമന്നു േപർ. ഇതിെന്റ
നടുവിൽ സ്പശൎിക്കും വ്യാസാദ്ധൎേരഖയുെട ഒരു അഗ്രം. പിെന്ന ഭൂമീെട വടെക്ക അഗ്ര�
ത്തിങ്കന്നു ഭൂചാപത്തിൽ യാമ്യഭുജാചാപേത്താളം െചേന്നടത്ത് ഒരു ബിന്ദുവിടൂ. ഈ
ബിന്ദുവിങ്കന്നു ഭൂമീെട യാമ്യാഗ്രേത്താടിടയ്ക്കു ഭൂയാമ്യചാപാന്തരെമന്നു േപർ. ഇതി�
െന്റ മദ്ധ്യത്തിൽ സ്പശൎിക്കും വ്യാസേരഖയുെട മെറ്റ അഗ്രം. ഇതു വ്യാസത്തിെന്റ മൂലം.
പിെന്ന വ്യാസമൂലത്തിങ്കന്നു ഭൂമീെട യാമ്യാഗ്രേത്താളമുള്ള പഴുതു ഭൂയാമ്യഭുജാചാ�
പാന്തരാദ്ധൎം. ആകയാൽ വ്യാസമൂലത്തിങ്കന്നു ഭൂമീെട വടെക്കത്തലയും െതെക്ക
ഭുേജെട കിഴെക്കത്തലയും അകലെമാക്കും വൃത്തത്തിങ്കൽ. പിെന്ന വ്യാസാഗ്രത്തി�
ങ്കന്നും വടെക്കഭുേജെട പടിഞ്ഞാെറ അഗ്രവും കിഴേക്കഭുേജെട െതെക്ക അഗ്രവും
അകലെമാക്കും. ഇങ്ങെന ഇരിക്കുേന്നടത്തു മുഖവും സൗമ്യഭുജയും തങ്ങളിൽ ഗുണി�
പ്പൂ. അതിെന യാമ്യഭുജയും ഭൂമിയും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിൽ കൂട്ടൂ. എന്നാലതു രണ്ടു
വഗ്ഗൎാന്തരങ്ങളുെട േയാഗമായിട്ടിരിക്കും. ഇവിേടയും മുഖസൗമ്യചാപങ്ങെള തങ്ങ�
ളിൽ കൂട്ടിയും അന്തരിച്ചും അദ്ധൎിച്ചിരിക്കുന്നവറ്റിെന്റ സമസ്തജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം
നേടേത്തതു്. പിെന്ന ഭൂയാമ്യചാപങ്ങളുെട േയാഗാന്തരാദ്ധൎങ്ങെള സംബന്ധിച്ചുള്ള
സമസ്തജ്യാക്കെള വഗ്ഗൎിച്ചു് അന്തരിച്ചതു് രണ്ടാമതു്. ഇതു മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായം�
െകാണ്ടും വരും. ഇവിെട മുഖസൗമ്യചാപേയാഗാദ്ധൎവും ഭൂയാമ്യചാപേയാഗാദ്ധൎവും
ഇവ രണ്ടുംകൂട്ടിയാൽ പരിദ്ധ്യദ്ധൎമായിട്ടിരിക്കും. ഈ േയാഗാദ്ധൎചാപങ്ങൾ രണ്ടി�
െന്റയും ജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎേയാഗം വ്യാസവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കു ം , ഈ ജ്യാക്കൾ രണ്ടും
ഭുജാേകാടികളാകയാൽ. യാെതാരുപ്രകാരം പരിധീെട നാെലാന്നിെന രണ്ടായി
വിഭജിച്ചിരിക്കുന്ന ഖണ്ഡങ്ങളുെട അദ്ധൎജ്യാക്കൾ തങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടികൾ, വ്യാ�
സാദ്ധൎം കണ്ണൎവും ആയിട്ടിരിക്കുന്നൂ, അവ്വണ്ണം പരിദ്ധ്യദ്ധൎെത്ത രണ്ടായി ഖണ്ഡിച്ച�
വറ്റിെന്റ സമസ്തജ്യാക്കൾ തങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടികളായിട്ടിരിക്കു ം , വ്യാസം കണ്ണൎവു�
മായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ ഇെച്ചാല്ലിയ േയാഗാദ്ധൎജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎേയാഗ ം വ്യാസ�
വഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കു ം . ആകയാൽ വ്യാസവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു രണ്ടു് അന്തരാദ്ധൎചാപങ്ങളുെട
സമസ്തജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎങ്ങൾ രണ്ടും േപായതായിട്ടിരിക്കും ഇെച്ചാല്ലിയ ജ്യാക്കളുെട
ഘാതേയാഗം. അവിെട വ്യാസവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു നേട ഒരു അന്തരാദ്ധൎചാപജ്യാവഗ്ഗ ൎം 
േപാവൂ. അവിെട േശഷിച്ചതു് ആയന്തരാദ്ധൎജ്യാവിെന്റ േകാടിവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും. ഇതു
രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരമാകയാൽ ഈ ജ്യാക്കൾ രണ്ടിേനയും സംബന്ധിച്ചുള്ള
ചാപങ്ങെള തങ്ങളിൽ കൂട്ടുകയും അന്തരിക്കുകയും െചയ്തിരിക്കുന്ന ചാപങ്ങൾ രണ്ടും
യാവചിലവ അവെറ്റ സംബന്ധിച്ചുള്ള ജ്യാക്കൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതായിട്ടിരിക്കും,
മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായത്തിനു തക്കവണ്ണം. ഇവിെട പിെന്ന വ്യാസത്തിനു ചാപമാ�
കുന്നതു പരിദ്ധ്യദ്ധൎ്യമാകയാൽ, വ്യാസാഗ്രത്തിങ്കൽ െചാല്ലിയ അന്തരാദ്ധൎചാപെത്ത
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പരിദ്ധ്യദ്ധൎത്തിൽ കൂട്ടുകയും കളകയും െചയ്  വൂ. ഇങ്ങെന ഇരിക്കുന്ന ചാപങ്ങൾ
രണ്ടിെന്റയും ജ്യാക്കൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതായിട്ടു വേരണം ഈ വഗ്ഗൎാന്തരം, േയാ�
ഗാന്തരചാപജ്യാഘാതരൂപമായിട്ടു് എേല്ലാ ഇരിപ്പൂ വഗ്ഗൎാന്തരം, എന്നിട്ടു്. ഇവിെട
പിെന്ന േയാഗാന്തരചാപങ്ങൾക്കു രണ്ടിന്നുെമാേന്ന ജ്യാക്കൾ, ശരത്തിനും ചാപ�
ത്തിന്നുേമ േഭദമുള്ളൂ. വ്യാസേരഖയിങ്കന്നു ഇരുപുറവും തുല്യമായിട്ടു് അകലുേമ്പാൾ
ജ്യാക്കൾ തുല്യങ്ങളായിട്ടിരിക്കും എന്നു നിയതം. യാെതാരുപ്രകാരമനന്തപുരവൃത്ത�
ത്തിങ്കൽ അദ്ധൎജ്യാക്കൾ പഠിക്കുേന്നടത്തു് ഇരുപത്തിനാലാകുന്ന പക്ഷത്തിങ്കൽ
ഇരുപത്തിമൂന്നാമതും ഇരുപത്തിഅഞ്ചാമതും ഒേന്ന ആയിട്ടിരിക്കുന്നൂ, അവ്വണ്ണമി�
വിേടയും. ജ്യാക്കൾ തുല്യങ്ങളാകയാൽ ഘാതം വഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട വ്യാസ�
വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു മുേഖാത്തരാഗ്രവും വ്യാസാഗ്രവും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരചാപജ്യാവിെന്റ
വഗ്ഗൎെത്ത നേട കളയുേമ്പാൾ വ്യാസമൂലത്തിങ്കന്നു മുേഖാത്തരാഗ്രേത്താളമുള്ള അന്ത�
രചാപജ്യാവിെന്റ വഗ്ഗൎം േശഷിക്കുന്നതു്. പിെന്ന ഇതിങ്കന്നു വ്യാസമൂലേത്താടു ഭൂമീെട
ദക്ഷിണാഗ്രേത്താടുള്ള അന്തരചാപജ്യാവഗ്ഗൎെത്ത കളേകേവണ്ടുവതു്. ഇതു രണ്ടാ�
മദ്ധൎചാപമാകുന്നതു്. എന്നിട്ടു് ഇതും രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരമാകയാൽ ഇവ�
റ്റിെന്റ േയാഗാന്തരചാപജ്യാഘാതമായിട്ടിരിക്കു ം . ഇവിെട മുഖസൗമ്യാഗ്രത്തിങ്കന്നു
വ്യാസമൂലേത്താടിടയിലുള്ള പരിദ്ധ്യംശം ഒരു ചാപമാകുന്നതു്. വ്യാസമൂലത്തിങ്കന്നു
ഭൂയാമ്യാഗ്രാന്തരം ഒരു ചാപമാകുന്നതു്. ഇവറ്റിെന്റ അന്തരമാകുന്നതു മുഖസൗമ്യാ�
ഗ്രത്തിങ്കന്നു ഭൂയാമ്യാഗ്രേത്താടിടയിലുള്ള പരിദ്ധ്യംശം. ഇതു മുഖദക്ഷിണഭുജാചാപ�
േയാഗമായിട്ടിരിക്കും. ഇതിെന്റ ജ്യാവാകുന്നതു് ആദ്യകണ്ണൎം. എന്നാൽ ആദ്യകണ്ണൎം
അന്തരചാപജ്യാവാകുന്നതു്. പിെന്ന മുഖസൗമ്യാഗ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി വ്യാസമൂലം
കഴിച്ചു ഭൂചാപത്തിങ്കെല ബിന്ദുേവാളമുള്ളതു േയാഗചാപമാകുന്നതു്. ഇതിെന്റ ജ്യാവു
മുഖഭൂചാപേയാഗജ്യാവായിട്ടിരിക്കും. ദക്ഷിണഭുജാചാപേത്തക്കാൾ ഭൂദക്ഷിണാഗ്ര�
േത്താടു ഭൂചാപത്തിങ്കെല ബിന്ദുേവാടുള്ള അന്തരേമറീട്ടിരിക്കും ഭൂചാപം എന്നാൽ
അന്തരെത്ത ദക്ഷിണഭുജാചാപത്തിൽ കൂട്ടിയാൽ ഭൂചാപേത്താടു തുല്യമാകയാൽ
ഭൂമുഖചാപേയാഗജ്യാവു േയാഗജ്യാവാകുന്നതു്. എന്നിട്ടു മുഖയാമ്യചാപേയാഗജ്യാവും
മുഖഭൂചാപേയാഗജ്യാവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതായിട്ടിരിക്കും മുഖസൗമ്യഭുജാഘാതവും
ഭൂയാമ്യഭുജാഖാതവും തങ്ങളിെല േയാഗം. ഇതിന്നു് ആദ്യകണ്ണൎാശ്രിതഭുജാഘാൈത�
ക്യെമന്നു േപർ. ആദ്യകണ്ണൎമാകുന്നതു് മുഖസൗമ്യാഗ്രേത്താടു ഭൂയാമ്യാഗ്രേത്താടു സ്പൎ �
ശിച്ചുള്ള കണ്ണൎം. ഇതിെന്റ അഗ്രെത്ത സ്പശൎിച്ചിരിേപ്പാ ചിലവ മുഖസൗമ്യഭുജകൾ,
മൂലെത്ത സ്പശൎിേപ്പാ ചിലവ ഭൂയാമ്യഭുജകൾ. ഇവറ്റിെന്റ ഘാതേയാഗമാകയാൽ
ആദ്യകണ്ണൎാശ്രിതഭുജഘാൈതക്യമിതു്. ഇതു പിെന്ന ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎാഘാതമായി�
ട്ടിരിെപ്പാന്നു്. ഇവിെട ആദ്യകണ്ണൎമാകുന്നതു ഭൂദക്ഷിണാഗ്രത്തിങ്കന്നു മുഖസൗമ്യാഗ്ര�
േത്താളമുള്ളതു്. തൃതീയകണ്ണൎമാകുന്നതു പിെന്ന ഭൂയാമ്യഭൂജകെള പകന്നുൎെവച്ചാൽ
അഗ്രം നേടെത്തതു തെന്നയും മൂലം മെറ്റാരിടത്തും സ്പശൎിച്ചിട്ടിരിക്കുന്ന ഈ ആദ്യ�
കണ്ണ ൎം തെന്ന. ദ്വിതീയകണ്ണൎം നേടെത്തേപ്പാെല ഇരിക്കും. മുഖസൗമ്യാഗ്രത്തിങ്കൽ
സ്പശൎിക്കുന്ന പ്രഥമകണ്ണൎത്തിെന്റ മൂലം മെറ്റാരിടത്തായിരിക്കും എന്നു െചാല്ലിയതു്, ഭൂ�
ചാപത്തിങ്കൽ ഭൂദക്ഷിണാഗ്രത്തിങ്കന്നു ഭൂയാമ്യചാപാന്തരം െചേന്നടത്തു യാെതാരു
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ബിന്ദു നേട െചാല്ലിയതു് അതിങ്കലായിട്ടിരിക്കും. ഇവിടുന്നു മുഖസൗമ്യാഗ്രേത്താളമുള്ള�
തു തൃതീയകണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഭൂയാമ്യഭുജകെള പകന്നുൎെവക്കുേമ്പാേള ഇതു് ഉണ്ടാവൂ.
ഇതിെന തൃതീയകണ്ണൎെമന്നു െചാല്ലുന്നൂ. പിെന്ന ഈ കണ്ണൎങ്ങൾ രണ്ടും ഭുജകളാ�
യി ഇക്കണ്ണൎമൂലാന്തരത്തിങ്കെല ചാപെത്ത ഭൂചാപെമന്നും കല്പിപ്പൂ. അതാകുന്നതു
ഭൂചാപത്തിങ്കെല ബിന്ദുവും ഭൂയാമ്യാഗ്രവും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരചാപം ഇതിെന്റ
ജ്യാവിെന ഭൂമി എന്നും കല്പിച്ചിട്ടു് ഒരു ത്ര്യശ്രെത്ത ഉണ്ടാക്കൂ. പിെന്ന ഈ ഭൂമിക്കു
വിപരീതമായിട്ടു മുഖസൗമ്യാഗ്രത്തിങ്കന്നു് ഈ ഭൂമിേയാളമുള്ളതു് ഈ ത്ര്യശ്രത്തിങ്ക�
െല ലംബമാകുന്നതു്. അവിെട ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎങ്ങളാകുന്ന ഭുജകളുെട ഘാതെത്ത
വ്യാസംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാലുണ്ടാകും ഈ ലംബം. എല്ലായിടത്തും ജ്യാക്കളായിട്ടിരി�
ക്കുന്ന ത്ര്യശ്രഭുജകളുെട ഘാതെത്ത ആ വൃത്തവ്യാസംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ആ
ഭുജാചാപേയാഗത്തിെന്റ ജ്യാവു ഭൂമിയായിട്ടിരിക്കുന്ന ത്ര്യശ്രത്തിെന്റ ലംബമു�
ണ്ടാകും എന്നു നിയതം. ഇതു ‘ജീേവ പരസ്പര’ എന്നാദിയായുള്ള േശ്ലാകത്തിങ്കെല
ന്യായംെകാണ്ടുവരും. ഇവിെട പിെന്ന വിഷമചതുരശ്രെത്ത ദ്വിതീയകണ്ണൎംെകാണ്ടു
വിഭജിച്ചു രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളായിട്ടു കല്പിച്ചാൽ രണ്ടിങ്കലും ഓേരാ ലംബമുണ്ടാകു ം . ഈ
ലംബങ്ങൾ രണ്ടിന്നും സാധാരണമായിട്ടിരിക്കുന്ന ഭൂമിയായിട്ടിരിക്കും ഈ ദ്വിതീയകൎ�
ണ്ണം. ഇക്കണ്ണൎം ഭൂമിയായിട്ടിരിക്കുന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങളിെല ലംബങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും േയാ�
ഗം യാെതാന്നു് ഇതിേനാടു തുല്യമായിട്ടിരിക്കും ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎഘാതത്തിങ്കന്നു
വ്യാസംെകാണ്ടു ഹരിച്ചുള്ള ലംബം. അതു് എങ്ങെന എന്നു പിെന്ന. ഇവിെട ആദ്യതൃ�
തീയകണ്ണൎങ്ങളുെട അഗ്രം മുഖസൗമ്യാഗ്രത്തിങ്കൽ, മൂല ം ഭൂയാമ്യാഗ്രത്തിങ്കലും ഭൂചാ�
പബിന്ദുവിങ്കലും. ഈ മൂലാന്തരചാപജ്യാവു് ഇക്കണ്ണൎങ്ങളാകുന്ന ത്ര്യശ്രഭുജകൾക്കു
ഭൂമി ആകുന്നതു്. ഈ ഭൂമിക്കും ദ്വിതീയകണ്ണൎത്തിന്നും ഒേന്ന ദിക്കു്, ദ്വിതീയകണ്ണൎ �
ത്തിെന്റ രണ്ടഗ്രത്തിങ്കന്ന് ഈ ജ്യാഗ്രങ്ങൾ യാമ്യചാപേത്താടു തുല്യങ്ങളാകയാൽ.
ദ്വിതീയകണ്ണൎത്തിെന്റ ചാപത്തിന്നും ഈ ത്ര്യശ്രഭൂമിചാപത്തിന്നും മദ്ധ്യമാകുന്നതു
മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ വ്യാസമൂലാഗ്രത്തിങ്കൽ ആയിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ ദ്വിതീയകണ്ണൎ �
ത്തിന്നും ഈ ത്ര്യശ്രഭൂമിക്കും ദിക്കു് ഒെന്ന ആകയാൽ ദ്വിതീയകണ്ണൎം ഭൂമിയായിട്ടുള്ള
ലംബങ്ങൾ രണ്ടിനും വലിയ ലംബത്തിന്നും ദിക്ക് ഒെന്ന. പിെന്ന ദ്വിതീയകണ്ണൎം ഭൂ�
മിയായി ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎം ഭുജകളായിരിക്കുന്ന ത്ര്യശ്രത്തിെന്റ ഭൂമി മുഖമായി ഇരി�
േപ്പാരു ചതുരശ്രം സമലംബമായിട്ടിരിക്കു ം . ഇവ്വണ്ണ ം കല്പിക്കുേമ്പാൾ ലംബേയാഗ
തുല്യം വലിയ ലംബെമന്നു സ്പഷ്ടമാകും. പിെന്ന ഈ ലംബേയാഗെത്ത ദ്വിതീയകൎ�
ണ്ണത്തിെന്റ അദ്ധൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ദ്വിതീയകണ്ണൎം ഭൂമിയായിട്ടിരിക്കുന്ന ത്ര്യശ്ര�
ങ്ങൾ രണ്ടിേലയും ഫലേയാഗമായിട്ടു വൃത്താന്തഗ്ഗൎതചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലമുണ്ടാകും.
ആകയാൽ കണ്ണൎങ്ങൾ മൂന്നും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിങ്കന്നു വ്യാസംെകാണ്ടു ഹരിച്ചു്
അദ്ധൎിച്ചതു ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലമായിട്ടിരിക്കും. കണ്ണൎത്രയഘാതെത്ത േക്ഷത്രഫലം�
െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഇരട്ടിച്ച വ്യാസമായിട്ടിരിക്കും. കണ്ണൎവഗ്ഗൎങ്ങളുെട ഘാതെത്ത
േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ദ്വിഗുണവ്യാസവഗ്ഗൎമുണ്ടാകും. ലംബേയാഗം,
വ്യാസം, േക്ഷത്രഫലെമന്നിവ എല്ലാ ം ഇവിെട പ്രസംഗാൽ പറഞ്ഞു. എന്നിട്ടു് ഇതി�
െന്റ േശഷം േമലിൽ പറയുന്നുണ്ടു്.
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ഇവിെട കണ്ണൎങ്ങെള വരുത്തുംപ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂതു്. അവിെട ആദ്യകൎ�

ണ്ണാശ്രിതഭുജഘാൈതക്യം ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎാഘാതമായിട്ടിരിക്കും എന്നു വിസ്ത�

രിച്ചു െചാല്ലി. ഈ ന്യായ ംെകാണ്ടുതെന്ന ദ്വിതീയകണ്ണൎാശ്രിതഭുജാഘാൈതക്യം

ദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎഘാതെമന്നും വരും. ഇതു മുഖയാമ്യഭുജാഘാതവും ഭൂസൗമ്യഭു�

ജാഘാതവും കൂടിയതു്. പിെന്ന ഭൂയാമ്യഭൂജകെള പകന്നുൎ കല്പിച്ചാലുള്ള ദ്വിതീയകൎ�

ണ്ണാശ്രിതഭുജകളുെട ഘാതം, തൈദക്യേത്തയും ഉണ്ടാക്കൂ. അതു ഭൂമുഖഘാതവും

സൗമ്യയാമ്യഭുജാഘാതവും കൂടിയതു്. ഇതിന്നു ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതേയാഗെമന്നു

േപർ. ഇതു പ്രഥമദ്വിതീയകണ്ണൎഘാതമായിട്ടിരിക്കും. ഇനി ഈ ഭുജകെള പകന്നുൎെവ�

ച്ചാൽ നാലാമതു് ഒരു കണ്ണൎമുണ്ടാവുകയില്ല, പ്രസ്താരം ഒടുങ്ങിേപ്പാകയാൽ. ഇവിെട

ഇവ്വണ്ണമുണ്ടാക്കിയ ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎഘാതെത്ത ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎഘാതംെകാ�

ണ്ടു ഗുണിച്ചു ദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎഘാതംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലം ആദ്യകണ്ണൎവഗ്ഗൎം.

പിെന്ന ദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎഘാതെത്ത ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎഘാതംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു

ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎഘാതംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. ഫലം ദ്വിതീയകണ്ണൎവഗ്ഗൎം. ഇങ്ങെന കൎ�

ണ്ണങ്ങൾ വരുത്തു ം പ്രകാരം. തൃതീയകണ്ണൎെത്ത വരുേത്തണ്ടാ, കല്പിതെമെത്ര അതു്,

എന്നിട്ടു്. ഇവ്വണ്ണംതെന്ന ഉണ്ടാക്കുകയുമാം േവണ്ടുകിൽ.

വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖം 47-ൽ കഖഗഘ വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിരിക്കുന്ന ഒരു വിഷമ ചതുര�
ശ്രം.

ഇവിെട ഭൂമി = കഖ .

മുഖം = ഗഘ .

യാമ്യഭുജ = ഖഗ .

സൗമ്യഭുജ = കഘ .

കഖ > ഖഗ > കഘ >ഗഘ എന്നും കല്പിക്കുന്നു.

ആദ്യകണ്ണൎം = ഖഘ .

ദ്വിതീയകണ്ണൎം = കഗ
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പരിേലഖം (47)

കഘ എന്ന ചാപത്തിൽഘഗ എന്ന ചാപത്തിേനാടു തുല്യമായിട്ടുകഘ1 എന്ന ചാപ�
െത്ത ഉണ്ടാക്കു. അപ്രകാരംതെന്ന കഖ എന്ന ചാപത്തിലും ഖഗ എന്ന ചാപതുല്യമായിട്ടു്
കഖ1 എന്ന ചാപെത്ത ഉണ്ടാക്കു.

അേപ്പാൾ ചാപ ം കഘ1 = ചാപ ം ഗഘ = മുഖചാപ ം 
ചാപ ം കഖ1 = ചാപ ം ഖഗ = യാമ്യചാപ ം 

ചാപ ം ഘഘ1 = മുഖസൗമ്യഭുജാചാപാന്തര ം 
ചാപ ം ഖഖ1 = ഭൂയാമ്യഭുജാചാപാന്തര ം 

ഘഘ1 എന്ന ചാപത്തിെന്റ മദ്ധ്യം = വ
ഖഖ1 എന്ന ചാപത്തിെന്റ മദ്ധ്യം = വ 1

ചാപങ്ങൾവഘ+ഘഗ+ഗഖ+ഖവ 1=ചാപങ്ങൾവഘ1+ഘ1ക+കഖ1+ഖ1വ 1

= വൃത്താദ്ധൎം
∴ വ വ 1 = ഒരു വ്യാസമാകുന്നു.

ഇവിെടവ വ്യാസാഗ്രവും, വ 1 വ്യാസമൂലവുെമന്നു കല്പിക്കു.
ചാപ ം വ 1ഖ = ചാപ ം വ 1ഖ1

= ഭൂയാമ്യഭുജാചാപാന്തരാദ്ധൎം
ചാപ ം വഘ = മുഖസൗമ്യഭുജാചാപാന്തരാദ്ധ ൎം 
ചാപ ം വ 1ക = ചാപ ം വ 1ഖ1 + ചാപ ം ഖ1ക

= ചാപ ം വ 1ഖ + ചാപ ം ഖഗ
= ചാപ ം വ 1ഗ

ഇപ്രകാരംതെന്ന ചാപ ം വക = ചാപ ം വ ഗ

പിെന്ന മുമ്പിൽപറഞ്ഞ ന്യായംെകാണ്ടു്,

കഘ ×ഘഗ = കവ 2 − വഘ2
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ഖഗ × ഖക = കവ 1

2 − വ 1ഖ2

∴ കഘ ×ഘഗ + ഖഗ × ഖക = കവ 2 +കവ 1

2 − വഘ2 − വ 1ഖ2

വ്യാസം ഭൂമിയായി വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിരിക്കുന്ന ഏതു ത്ര്യശ്രത്തിെന്റയും ഭുജകൾ ഭൂമിയാകു�
ന്ന കണ്ണൎത്തിെന്റ ഭുജാേകാടികളായിട്ടിരിക്കുെമന്നു നിയതം.

∴ കവ 2 +കവ 1

2 = വ വ 1

2

∴ കഘ ×ഘഗ +കഖ × ഖഗ = വ വ 1

2 − വഘ2 − വ 1ഖ2

വ്യാസകണ്ണൎത്തിന്നു വഘ , ഘവ 1 ഇവയും ഭുജാേകാടികളാകുന്നു

∴ വ വ 1

2 = വഘ2 +ഘവ 1

2

∴ വ വ 1

2 − വഘ2 = ഘവ 1

2

അേപ്പാൾകഘ ×ഘഗ +കഖ × ഖഗ = വ 1ഘ2 − വ 1ഖ2

= ഘഖ1 ×ഘഖ
(ആദ്യംപറഞ്ഞ ന്യായംെകാണ്ടു്)

ഘഖ എന്നതു് ആദ്യകണ്ണൎം. ഭൂയാമ്യഭുജകെള പകന്നുൎ കല്പിക്കുേമ്പാൾ ആദ്യകണ്ണൎത്തിെന്റ
സ്ഥാനത്തു ഘഖ1 എന്ന കണ്ണൎമുണ്ടാകുന്നു. ഇതിന്നു തൃതീയകണ്ണൎെമന്നു േപർ ദ്വിതീയകണ്ണൎ �
ത്തിന്നു സംസ്ഥാനേഭദവുമില്ല.

ആദ്യകണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരഗ്രെത്ത സ്പശൎിക്കുന്ന ഭുജകൾ ഘക , ഘഗ ; മെറ്റ അഗ്രെത്ത സ്പൎ �
ശിക്കുന്നവഖഗ ,ഖക . അതുെകാണ്ടുകഘ ×ഘഗ +കഖ ×ഖഗ എന്ന ഘാതേയാഗത്തി�
ന്നു് ആദ്യകണ്ണൎാശ്രിതഭുജാഘാൈതക്യെമന്നു േപർ.

∴ ആദ്യകണ്ണൎാശ്രിതഭുജാഘാൈതക്യം =ഘഖ ×ഘഖ1

= ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം

ഘഖഖ1 എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ ഖഖ1 എന്നതിെന ഭൂമി എന്നു കല്പിച്ചു ബാഹുസ്പശൎാ�
ഗ്രമായ ഘ എന്ന ബിന്ദുവിൽനിന്നു ഭൂമിയിേലക്കു ഘച എന്ന ലംബെത്ത വരക്കു.

ലംബം ഘച =
ഘഖ ×ഘഖ

വ്യാസം
(“ജ്യാേയാഃ പരസ്പരം ഘാതാത്ത്രിജ്യാപ്തം ലംബ ഇഷ്യുേത” എന്ന ന്യായ ംെകാണ്ടു്).

ചതുരശ്രെത്ത ദ്വിതീയകണ്ണ ൎംെകാണ്ടു് ഘകഗ , ഖകഗ എന്നു രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളായി വി�
ഭജിച്ചു ഖ , ഘ എന്ന ബാഹുസ്പശൎാഗ്രങ്ങളിൽ നിന്നു സാധാരണഭൂമിയായ കഗ -യിേലയ്ക്കു
ഘച 1, ഖച 2 എന്ന രണ്ടു ലംബങ്ങെള വരയ്ക്കു.

ചാപം കഖ1 = ചാപം ഗഖ ; ദ്വിതീയകണ്ണൎത്തിെന്റയും ഖഖ1 എന്നതിെന്റയും ചാപ�
ങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും മദ്ധ്യം വ്യാസമൂലമായ വ 1-ൽ തെന്ന.

∴ ഖ1ഖ , കഗ ഇവ തുല്യ ദിക്കുകൾ.
∴ കഖ1, ഖഗ സമലംബമായിട്ടിരിക്കുന്ന ഒരു ചതുരശ്രം.
∴ ഘച , ഘച 1, ഖച 2 ഈ ലംബങ്ങളും തുല്യദിക്കുകൾ.
∴ ഘച = ഘച 1 + ഖച 2.

അേപ്പാൾ വിഷമചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം

= ദ്വിതീയകണ്ണൎത്തിെന്റ ഇരുപുറവുമുള്ള ത്ര്യശ്രങ്ങളുെട
േക്ഷത്രഫലേയാഗം



214 അദ്ധ്യായം 7. ജ്യാനയനപ്രകാര ം 

= 1

2
× ദ്വിതീയകണ്ണൎം× (ഘച 1 + ഖച 2)

= 1

2
× ദ്വിതീയകണ്ണൎം×ഘച

എന്നാൽഘച =
ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം

വ്യാസം
അേപ്പാൾ വിഷമ

ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം =
ആദ്യദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം

2×വ്യാസം

വ്യാസം =
ആദ്യദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം

2×ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം
ആദ്യകണ്ണൎവഗ്ഗൎം× ദ്വിതീയകണ്ണൎവഗ്ഗൎം×തൃതീയകണ്ണൎവഗ്ഗൎം

ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം
= (2×വ്യാസം)2

ഇവിെട ലംബേയാഗം, േക്ഷത്രഫലം, വ്യാസം ഇവെയ പ്രസംഗാൽ പറഞ്ഞു. അനന്തരം
കണ്ണൎാനയനെത്ത തുടരുന്നു.

ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം = ആദ്യകണ്ണൎാശ്രിതഭുജാഘാൈതക്യം
= കഘ ×ഘഗ +കഖ × ഖഗ

ദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം = ദ്വിതീയകണ്ണൎാശ്രിതഭുജാഘാൈതക്യം
= കഘ ×കഖ + ഗഘ × ഗഖ

പിെന്ന ഭുയാമ്യഭുജകെള പകന്നുൎ കല്പിച്ചാൽകഘഗഖ1 എെന്നാരു ചതുരശ്രമുണ്ടാകും.
ഈ ചതുരശ്രത്തിെന്റ കണ്ണൎങ്ങൾ തൃതീയകണ്ണൎവും ദ്വിതീയകണ്ണൎവും. ആദ്യകണ്ണൎം ഈ ചതുര�
ശ്രത്തിെന്റ തൃതീയകണ്ണൎമായിട്ടുവരും. ഇവിെട കഗ എന്ന കണ്ണൎെത്ത സംബന്ധിച്ചുള്ള കൎ�
ണ്ണാശ്രിതഭുജാഘാൈതക്യം = കഗ ×ഘഖ = ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎാഘാതം.

∴ ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎാഘാതം = കഘ ×കഖ1 + ഖ1ഗ × ഗഘ
= കഘ × ഗഖ +കഖ × ഗഘ

കഖഗഘ എന്ന ചതുരശ്രത്തിൽകഘ , ഗഖ ഇവെയ അേന്യാന്യം ഭുജാപ്രതിഭുജകെള�
ന്നു പറയുന്നു; കഖ , ഗഘ ഇവേയയും അേന്യാന്യം ഭുജാപ്രതിഭുജകെളന്നു പറയുന്നു.

ആേപ്പാൾ ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎാഘാതം = ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതേയാഗം
= ഗഘ ×കഖ +കഘ × ഖഗ

ഭുജകെള എങ്ങെന പകന്നുൎ കല്പിച്ചാലും നാലാമതു് ഒരു കണ്ണൎമുണ്ടാവുകയില്ല. ഭ1, ഭ2,
ഭ3, ഭ4 എന്നു ചതുരശ്രത്തിെന്റ നാലു ഭൂജകൾ എന്നു കല്പിക്കു. ഇവയിൽ ഈരണ്ടിെന്റ ഘാ�
തം ആറുവിധത്തിൽ വരാം — ഭ1ഭ2, ഭ1ഭ3, ഭ1ഭ4, ഭ2ഭ3, ഭ2ഭ4, ഭ3ഭ4 —ഇങ്ങെന പ്രസ്താര ം
ആറു്. രണ്ടു ഭുജകളുെട ഘാതത്തിൽ ബാക്കിയുള്ള രണ്ടു ഘാതെത്തയാണു് കൂേട്ടണ്ടതു്. ഇങ്ങ�
െനയുള്ള േയാഗങ്ങൾ മൂന്നു മാത്രേമ ഉണ്ടാകയുള്ളൂ അവ ഭ1ഭ3 + ഭ3ഭ4, ഭ1ഭ3 + ഭ2ഭ4,
ഭ1ഭ4 + ഭ2ഭ3 ആകുന്നു. ഇവയിൽ രണ്ടു തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചു മൂന്നാമതുെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ
കണ്ണൎവഗ്ഗൎമുണ്ടാകുന്നു. മൂന്നുവിധം മാത്രേമ ഇതും സംഭവിക്കുകയുള്ളൂ.

ആദ്യകണ്ണൎവഗ്ഗൎം =
(ഭ1ഭ2 + ഭ3ഭ4)(ഭ1ഭ3 + ഭ2ഭ4)

ഭ1ഭ4 + ഭ2ഭ3
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രണ്ടാംകണ്ണൎവഗ്ഗൎം =
(ഭ1ഭ2 + ഭ3ഭ4)(ഭ1ഭ4 + ഭ2ഭ3)

ഭ1ഭ3 + ഭ2ഭ4

മൂന്നാംകണ്ണൎവഗ്ഗൎം =
(ഭ1ഭ3 + ഭ2ഭ4)(ഭ1ഭ4 + ഭ2ഭ3)

ഭ1ഭ2 + ഭ3ഭ4

പ്രസ്താരം ഒടുങ്ങുകയാൽ നാലാമെതാരു കണ്ണൎമുണ്ടാവുകയില്ല എന്നു പറഞ്ഞതിെന്റ യുക്തി
ഇപ്രകാരമാണു്.

അേപ്പാൾ
ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎഘാതം×ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎഘാതം

ദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎഘാതം

=
ഖഘ ×കഗ × ഖഘ ×ഘഖ1

കഗ ×ഘഖ1

= ഖഘ2 = ആദ്യകണ്ണൎവഗ്ഗൎം.

ഇങ്ങെന എല്ലാ കണ്ണൎങ്ങെളയും ഉണ്ടാക്കാ ം .

∴ ആദ്യകണ്ണൎം =
√{(കഖ×ഗഘ+ഖഗ×കഘ )(കഖ×ഖഗ+കഘ×ഘഗ )

കഘ × ഖക + ഗഘ × ഗഖ

}
ദ്വിതീയകണ്ണൎം =

√{ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎാഘാതം×ദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം
ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം

}
=
√{(കഖ×ഗഘ+ഖഗ×കഘ )(കഘ×ഖക+ഗഘ×ഗഖ )

കഖ × ഖഗ +കഘ ×ഘഗ

}
തൃതീയകണ്ണൎം =

√{ആദ്യതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം×ദ്വിതീയതൃതീയകണ്ണൎാഘാതം
ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎാഘാതം

}
=
√{(കഖ×ഖഗ+കഘ×ഘഗ )(കഘ×കഖ+ഗഘ×ഗഖ )

കഖ × ഗഘ + ഖഗ ×കഘ

}

“ജീേവപരസ്പരം” ന്യായത്തിെന്റ ഉപപത്തി
അനന്തര ം ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതേയാഗം ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎഘാതമായിട്ടിരിക്കും
എന്നു െചാല്ലിയതിെന പഠിതജ്യാക്കളിൽ കാട്ടുന്നൂ. അവിെട രണ്ടു ജ്യാക്കെള പര�
സ്പരേകാടികെളെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചു കൂട്ടിയാൽ ആ ജ്യാക്കളു�
െട േയാഗചാപത്തിെന്റ ജ്യാവുണ്ടാകും എന്നു മുമ്പിൽ െചാല്ലീ. ഇവിെട ത്രിജ്യാവു
പ്രഥമകണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കും, േയാഗചാപജ്യാവ് ദ്വിതീയകണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കും. ഇതേരത�
രേകാടി മേറ്റതിന്നു പ്രതിഭുജയായിട്ടിരിക്കും. അതു് എങ്ങെന എന്നു്. അവിെട ദ്വിതീ�
യജ്യാഗ്രത്തിങ്കൽ ത്രിജ്യാകണ്ണൎത്തിെന്റ അഗ്രം. ദ്വിതീയതൃതീയചാപങ്ങൾ രണ്ടിന്നും
കൂടീട്ടു് ഒരു സമസ്തജ്യാവും. ഈ ജ്യാവിെന്റ മദ്ധ്യത്തിങ്കൽ സ്പശൎിക്കും ത്രിജ്യാകണ്ണൎം.
ഇക്കണ്ണൎവും സമസ്തജ്യാവും തങ്ങളിലുള്ള സംപാതത്തിങ്കന്നു തൃതീയജ്യാഗ്രേത്താ�
ളമുള്ള സമസ്തജ്യാദ്ധൎം ഒരു ഭുജാ ദ്വിതീയജ്യാവിെന പിെന്ന ഇസ്സംപാതത്തിങ്കലും
തൃതീയജ്യാവും പൂവ്വ ൎാപരസൂത്രവും തങ്ങളിലുള്ള സംപാതത്തിങ്കലും സ്പശൎിച്ചിട്ടു കല്പി�
ക്കാ ം . എന്നാലെതാരു ഭുജാ. തൃതീയജ്യാവു് ഒരു ഭുജാ. ഇങ്ങെന ഇരിേപ്പാരു ത്ര്യ�
ശ്രമുണ്ടു്. ഇവിെട സമസ്തജ്യാദ്ധൎം പ്രഥമജ്യാവു്. ഇതിേനയും ദ്വിതീയജ്യാവിേനയും
ഇതേരതരേകാടികെളെക്കാണ്ടു് ഗുണിച്ചു തങ്ങളിൽകൂട്ടി ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ
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തൃതീയജ്യാവായിട്ടു വരും. എന്നിെതല്ലാം മുമ്പിൽെചാല്ലീ. പിെന്ന ഇവിെട േക്ഷത്ര�
കല്പനെത്ത പ്രകാരാന്തേരണ നിരൂപിക്കം. ഇവിെട ദ്വിതീയജ്യാഗ്രത്തിങ്കലും ചതുൎ�
ത്ഥജ്യാഗ്രത്തിങ്കലും സ്പശൎിക്കുമാറു സമസ്തജ്യാവിെന കല്പിപ്പൂ. ഇസ്സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യത്തി�
ങ്കൽ സ്പശൎിക്കുമാറു വ്യാസാദ്ധൎകണ്ണൎേത്തയും ദ്വിതീയജ്യാവിെന യഥാസ്ഥാനമായിട്ടും
കല്പിച്ചു പിെന്ന ദ്വിതീയജ്യാവും പൂവ്വ ൎാപരസൂത്രത്തിങ്കെല ദ്വിതീയജ്യാേകാടിയും പി�
െന്ന സമസ്തജ്യാദ്ധൎങ്ങളിൽ ദ്വിതീയജ്യാഗ്രെത്ത സ്പശൎിക്കുന്ന ഒരു ഭാഗവും ഇതിെന്റ
േകാടി വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കെല ഭാഗവും ഇങ്ങെന ഒരു വിഷമചതുരശ്രം. ഇവിെട പൂൎ�
വ്വാപരസൂത്രവും ദ്വിതീയജ്യാവുമുള്ള സംപാതത്തിങ്കലും സമസ്തജ്യാമദ്ധ്യത്തിങ്കലും
സ്പശൎിച്ചിട്ടു് ഒരു കണ്ണൎം. ഇതു തൃതീയജ്യാവായിട്ടിരിക്കും, മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ന്യായം�
െകാണ്ടു്; സ ം സ്ഥാനേഭദ ംേതാന്നുെമെത്ര. മേറ്റ കണ്ണൎം ദ്വിതീയജ്യാഗ്രത്തിങ്കൽ സ്പൎ �
ശിച്ചിരിക്കുന്നവ്യാസാദ്ധൎം. ഇവിെട ദ്വിതീയജ്യാവും പ്രഥമജ്യാേകാടിയും തങ്ങളിൽ
പ്രതിഭുജകളായിട്ടിരിക്കും. മേറ്റവ തങ്ങളിലും. എന്നാൽ ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതം കൎ�
ണ്ണഘാതെമന്നതു് ഇവിേടയും വരും.25

വ്യാഖ്യാനം 25: വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമാകാവുന്ന ചതുരശ്രത്തിെന്റ ലക്ഷണങ്ങെള യുക്തിഭാഷ�
യിലും ലീലാവതിയിലും പറഞ്ഞുകാണുന്നില്ല.

വ്യാഖ്യാനം: ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതേയാഗം = ആദ്യദ്വിതീയകണ്ണൎാഘാതം എന്ന ന്യായ�
െത്ത പഠിതാജ്യാക്കളിൽ കാണിക്കുന്നു. ജീേവ പരസ്പരന്യായെത്തെക്കാണ്ടു് ഇതു സാധി�
ക്കുന്നു. ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതേയാഗം കണ്ണൎഘാതതുല്യം എന്ന ന്യായെത്ത അേപക്ഷിച്ചു
ജീേവ പരസ്പരന്യായത്തിെന്റ ഉപപത്തിെയ പ്രകാരാന്തേരണ പറയുന്നതായിട്ടുമിവിെട
കല്പിക്കാം. ഇവിെട ജ്യാക്കൾക്കു ചില സംസ്ഥാനേഭദങ്ങെള കല്പിേക്കണം. മുഖത്തിൽ
ആദ്യദ്വിതീയജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു് തൃതീയജ്യാവിെന വരുത്തുവാനാണ് പറഞ്ഞിരിക്കുന്നതു്.
ഇവിെട തുല്യന്ന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന അഞ്ചാമെത്തയും മൂന്നാമെത്തയും ജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു്
എട്ടാംജ്യാവിെന വരുത്തുവാനാണിവിെട പറയുന്നതു്.

പരിേലഖം 48-ൽ ചാപം കിഖ = അഞ്ചുചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗം
ചാപംഖഘ = ആറുചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട േയാഗം

(െചറിയ ജ്യാവിെന്റ ചാപത്തിലിരട്ടി)
= അഞ്ചാംജ്യാവു് = ഭ5.

ഘഖ എന്ന ചാപത്തിെന്റ മദ്ധ്യത്തിേലയ്ക്കു് ഒരു വ്യാസാദ്ധൎെത്ത വരക്കു. അതു ഖഘ
എന്ന സമസ്തജ്യാവിെന്റ മദ്ധ്യമായ ര എന്ന ബിന്ദുവിൽ സ്പശൎിക്കും.

∴ ഖര = മൂന്നാംജ്യവു് = ഭ3

മര = ശേരാനവ്യാസാദ്ധൎം = മൂന്നാംജ്യാവിെന്റ േകാടി = ഭ21

മച = അഞ്ചാംജ്യാവിെന്റ േകാടി = ഭ19

രച = 8-ാം ജ്യാവ് = ഭ8 (യുക്തി മുമ്പിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടേല്ലാ)
ഇവിെട മരഖച എന്ന ചതുരശ്രം വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിട്ടു കല്പിക്കാം. ജീേവ പരസ്പരന്ന്യാ�
േയന,

രച =
ഖച × മര + ഖര × മച

വ്യാസാദ്ധൎം
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ഖച × മര + ഖര × മച = രച ×വ്യാസാദ്ധൎം

പരിേലഖം (48)

മരഖച എന്ന ചതുരശ്രത്തിൽ, ഖച , മര ഭുജാപ്രതിഭുജകളാകുന്നു; ഖര , മച ഇവയും
ഭുജാപ്രതിഭുജകളാകുന്നു. രച , വ്യാസാദ്ധൎം ഇവ കണ്ണൎങ്ങൾ.

അേപ്പാൾ ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതേയാഗം = കണ്ണൎഘാതം എന്നു വന്നു. ഈ വരുത്തിയ
ന്യായെത്ത അേപക്ഷിച്ചു്,

ഖച × മര + ഖര × മച = രച ×വ്യാസാദ്ധൎം

∴ ഭ5 × ഭ21 + ഭ3 × ഭ19 = ഭ3 ×വ്യാസാദ്ധൎം

∴ ഭ3 =
ഭ5ഭ21 + ഭ3 × ഭ19

വ്യാസാദ്ധൎം
(ജീേവ പരസ്പരന്യായം)

വ്യാഖ്യാനം: ജീേവ പരസ്പരന്യായം:-

Denoting the successive Bhujas by J1, J2, J3, . . . and the corresponding
Kotis by K1, K2, K3, . . ., in Fig. 49, J1, K1, K1, J1 are the four sides of the cyclic
quadrilateral, oM1 A1T2 and T2M1 = T2M3 = J2.
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പരിേലഖം (49)

Now oA1 × T2M1 = A1M1 × oT2 + A1T2 × oM1

i.e., r× J2 = J1 × K1 + J1 × K1 = 2J1 × K1 where r = the radius)

∴ J2 =
2J1 × K1

r

പരിേലഖം (50)

Again in Fig. 50, oM2 A2T3 is also a cyclic quadrilateral, in which A2M2 =
J2, A2T3 = J1, oM2 = K2, oT3 = K1 and T3M2 = J3

∴ oA2 × T3M2 = A2M2 × oT3 + A2T3 × oM2

i.e., r× J3 = J2 × K1 + J1 × K2

i.e., J3 =
J2 × K1 + J1 × K2

r
and so on.

The same may be applied in the case of the whole chords as in Fig. 51.
To prove that sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y.
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പരിേലഖം (51)

BD is the diameter and BA, AC are two chords on opposite sides. Then ABCD
is a cyclic quadrilateral.

Hence BC× AD + AB× CD = BD× AC.

∴ BC
BD
× AD

BD
+

AB
BD
× CD

BD
=

AC
BD

.

If BC and AB subtend angles x and y respectively at D, then sin x cos y +
cos x sin y = sin(x + y)

ജീവാനയനം
പിെന്ന പ്രഥമജ്യാവും ദ്വിതീയജ്യാവും തങ്ങളിലുള്ള വഗ്ഗൎാന്തരം പ്രഥമജ്യാവും തൃതീ�
യജ്യാവും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന പ്രഥമജ്യാവും തൃതീയജ്യാവും
തങ്ങളിലുള്ള വഗ്ഗൎാന്തര ം ദ്വിതീയജ്യാവും ചതുത്ഥൎ ജ്യാവും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതമായി�
ട്ടിരിക്കും. ഇങ്ങെന രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തര ം അവറ്റിെന്റ ചാപേയാഗത്തിെന്റ�
യും അന്തരത്തിെന്റയും ജ്യാക്കൾ രണ്ടും തങ്ങളിെല ഘാതമായിട്ടിരിക്കു ം , മുമ്പിൽ
െചാല്ലിയ ന്യായംെകാണ്ടു്. എന്നാൽ അതതു ജ്യാവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു പ്രഥമജ്യാവഗ്ഗൎെത്ത
കളഞ്ഞു് അടുത്തു കീെഴ ജ്യാവിെനെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അടുത്തു മീെത്ത ജ്യാവു�
ണ്ടാകും. ഇവ്വണ്ണം വ്യാസാദ്ധൎംകൂടാെത പഠിതജ്യാക്കെള വരുത്താ ം . പിെന്ന പ്രഥമ
തൃതീയജ്യാഘാതത്തിൽ പ്രഥമജ്യാവഗ്ഗൎെത്തക്കൂട്ടി മൂലിച്ചാൽ ദ്വിതീയജ്യാവുണ്ടാകും.
ഇങ്ങെന ജ്യാവഗ്ഗൎം ക്രേമണ ഉണ്ടാക്കാ ം , വ്യാസാദ്ധൎം കൂടാെത. ഇവെറ്റ എല്ലാ ം 
സമസ്തജ്യാക്കളായിട്ടു കല്പിക്കിലുമാം. ഇങ്ങെന ഒരു പരിഷജീവാനയനന്യായങ്ങൾ.

വ്യാഖ്യാനം: ഭ1, ഭ2, ഭ3, . . ., ഭ23, ഭ24 എന്നു ഇരുപത്തിനാലു പഠിതജ്യാക്കെള കല്പിപ്പൂ.
രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം ആ ജ്യാക്കളുെട ചാപങ്ങളുെട േയാഗത്തിെന്റയും അന്തരത്തി�
െന്റയും ജ്യാക്കളുെട ഘാതമായിട്ടിരിക്കുെമന്നു മുമ്പിൽ ചതുരശ്രകണ്ണൎാനയനത്തിൽ പറഞ്ഞി�
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ട്ടുണ്ടേല്ലാ. ആ ന്യായപ്രകാരം
ഭ2

2 − ഭ1

2 = ഭ3 × ഭ1

ഭ3

2 − ഭ1

2 = ഭ4 × ഭ2

ഭ4

2 − ഭ1

2 = ഭ5 × ഭ3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∴ ഭ2

2 − ഭ1

2

ഭ1

= ഭ3

ഭ3

2 − ഭ1

2

ഭ2

= ഭ4

ഭ4

2 − ഭ1

2

ഭ3

= ഭ5

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

“തത്തൽജ്യാവഗ്ഗൎമാദ്യജ്യാവഗ്ഗൎഹീനം . . . ” ഇത്യാദി വ്യാസാദ്ധൎം കൂടാെത ഈ ജീവാനയന�
ന്യായെത്ത മുമ്പിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടേല്ലാ. (പുറം 219)

ഭ2

2 = ഭ3 × ഭ1 + ഭ1

2

ഭ3

2 = ഭ4 × ഭ2 + ഭ1

2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ഇങ്ങെന ജ്യാവഗ്ഗൎങ്ങേളയും ഉണ്ടാക്കാം. 26

വ്യാഖ്യാനം 26:
By this theorem J2

2 − J1

2 = J3 J1

Hence J3 =
J2

2 − J1

2

J1

where J1 and J2 are known

Again J3

2 − J1

2 = J4 J2

Hence J4 =
J3

2 − J1

2

J2

Hence J4 comes from J1, J2 and J3

Thus by induction, Jn
2 − J1

2 = Jn + 1× Jn − 1

∴ Jn + 1 =
Jn

2 − J1

2

Jn − 1

Thus each successive Bhuja can be derived from the preceding two Bhujas and the
first Bhuja.
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ലംബാനയനത്തിെന്റ ഉപപത്തി
അനന്തരം രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട ഘാതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ തച്ചാപ�
േയാഗജ്യാവു ഭൂമി ആയിരിക്കുേന്നടെത്ത ലംബമുണ്ടാകും എന്നു െചാല്ലിയതിെന്റ ഉപ�
പത്തിെയ കാട്ടുന്നൂ. അനന്തപുരവൃത്തത്തിങ്കെല സമസ്തജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു്. അവി�
െട പൂവ്വ ൎസൂത്രത്തിെന്റ കിഴെക്ക തലെക്കന്നു് ഇരുപുറവും പതുപ്പത്തു ചാപഖണ്ഡങ്ങ�
െള കഴിച്ചു േനെര െതക്കുവടക്കു് ഒരു ജ്യാവിെന കല്പിപ്പൂ. ഇതു പത്താ ംജ്യാവാകുന്നതു്.
പിെന്ന ഇതിെന്റ െതെക്ക തലെക്കന്നു തുടങ്ങി പന്ത്രണ്ടു ചാപഖണ്ഡത്തിന്നു് ഒരു
സമസ്തജ്യാവിെന കല്പിപ്പൂ. ഇതിെന്റ അഗ്രം പൂവ്വ ൎാപരസൂത്രത്തിെന്റ വടെക്ക പുറത്തു
രണ്ടു ചാപഖണ്ഡം കഴിേഞ്ഞടത്തു പരിധിെയ സ്പശൎിക്കും. ഇതു് ആറാം ജ്യാവു്. പിെന്ന
ഇതിെന്റ വടെക്ക തലക്കലും പത്താംജ്യാവിെന്റ വടെക്ക തലക്കലുംകൂടി ഒരു സമസ്ത�
ജ്യാവിെന കല്പിപ്പൂ. ഇതു നാലാം ജ്യാവ്. പിെന്ന ആറാംജ്യാവിെന്റ നടുവിലും വൃത്ത�
േകന്ദ്രത്തിങ്കലും സ്പശൎിച്ചിട്ടു രണ്ടഗ്രങ്ങളൂം പരിധിെയ സ്പശൎിക്കുമ്മാറു് ഒരു വ്യാസസൂത്ര�
െത്ത കല്പിപ്പൂ. ഇതും ആറാംജ്യാവും തങ്ങളിൽ വിപരീതദിക്കുകൾ, ഇതിങ്കലൂെട ശര�
െമന്നിട്ടു്. പിെന്ന ഈ വ്യാസസൂത്രത്തിെന്റ കിഴെക്ക തലെക്കന്നു േനെര പടിഞ്ഞാ�
േറാട്ടു് ഒരു സമസ്തജ്യാവിെന കല്പിപ്പൂ, േനെര വടേക്കാട്ടും. ഇതിൽ നേടേത്തതു േകാ�
ടി, രണ്ടാമതു ഭുജ. ഈ ഭുജ നാലാംജ്യാവായിട്ടിരിെപ്പാന്നു്. ഇവിെട പൂവ്വ ൎാപരസൂത്രാ�
ഗ്രേത്താടു പത്താംജ്യാവിെന്റ െതെക്ക അഗ്രേത്താടു് ഇടയിൽ പത്തു ചാപഖണ്ഡമു�
ള്ളൂ. അവിെട ദശമജ്യാഗ്രത്തിങ്കന്നു് ആറുചാപഖണ്ഡം കഴിഞ്ഞിട്ടു് വ്യാസാഗ്രം പരിധി�
െയ സ്പശൎിക്കുന്നൂ. ഇവിടുന്നു പൂവ്വൎസൂത്ര ം നാലു ചാപഖണ്ഡം; ഇവിടുന്നു ം നാലു ചാപ�
ഖണ്ഡം വടക്കു െചേന്നടത്തു ഭുജാഗ്രം പരിധിെയ സ്പശൎിക്കും. ഇങ്ങെന എട്ടു ചാപഖ�
ണ്ഡത്തിങ്കൽകൂടിയുേള്ളാരു സമസ്തജ്യാവു് ആകെകാണ്ടു നാലംജ്യാവു് എന്നു വന്നൂ.
പിെന്ന ദശമജ്യാവിെന്റ ഉത്തരാഗ്രത്തിങ്കൽ സ്പശൎിച്ചിരിക്കുന്ന ചതുത്ഥൎ ജ്യാമദ്ധ്യത്തി�
ങ്കൽ സ്പശൎിച്ചിട്ടും ഒരു വ്യാസസൂത്രെത്ത കല്പിപ്പൂ. ഇതിേന്റയും കിഴെക്ക തലേക്കന്നു
െതക്കു വടക്കു് ഒരു ഭുജാജ്യാവിെന കല്പിപ്പൂ. ഇതു പന്ത്രണ്ടു ഖണ്ഡത്തിെന്റ സമസ്തജ്യാ�
വാകയാൽ ആറാംജ്യാവായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട യാെതാരു ജ്യാവിെന്റ മദ്ധ്യത്തിങ്കൽ
വ്യാസമാകുന്ന കണ്ണൎം സ്പശൎിക്കുന്നൂ അതിെന്റ ഭുജ ഇതരജ്യാവായിട്ടിരിക്കും.27

വ്യാഖ്യാനം 27: ഒരു ജ്യാവിന്നു വ്യാസമാകുന്ന യാെതാരു കണ്ണൎം വിപരീതദിക്കാകുന്നു,
ആ കണ്ണൎത്തിെന്റ ഭുജ മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ജ്യാവിെന്റ ഇതരജ്യാവാകുന്നുെവന്നത്ഥൎ ം.

ഇവിെട പൂവ്വ ൎാപരസൂത്രാഗ്രവും േയാഗചാപജ്യാവാകുന്ന ഭൂമ്യഗ്രവും തങ്ങളിൽ, േയാ�
ഗചാപാദ്ധൎം അന്തരമാകുന്നൂ.28

വ്യാഖ്യാനം 28: “തങ്ങളിലന്തരം േയാഗചാപാദ്ധൎമാകുന്നു” എന്നു മാറ്റിയാൽ അത്ഥൎ ം സ്പ�
ഷ്ടമാകു ം .

ഇതിങ്കന്നു് ഇഷ്ടചാപാദ്ധ ൎം കളഞ്ഞാൽ ഇതരചാപാദ്ധൎം േശഷിക്കും എന്നു േഹതുവാ�
കുന്നതു്. ഇവിെട വ്യാസമാകുന്ന കണ്ണൎം പ്രമാണ ം , ഇതിെന്റ ഭുജ പ്രമാണഫലം, വ്യാ�
സത്തിങ്കന്നു വിപരീതമായിരിക്കുന്ന ജ്യാവു് ഇച്ഛാ, വിപരീതജ്യാേയാഗത്തിങ്കന്നു29

േയാഗ ചാപജ്യാേയാഗേത്താളം ഉള്ള ലംബം ഇച്ഛാഫലമായിട്ടുണ്ടാകും.
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വ്യാഖ്യാനം 29: വ്യാസകണ്ണൎംപ്രമാണ ം , ഇതിെന്റ ഭുജ പ്രമാണഫലം, ഇഷ്ടവ്യാസത്തിന്നു
വിപരീതമായിട്ടിരിക്കുന്ന ജ്യാവിച്ഛാ. ഇഷ്ടവ്യാസങ്ങൾക്കു വിപരീതങ്ങളായിരിക്കുന്ന ജ്യാക്ക�
ളുെട േയാഗത്തിങ്കന്നു് ആ ജ്യാക്കെള സംബന്ധിച്ചുള്ള േയാഗചാപജ്യാേവാളമുള്ള ലംബം
ഇവിെട ഇച്ഛാഫലമാകുന്നതു്.

ഇവിെട ഇഷ്ടജ്യാക്കളിൽ ഒന്നു് ഇച്ഛയാകുേമ്പാൾ മേറ്റതു പ്രമാണഫലമായിട്ടിരിക്കും.
ആകയാൽ ചതുത്ഥൎ ഷഷ്ഠജ്യാക്കൾ രണ്ടിന്നും ഒന്നുതെന്ന ഇച്ഛാഫലമാകുന്നതു്, ലം�
ബ ം വരുത്തുേന്നടത്തു്. പിെന്ന േകാടി വരുത്തുേന്നടത്തു ചാപമദ്ധ്യസ്പൃഷ്ടമായിരിക്കു�
ന്ന വ്യാസസൂത്രത്തിെന്റ േകാടി പ്രമാണഫലമാകുന്നതു്. ഇവിെട ഇച്ഛാ പ്രമാണഫ�
ലഘാതം രണ്ടു് ആകയാൽ ഇച്ഛാഫലങ്ങളായി ആബാധകളായി ദശമജ്യാഖണ്ഡ�
ങ്ങളായിരിക്കുന്ന അവ രണ്ടു ജ്യാക്കൾക്കും രണ്ടായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട ഇച്ഛാപ്രമാ�
ണങ്ങൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ വിപരീതദിക്കുകളാകയാൽ ഇവറ്റിെന്റ ഫലങ്ങൾ തങ്ങളി�
ലും വിപരീതദിക്കുകളായിട്ടിരിക്കു ം . ഇങ്ങെന ഭുജകെളെക്കാണ്ടു ലംബഭൂമികെള വരു�
ത്തുംപ്രകാരെത്ത െചാല്ലീതായി.
വ്യാഖ്യാനം:

“ജ്യേയാഃ പരസ്പരം ഘാതാത്ത്രിജ്യാപ്തം ലംബ ഇഷ്യേത” (തന്ത്രസംഗ്രഹം)
രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട ഘാതെത്ത വ്യാസാദ്ധൎം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ തച്ചാപേയാഗജ്യാവു

ഭൂമിയായിരിക്കുന്ന ലംബമുണ്ടാകുെമന്നതിെന്റ ഉപപത്തിെയ പറയുന്നു. ത്രിജ്യാവൃത്തത്തിങ്ക�
െല സമസ്തജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു് അതിവിെട സാധിച്ചിരിക്കുന്നു.

പരിേലഖം (52)

പരിേലഖം 52-ൽ മ ത്രിജ്യാവൃത്തത്തിെന്റ േകന്ദ്രം. കിമപ പൂവ്വൎാപരസൂത്രം. പൂവ്വൎാപര�
സൂത്രത്തിെന്റ ഇരുപുറത്തും പത്തു ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ വീതം അളെന്നടുത്തു് ആ ഇരുപതിനും�
കൂടിഖഗ എന്ന സമസ്തജ്യാവിെന വരക്കു. പിെന്നഗ -യിൽ നിന്നു പന്ത്രണ്ടു ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ
വടേക്കാട്ടു് അളന്നവിെട ച എന്ന ബിന്ദു ഇടൂ. ഗച എന്നതു പന്ത്രണ്ടു ചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട
സമസ്തജ്യാവ്. അേപ്പാൾ ഖച എട്ടുചാപഖണ്ഡങ്ങളുെട സമസ്തജ്യാെവന്നു വരും. ചഗ എന്ന
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ചാപത്തിെന്റ മദ്ധ്യമായ വ -യിൽനിന്നും രണ്ടഗ്രവും വൃത്തെത്ത സ്പശൎിക്കുമാറു വ മജ എന്ന
വ്യാസെത്ത ഉണ്ടാക്കു. ഈ വ്യാസവും ചഗ എന്ന സമസ്തജ്യാവും വിപരീതദിക്കുകൾ. വ -
യിൽനിന്നു വ വ 1, വ ല എന്ന സമസ്തജ്യാക്കെള പടിഞ്ഞാട്ടും വടേക്കാട്ടും ഈ വ്യാസകണ്ണൎ �
ത്തിെന്റ േകാടിഭുജകളായിട്ടു വരക്കു.

ചാപം കിവ = ചാപം കിഗ −ചാപം വ ഗ
= (10− 6) ചാപഖണ്ഡങ്ങൾ.

∴ വ ല = നാലാംസമസ്തജ്യാവു്.

ചഖ എന്ന നാലാംജ്യാവിെന്റ മദ്ധ്യത്തിൽ സ്പശൎിച്ചിട്ടു് തമജ 1 എന്ന വ്യാസെത്ത വര�
ക്കു. ഇതിെന്റ േകാടിഭുജകൾ തത1, തഥ ഇവേയയും വരക്കു. എന്നാൽ തഥ ആറാംജ്യാവാ�
കുന്നു. ചഖഗ എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ ഭുജാേയാഗമായ ച -യിൽ നിന്നു ഖഗ എന്ന ഭൂമിേയാളം
ച ര എന്ന ലംബെത്ത വരക്കു.

അേപ്പാൾ ഖഗ = പത്താം ജ്യാവു്;ചഗ = 6-ാം ജ്യാവു് ചഖ = നാലാംജ്യാവു്
വ ല = നാലാംജ്യാവു്— ചഗ എന്ന ആറാംജ്യാവിെന്റ ഇതരജ്യാവു്
തഥ = ആറാംജ്യാവ്— ചഖ എന്ന നാലാംജ്യാവിെന്റ ഇതരജ്യാവ്

ഖച ര , തജ 1ത1 എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങൾ തുല്യാകാരങ്ങൾ.

∴ ലംബം = ച ര =
ത1ജ 1 × ചഖ

തജ 1

=
തഥ × ചഖ
തജ 1

=
6-ാം ജ്യാവു്×നാലാം ജ്യാവു്

വ്യാസം

=
േജ്യതരജ്യാഘാതം

വ്യാസം

ഖര =
തത1 × ചഖ

തജ 1

=
6-ാം ജ്യാവിെന്റ േകാടി×നാലാം ജ്യാവു്

വ്യാസം

ച രഗ , ജവ 1വ എന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങൾ തുല്യാകാരങ്ങൾ.

രഗ =
വ വ 1 × ചഗ

വജ

=
4-ാം ജ്യാവിെന്റ േകാടി× 6-ാം ജ്യാവു്

വ്യാസം
∴ ഭൂമി ഖഗ = പത്താം ജ്യാവു് = ഖര + രഗ

=
4-ാം ജ്യാവു്×6-ാം ജ്യാവിെന്റ േകാടി + 6-ാം ജ്യാവു്×4-ാം ജ്യാവിെന്റ േകാടി

വ്യാസം

ഇവിെട ഈ ജ്യാക്കെളല്ലാം സമസ്തജ്യാക്കളാകുന്നു.

അേപ്പാൾ ഭൂമി
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=
4-ാം അദ്ധൎജ്യാ×6-ാം അദ്ധൎജ്യാേകാടി+6-ാം അദ്ധൎജ്യാ×4-ാം അദ്ധൎജ്യാേകാടി

വ്യാസം
4

∴ ഭൂമ്യദ്ധൎം (പത്താമദ്ധൎജ്യാവു്)

=
4-ാം അദ്ധൎജ്യാ×6-ാം അദ്ധൎജ്യാേകാടി+6-ാം അദ്ധൎജ്യാ×4-ാം അദ്ധൎജ്യാേകാടി

വ്യാസാദ്ധൎം

ഇതു ജീേവപരസ്പരന്ന്യായം തെന്ന. ഇങ്ങെന ലംബഭൂമികെള വരുത്തുംപ്രകാരം.

ഉപസംഹാരം
ഇവിെട രണ്ടു് ഇഷ്ടജ്യാക്കെള ഇതേരതരേകാടികെളെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു തങ്ങളിൽ
കൂട്ടിയതു് ഇഷ്ടജ്യാചാപങ്ങളുെട േയാഗജ്യാവും വ്യാസാദ്ധൎവും തങ്ങളിലുള്ള ഘാതമാ�
യിട്ടിരിക്കും എന്നു െചാല്ലിയതുെകാണ്ടുതെന്ന നിയതകണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കുന്ന യാെതാ�
രു ചതുരശ്രത്തിങ്കലും ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതേയാഗം കണ്ണൎഘാതമായിട്ടിരിക്കും എന്നു
വന്നൂ. ഈ ന്യായം െകാണ്ടുതെന്ന അടുത്തുള്ള ഭുജകൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചു കൂട്ടിയ�
തും ചില കണ്ണൎഘാതമായിട്ടിരിക്കും എന്നതിേനയും െചാല്ലീ. പിെന്ന ഈ ന്യായം�
െകാണ്ടു േയാഗാന്തരചാപജ്യാക്കെള വരുത്താെമന്നും െചാല്ലീ. തദ്വാരാ പഠിതജ്യാ�
ക്കെള ഒെക്ക വരുത്താെമന്നും െചാല്ലീ. പിെന്ന പ്രഥമകണ്ണൎാശ്രിതഭുജാഘാതേയാ�
ഗം പ്രഥമതൃതീയ കണ്ണൎാഘാതം എന്നും വേന്നടത്തു് ഇക്കണ്ണൎചാപേയാഗജ്യാവു ഭൂ�
മിയാകുന്ന ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല ലംബം വരും, ഈ കണ്ണൎാഘാതെത്ത വ്യാസം െകാണ്ടു
ഹരിച്ചാൽ. പിെന്ന ദ്വിതീയകണ്ണൎം ഭൂമിയാകുന്ന ത്ര്യശ്രങ്ങൾ രണ്ടിങ്കെല ലംബേയാഗ�
മാകിലുമാം ഈ ലംബം. അേപ്പാൾ കണ്ണൎാഘാതെമന്നു വിവക്ഷിക്കണ്ടാ; ഭുജാഘാത�
ങ്ങൾ എേന്ന േവണ്ടൂ. പിെന്ന ഈ ലംബംെകാണ്ടു ദ്വിതീയകണ്ണൎാദ്ധൎെത്ത ഗുണിച്ചാൽ
ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം വരും എന്നു സാമാന്യന്യായ ംെകാണ്ടു വന്നിരിക്കുന്നൂ.

വൃത്താന്തഗ്ഗൎതചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലാനയനം
അനന്തരം ഈ ന്യായംെകാണ്ടു പരിധികൂടാെത നിയതകണ്ണൎമായിരിക്കുന്ന ചതുര�
ശ്രബാഹുക്കെളെക്കാണ്ടുതെന്ന വ്യാസെത്ത വരുത്താം എന്നതിെന കാട്ടുവാനായി�
െക്കാണ്ടു് കണ്ണൎവും വ്യാസവും കൂടാെത ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലെത്ത വരുത്തുംപ്രകാ�
രെത്ത കാട്ടുന്നൂ. ഇങ്ങെന ത്രിഭുജേക്ഷത്രത്തിങ്കെല ഫലത്തിെന്റ വഗ്ഗൎമുണ്ടാക്കുന്ന
പ്രകാരെത്ത െചാല്ലി അനന്തരം ഇവ്വണ്ണം തെന്ന ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലത്തിെന്റ
വഗ്ഗൎവുമുണ്ടാകും എന്നതിെന െചാല്ലുന്നൂ അവിെട ഒരു വൃത്തത്തിെന്റ അന്തഭ ൎാഗ�
ത്തിങ്കൽ കല്പിപ്പൂ ചതുരശ്രം. അേപ്പാൾ ചതുരശ്രത്തിെന്റ നാലുേകാണും വൃത്തെത്ത
സ്പശൎിച്ചിരിേക്കണം. അേപ്പാൾ ആ വൃത്തത്തിെന്റ നാലു ജ്യാക്കളായിട്ടിരിക്കും ഇച്ചതു�
രശ്രബാഹുക്കൾ. ഇന്നാലു ജ്യാക്കെളെക്കാണ്ടു വൃത്തം മുഴുവൻ തികഞ്ഞിട്ടുമിരിക്കും.
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പിെന്ന ഇച്ചതുരശ്രത്തിങ്കൽ ഇഷ്ടമായിട്ടു് ഒരു കണ്ണൎെത്ത േകാേണാടുേകാണു സ്പൎ �
ശിക്കുമാറു് കല്പിപ്പൂ. എന്നാലിച്ചതുരശ്രത്തിെന്റ അന്തഭ ൎാഗത്തിങ്കൽ രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളു�
ണ്ടാകും. ഇവിെട രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങൾക്കും സാധാരണമായിട്ടിരിേപ്പാരു ഭൂമിയായിട്ടിരി�
ക്കും ഇക്കല്പിച്ച കണ്ണൎം. ഇവ്വണ്ണം നിയതമായിരിക്കുന്ന ചതുരശ്രത്തിങ്കെല ഫലെത്ത
“സവ്വൎേദായ്യുൎതി ദളം”4 എന്നാദിയായിരിക്കുന്നതിെനെക്കാണ്ടു വരുത്തുന്നൂ അവിെട
പിെന്ന ഈ ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരു പുറെത്ത ചതുരശ്രബാഹുക്കൾ രണ്ടിേനയും ത്ര്യ�
ശ്രബാഹുക്കൾ എന്നും ഇഷ്ടകണ്ണൎെത്ത ഭൂമി എന്നും കല്പിച്ചു മുമ്പിൽ െചാല്ലിയവണ്ണം
ലംബെത്ത ഉണ്ടാക്കൂ. പിെന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ മെറ്റ പുറെത്ത ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല
ലംബേത്തയു ം ഉണ്ടാക്കൂ. പിെന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎാദ്ധൎെത്തെക്കാണ്ടു് ലംബേയാഗെത്ത
ഗുണിപ്പൂ. അതു് ഈ ചതുരശ്രേക്ഷത്രത്തിങ്കെല ഫലമാകുന്നതു്, ലംബംെകാണ്ടു ഭൂമ്യൎ�
ദ്ധെത്ത ഗുണിച്ചാൽ ത്ര്യശ്രഫലമുണ്ടാകും എന്നിട്ടു്. ഇതുണ്ടു െചാല്ലീട്ടു്5

“ലംബഗുണം ഭൂമ്യദ്ധൎം സ്പഷ്ടം ത്രിഭുേജ ഫലം ഭവതി”

എന്നു്.
ഇവിെട ഇസ്സംഖ്യകെളെക്കാണ്ടു കല്പിപ്പൂ ചതുരശ്രേക്ഷത്രെത്ത.

പഞ്ചാശേദകസഹിതാ വദനം യദീയം |
ഭൂഃ പഞ്ചസപ്തതിമിതാ ച മിേതാഷ്ടഷഷ്ട്യാ ||
സേവ്യാ ഭുേജാ ദ്വിഗുണവിംശതി സമ്മിേതാന്യ-
സ്തസ്മിൻ ഫലശ്രവണലംബമിതി പ്രചക്ഷ്വ” ||6

“അേത്രശേകാണഗാമീഷ്ടഃ കണ്ണൎസ്സപ്തസപ്തതി സംേഖ്യാഃ”|

ഇവിെട പടിഞ്ഞാെറ പുറെത്ത ബാഹുവിെന ഭൂമി എന്നും കിഴെക്കതിെന മുഖ�
െമന്നും െചാല്ലീ. ഈശാന്തേകാേണാടു നി  ര്യതിേകാേണാടുള്ള കണ്ണൎം എഴുപേത്തഴു്.
അതിെന ഇഷ്ടകണ്ണൎെമന്നും ഇതിെന ചതുരശ്രത്തിന്നകത്തൂെട രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങൾ�
ക്കും ഭൂമിയായിട്ടിരിെപ്പാന്നു് എന്നും കല്പിക്കുന്നൂ. ഇങ്ങെന ഒരു സ ം ഖ്യാനിയമെത്ത
ആശ്രയിച്ചുെകാണ്ടാൽ ഓപ്പൎാെനളുതു്. ഇവിെട അഗ്നിേകാണിങ്കന്നു് ഉണ്ടാകുന്ന ലം�
ബം ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ നടുവി  ൽനിന്നു െതക്കു നീങ്ങി സ്പശൎിക്കും; വായുേകാണിങ്കന്നു്
ഉണ്ടാകുന്നതു വടക്കു നീങ്ങിയു ം സ്പശൎിക്കും ഇവിെട ഇക്കണ്ണൎത്തിങ്കൽ രണ്ടു ലംബങ്ങ�
ളും സ്പശൎിക്കുന്നതിെന്റ നടുപ്രേദശത്തിന്നു ലംബനിപാതാന്തരം എന്നു േപർ. ഇതു
ഭൂമീെട ഏകേദശമാകയാൽ രണ്ടു ലംബത്തിന്നും വിപരീതദിക്കായിട്ടിരിക്കും. ലംബ�
ങ്ങൾ രണ്ടും ഒരു ദിക്കായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ ഒരു ലംബത്തിന്നു േശഷമായി നീട്ടി
കല്പിപ്പൂ മെറ്റ ലംബെത്ത; അതിന്നു േശഷമായിട്ടു് ഇേങ്ങ ലംബെത്തയും കല്പിപ്പൂ.
ഇേപ്പാളിതേരതരാഗ്രത്തിങ്കേലാളം നീളം രണ്ടു ലംബങ്ങളും. പിെന്ന ലംബാഗ്രങ്ങ�
ളിൽ രേണ്ടടത്തും ലംബനിപാതാന്തരേത്തയും കല്പിപ്പൂ. എന്നാൽ ഒരായതചതുരശ്ര�
മുണ്ടാകും. പിെന്ന ലംബേയാഗവഗ്ഗൎവും ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎവും കൂട്ടി മൂലിച്ചാൽ

4 ലീലാവതീ, അദ്ധ്യായം 6, േശ്ലാകം 167.
5 ലീലാവതീ, അദ്ധ്യായം 6, േശ്ലാകം 164.
6 ലീലാവതീ, അദ്ധ്യായം 6, േശ്ലാകം 178.
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ഈ ആയതചതുരശ്രത്തിെന്റ കണ്ണൎമുണ്ടാകും, ലംബാഗ്രങ്ങെള സ്പശൎിച്ചിട്ടു്. ഇക്കൎ�
ണ്ണം വൃത്താന്തഭ ൎാഗത്തിങ്കെല ചതുരശ്രത്തിങ്കൽ കല്പിച്ചിരിക്കുന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ
മെറ്റ കണ്ണൎമായിട്ടിരിക്കൂമതു്. ഇതിനു് ഇതരകണ്ണൎെമന്നു േപർ. എന്നാലിതരകണ്ണൎവ ൎ�
ഗ്ഗത്തിങ്കന്നു ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎം േപായേശഷം ഈ ലംബേയാഗവഗ്ഗൎം ഈ
ലംബേയാഗവഗ്ഗൎവും ഇഷ്ടകണ്ണൎാദ്ധൎവഗ്ഗൎവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫ�
ലവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കു ം . ഇവിെട പഞ്ചാശേദകസഹിതാ എന്നതു െകാണ്ടു െചാല്ലിയ
സംഖ്യാവിേശഷം െകാണ്ടു കല്പിച്ച ചതുരശ്രത്തിങ്കൽ മുഖവും ദക്ഷിണബാഹുവും
തങ്ങളിലുള്ള േയാഗത്തിങ്കന്നുണ്ടാകുന്ന ലംബം ഭൂമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു െതക്കു നീങ്ങി സ്പൎ �
ശിക്കും, മുഖേത്തക്കാൾ ദക്ഷിണബാഹു െചറിയതു്, എന്നിട്ടു്. ലംബാഗ്രത്തിങ്കൽ
സ്പശൎിക്കുന്ന ബാഹുക്കൾ രണ്ടിൽവച്ചു യാെതാരു ബാഹു െചറിയതു ഭൂമീെട നടുവിൽ�
നിന്നു് അതിെന്റ ദിക്കിൽ നീങ്ങീട്ടു് ഭൂമിെയ സ്പശൎിക്കും ലംബം എന്നു നിയതം. ലം�
ബസ്പശൎത്തിങ്കന്നു് ഇരുപുറവുമുള്ള ഭൂഖണ്ഡങ്ങൾക്കു് ആബാധകൾ എന്നു േപർ. ആ
ലംബെത്ത സംബന്ധിച്ചിരിേപ്പാ ചിലവ അവ രണ്ടും. പിെന്ന ഭൂമി എന്നു െചാല്ലിയ
ചതുരശ്രബാഹുവും ഉത്തര ബാഹുവും തങ്ങളിെല േയാഗത്തിങ്കന്നുണ്ടാകുന്ന ലംബം
നിര്യതീശേകാണു േനാക്കിയുള്ള ഇഷ്ടകണ്ണൎമാകുന്ന ഭൂമിയിങ്കൽ േനെര നടുവിൽ�
നിന്നു വടക്കു നീങ്ങി സ്പശൎിക്കും, ഭൂമിേയക്കാൾ ഉത്തരബാഹു െചറിയതു്, എന്നിട്ടു്.
ഇവ്വണ്ണം ഇരിക്കയാൽ രണ്ടു ലംബെത്ത സംബന്ധിച്ചുള്ള ആബാധകളിൽ വടെക്ക
പുറെത്ത ആബാധകൾ രണ്ടും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരം ഇവിെട ലംബനിപാതാന്തര�
മാകുന്നതു്. ഇവിെട ഇഷ്ടകണ്ണൎമാകുന്ന ഭൂമീെട നടുവിന്നു െതക്കു് ഒരു ലംബ സംപാ�
തം, വടക്കു മേറ്റതു് ആകയാൽ ഭൂമദ്ധ്യേത്താടു ലംബസംപാതേത്താടുള്ള അന്തരാ�
ളങ്ങൾ രണ്ടും കൂടിയതു് ഇവിെട ലംബനിപാതാന്തരമാകുന്നതു്. ആകയാൽ രണ്ടു
ലംബേത്തയും സംബന്ധിച്ചിട്ടു് ഒരു ദിക്കിെല ആബാധകൾ രണ്ടിേനയും വരുത്തി
തങ്ങളിൽ അന്തരിച്ചാലും വരും ഈ ലംബനിപാതാന്തരം. ഭൂമദ്ധ്യലംബസംപാതാ�
ന്തരങ്ങൾ രണ്ടും വരുത്തി തങ്ങളിൽ കൂട്ടിയാലുംവരും ഈ ലംബനിപാതാന്തരം.
പിെന്ന ദക്ഷിണബാഹുവിെന മുഖമാക്കി മുഖെത്ത ദക്ഷിണബാഹുവാക്കി പകന്നുൎ �
െവച്ചാലും ഇഷ്ടകണ്ണൎം ഭൂമിയായിട്ടിരിക്കും. ഭൂമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു വടക്കു നീങ്ങീട്ടു രണ്ടു
ലംബവും ഭൂമിെയ സ്പശൎിക്കുന്നു. ആകയാൽ രണ്ടു ലംബേത്തയും സംബന്ധിച്ചുള്ള
ഭൂമദ്ധ്യലംബസംപാതാന്തരങ്ങൾ രണ്ടും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരം ഇവിെട ലംബനിപാ�
താന്തരമാകുന്നതു്. ആ ബാധകൾെകാണ്ടു വരുത്തുകിൽ ഇവിെടയും വിേശഷമില്ല
ഒരു ദിക്കിെല ആ ബാധകൾ രണ്ടും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരം തെന്ന അേത്ര ലംബനി�
പാതാന്തരമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഇവിെട ഇഷ്ടകണ്ണൎെത്തെക്കാണ്ടു ചതുരശ്രെത്ത രണ്ടു
ത്ര്യശ്രമാക്കി കല്പിക്കുേമ്പാൾ ഈ രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങൾ രണ്ടിലും ഈരണ്ടു ഭുജകളുള്ള�
തിൽ െചറിയവ രണ്ടും ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരഗ്രെത്ത സ്പശൎിക്കുന്നൂ, വലിയ ഭുജകൾ
രണ്ടും മെറ്റാരു അറ്റെത്ത സ്പശൎിക്കുന്നൂ, എന്നിരിക്കിൽ ഭൂമിയായി കല്പിച്ചിരിക്കുന്ന
ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ നടുവിങ്കന്നു െചറിയ ഭുജകൾ ഉള്ള ദിക്കു േനാക്കി നീങ്ങീട്ടിരി�
ക്കും രണ്ടു ലംബങ്ങളുെടയും ഭൂസ്പശൎം. ആകയാൽ ഭൂമദ്ധ്യവും ലംബസംപാതവും
ഉള്ള അന്തരങ്ങൾ രണ്ടിേന്റയും തങ്ങളിലുള്ള അന്തരം ലംബനിപാതാന്തരമായി�
ട്ടിരിക്കും. യാെതാരിടത്തു പിെന്ന രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽെവച്ചു് ഒന്നിെന്റ വലിയഭുജ�
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യും ഒന്നിെന്റ െചറിയ ഭുജയും കൂടി കണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരഗ്രെത്ത സ്പശൎിച്ചിരിക്കും, മെറ്റ
അഗ്രേത്തയും ഒന്നിെന്റ വലിയ ഭുജയും ഒന്നിെന്റ െചറിയ ഭുജയുംകൂടി സ്പശൎിച്ചിരി�
ക്കുന്നൂ, അവിെട ഇഷ്ടകണ്ണൎമാകുന്ന ഭൂമീെട മദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു് ഇരുപുറവും സ്പശൎിക്കും
ലംബങ്ങൾ. ഭൂമദ്ധ്യത്തിങ്കന്നു െചറിയ ഭുജകളുള്ള ദിക്കുേനാക്കി നീങ്ങി ഇരിക്കും
ഭൂലംബങ്ങളുെട സംപാതം എന്നു നിയതമാകയാൽ ഇവിെട ഭൂമദ്ധ്യലംബസംപാ�
താന്തരങ്ങളുെട േയാഗം ലംബനിപാതാന്തരമാകുന്നതു്. ഭൂമദ്ധ്യലംബസംപാതാ�
ന്തരമാകുന്നതു പിെന്ന ആബാധാന്തരാദ്ധൎം. വലിയ ആബാേധെട അഗ്രത്തിങ്കലും
െചറിയ ആബാധേയാളം േവർെപടുത്താൽ നടുവിൽ ആബാധാന്തരം േശഷിക്കും.
ഇതിെന്റ നടുവിൽ ഭൂമദ്ധ്യമാകുന്നതു്. ആകയാൽ ആബാധാന്തരാദ്ധൎം ഭൂമദ്ധ്യലം�
ബസംപാതാന്തരമാകുന്നതു് എന്നു വന്നൂ. ആകയാൽ ആബാധാന്തരാദ്ധൎങ്ങളുെട
േയാഗ ംതാൻ അന്തരംതാൻ ലംബനിപാതാന്തരമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഒരു ലംബെത്ത
സംബന്ധിച്ചുള്ള ആബാധകൾ രണ്ടിേന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത ഈ ആബാധകളുെട
േയാഗമാകുന്ന ഭൂമിെയെക്കാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം ആബാധാന്തരമാകുന്നതു്. വഗ്ഗൎാന്ത�
രാദ്ധൎെത്ത ഹരിച്ച ഫലം ആബാധാന്തരാദ്ധൎമാകുന്നതു്. ആബാധാവഗ്ഗൎാന്തരവും
ത്ര്യശ്രത്തിങ്കൽ ഭൂമിെയ ഒഴിച്ചുള്ള ഭുജകൾ രണ്ടും തങ്ങളിലുള്ള വഗ്ഗൎാന്തരവും തുല്യം,
ആബാധാലംബങ്ങളാകുന്ന ഭുജാേകാടികൾക്കു കണ്ണൎങ്ങളായിട്ടിരിേപ്പാ ചിലവയ�
െല്ലാ ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല രണ്ടു ഭുജകളും, എന്നിട്ടു്. ഇവിെട ത്ര്യശ്രഭുജകൾ രണ്ടിൽ
വലിയതിെന്റ വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു െചറിയതിെന്റ വഗ്ഗൎംേപായാൽ ലംബത്തിെന്റയും െച�
റിയ ആബാേധെടയും വഗ്ഗൎം േപായിട്ടിരിക്കും. ഇതിൽ ലംബവഗ്ഗൎം വലിയ ഭുേജെട
വഗ്ഗൎത്തിൽ നേട ഉണ്ടായിട്ടിരുന്നതു േപായതു്. പിെന്ന വലിയ ആബാേധെട വഗ്ഗൎം
േശഷിച്ചിട്ടുള്ളതു. അതിങ്കന്നു െചറിയ ആബാേധെട വഗ്ഗൎം േപാകുന്നു. ആകയാൽ
ആബാധാവഗ്ഗൎാന്തരവും ഭുജാവഗ്ഗൎാന്തരവും ഒേന്ന. എന്നാൽ ഇഷ്ടകണ്ണൎമാകുന്ന ഭൂമീ�
െട ഒരു പുറെത്ത ഭുജകൾ രണ്ടിലുംെവച്ചു വലിയതിെന്റ വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു െചറിയതിെന്റ
വഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞ േശഷത്തിെന്റ അദ്ധൎവും, ഈ ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ മെറ്റ പുറെത്ത
ത്ര്യശ്രഭുജകൾ രണ്ടിെന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരവും തങ്ങളിൽ കൂട്ടുകതാൻ അന്തരിക്കതാൻ
െചയ്തു് അതിെന ആബാധാേയാഗമാകുന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം ലം�
ബനിപാതാന്തരമാകുന്നതു് ആകയാൽ ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരു പാശൎ്വത്തിങ്കെല
ഭുജകളുെട വഗ്ഗൎാന്തരത്തിൽ മേറ്റ പാശൎ്വത്തിങ്ക െല ഭുജകളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം കൂട്ടുക േവ�
ണ്ടുവതു് എങ്കിൽ ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ രണ്ടു പാശൎ്വത്തിങ്കെലയും ഈരണ്ടു ത്ര്യശ്രഭുജ�
കൾ ഉള്ളതിൽ ഒരു ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല വലിയ ഭുജാവഗ്ഗൎേത്താടു മെറ്റ ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല
വലിയ ഭുജാവഗ്ഗൎെത്ത കൂട്ടൂ. ഇതിങ്കന്നു രേണ്ടടെത്തയും െചറിയ ഭുജകളുെട വഗ്ഗൎ�
േയാഗെത്ത കളയൂ. േശഷം ഭുജാവഗ്ഗൎാന്തരങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും േയാഗമായിട്ടിരിക്കും.
ഇവിെട രേണ്ടടെത്തയും വലിയ ഭുജകളിൽ ഒെട്ടാട്ടു േശഷിക്കുന്നു. അേശ്ശഷങ്ങൾ
രണ്ടും ധനഭൂതങ്ങളാകയാൽ വലിയ ഭുജകൾ രണ്ടും ധനഭൂതങ്ങൾ എന്നു കല്പിക്കാം.
ആകയാൽ ധനങ്ങളുെട േയാഗത്തിങ്കന്നു ഋണങ്ങളുെട േയാഗംകളയാം എന്നു േഹ�
തുവാകുന്നതു്. യാെതാരിടത്തു പിെന്ന വഗ്ഗൎാന്തരങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും അന്തരെത്ത
ഉണ്ടാേക്കണ്ടൂ, അവിെട രണ്ടു വഗ്ഗൎാന്തരങ്ങളിൽെവച്ചു െചറിയ വഗ്ഗൎാന്തരം യാെതാ�
രു ഭുജാവഗ്ഗൎത്തിെല േശഷം ആ ഭുജാവഗ്ഗൎം മുഴുവെന ഋണഭൂതെമന്നിരിക്കും. ഇവിെട
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േശഷിച്ചതിെനയും മെറ്റ ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല വലിയ ഭുജാവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു കളകയേല്ലാ
െചയ്യുന്നതു്, എന്നിട്ടു്. ആകയാൽ ഇെച്ചാല്ലിയ ഋണഭൂതഭുജാവഗ്ഗൎെത്ത, തെന്ന സം�
ബന്ധിച്ചുള്ള െചറിയ ഭുേജെട വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നും മെറ്റ ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല വലിയ ഭുേജെട
വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നും കളയുന്നു എന്നു വന്നിരിക്കും. ആകയാൽ ഇെച്ചാല്ലിയ ഋണഭൂതഭുജാ�
വഗ്ഗൎവും മെറ്റ ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല െചറിയ ഭുേജെട വഗ്ഗൎവും കൂടിയതു് ഋണരാശി, മെറ്റ
ഭുജാവഗ്ഗൎങ്ങൾ രണ്ടും കൂടിയതു ധനരാശി. തങ്ങളിലന്തരിച്ച േശഷം ധനം. ഇങ്ങെന
ഭുജാവഗ്ഗൎാന്തരങ്ങെള അന്തരിക്കുേന്നടെത്ത പ്രകാരം.

“അന്തരേയാേഗ കാേയ്യൎ രാശിദ്വയേയാമ്മൎഹദ്യുേത സ്ത്യാജ്യാ |
ഇതരയുതിരന്തേര േചന്ന്യൂനാധികേയാഗേതാന്യയുതിഃ” ||

എന്നും ഉണ്ടു്.
യാെതാരിടത്തു കണ്ണൎത്തിെന്റ ഇരുപുറത്തുമുള്ള ലംബങ്ങെള സംബന്ധിച്ചുള്ള

ഈരണ്ടു ഭുജകളിൽ വലിയ ഭുജകൾ രണ്ടും ലംബങ്ങളുെട ഒരു ദിക്കിലൂ, െചറിയവ
രണ്ടും ഒരു ദിക്കിലൂ, രണ്ടും െതക്കു് എന്നുതാൻ വടക്ക് എന്നുതാൻ ഈവ്വണ്ണമിരി�
ക്കുന്നൂ, അവിെട ഇെച്ചാല്ലിയ ന്യായത്തിന്നു തക്കവണ്ണം ഭൂമുഖങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാ�
ഗവും ദക്ഷിേണാത്തരബാഹുക്കളുെട വഗ്ഗൎേയാഗവും ഉണ്ടാക്കി തങ്ങളിൽ അന്ത�
രിപ്പൂ. എന്നാൽ വഗ്ഗൎാന്തരങ്ങളുെട അന്തരമുണ്ടാകും. യാെതാരിടത്തു പിെന്ന ഒരു
ലംബത്തിന്നു് ഒരു ദിക്കിെല ഭുജ വലിയതു്, മെറ്റ ലംബത്തിന്നു മെറ്റ ദിക്കിെല ഭുജ
വലിയതു് എന്നിരിക്കുന്നൂ, ഇവിെട െചാല്ലിയ ന്യായംെകാണ്ടു വഗ്ഗൎാന്തരങ്ങളുെട
േയാഗം ഉണ്ടാക്കുവാൻ വലിയ ഭുജകൾ രണ്ടിെന്റയും വഗ്ഗൎം തങ്ങളിൽ കൂേട്ടണ്ടുക�
യാൽ ഭൂമുഖവഗ്ഗൎവും ദക്ഷിേണാത്തരബാഹുക്കളുെട വഗ്ഗൎവും തങ്ങളിൽ കൂേട്ടണ്ടൂ.
ആകയാൽ എല്ലാടവും പ്രതിഭുജകളുെട വഗ്ഗൎേയാഗം െചയ്ക േവണ്ടുവതു് എന്നു നിയ�
തം. ഇങ്ങെന പ്രതിഭുജാവഗ്ഗൎേയാഗങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും അന്തരത്തിെന്റ അദ്ധൎെത്ത
ഇഷ്ടകണ്ണൎം െകാണ്ടു് ഹരിച്ചാൽ ലംബനിപാതാന്തരമുണ്ടാകും ഈ അന്തരാദ്ധൎത്തി�
െന്റ വഗ്ഗൎെത്ത ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎെത്തെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎമു�
ണ്ടാകും. പിെന്ന ഇതരകണ്ണൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎം േപായേശഷം
ലംബേയാഗവഗ്ഗൎമാകുന്നതു്. പിെന്ന ലംബേയാഗവഗ്ഗൎവും ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎവും തങ്ങ�
ളിൽ ഗുണിച്ചു നാലിൽ ഹരിച്ച ഫലം ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎമാകുന്നതു്. ഇവിെട
ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎം കൂടിയിരിക്കുന്ന ലംബേയാഗവഗ്ഗൎമാകുന്നതു് ഇതരകണ്ണൎ �
വഗ്ഗൎം ആയിട്ടിരിക്കും. അതിെന തെന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎം െകാണ്ടു ഗുണിക്കുന്നൂതാ�
കിൽ േശാദ്ധ്യമായിരിക്കുന്ന ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎെത്തയും ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎെത്ത�
െക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചിട്ടു കളയണം, സമേച്ഛദങ്ങൾേക്ക േയാഗവിേയാഗേയാഗ്യത്വമുള്ളൂ,
എന്നിട്ടു്. ആകയാൽ കണ്ണൎവഗ്ഗൎങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിങ്കന്നു് ഇതിെന കളേയണ്ടൂ
എന്നുവരും ഇവിെട പ്രതിഭുജാവഗ്ഗൎേയാഗങ്ങളുെട അദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും അന്തരം
യാെതാന്നു് ഇതിെന്റ വഗ്ഗൎെത്ത ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിച്ചിട്ടു ലംബനിപാതാ�
ന്തരവഗ്ഗൎെത്ത ഉണ്ടാക്കുന്നൂ. ഇതിെന തെന്ന പിെന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎെത്തെകാണ്ടു
ഗുണിക്കുന്നൂ. ആകയാൽ പ്രതിഭുജാവഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎങ്ങളുെട അന്തരവഗ്ഗൎെത്തത്ത�
െന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎവും ഇതരകണ്ണൎവഗ്ഗൎവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിങ്കന്നു കളേയണ്ടു�
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വതു് പിെന്ന ഇതിെന്റ നാെലാന്നു ഫലവഗ്ഗൎമാകുന്നതു്. ഇവിെട ഇവ രണ്ടിേന്റ�
യും വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത നാലിൽ ഹരിേക്കണ്ടുന്നു. അവ രണ്ടിേനയും അദ്ധൎിച്ചു വഗ്ഗൎിച്ചു്
അന്തരിച്ചാൽ ആ വഗ്ഗൎാന്തരചതുരംശം വരും. ആകയാൽ കണ്ണൎഘാതാദ്ധൎെത്ത�
യും പ്രതിഭുജാവഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎങ്ങളുെട അന്തരാദ്ധൎെത്തയും വഗ്ഗൎിച്ചു അന്തരിക്കാം.
അതു ഫലവഗ്ഗൎം. ഈ ന്യായംെകാണ്ടു തെന്ന പ്രതിഭുജാദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാഗങ്ങ�
െള അന്തരിക്കിലുമാം എന്നു വരും. “പ്രതിഭുജദളകൃതിയുേത്യായ്യദന്തരം യച്ച കണ്ണൎ �
ഘാതദളം വഗ്ഗൎാന്തരപദമനേയാശ്ചതുർഭുജേക്ഷത്രഫലമധികം” എന്നുണ്ടു്. ഇവിെട
പിെന്ന കണ്ണൎാശ്രിതഭുജാഘാൈതക്യം എന്നതിെനെക്കാണ്ടു കണ്ണൎവഗ്ഗൎങ്ങെള വരു�
ത്തുന്നൂ എന്നു മുമ്പിൽ െചാല്ലീ യാെതാരിടത്തു രണ്ടു ഫലങ്ങളുെട ഘാതെത്ത ഉണ്ടാ�
േക്കണ്ടുന്നൂ, അവിെട ഗുണ്യങ്ങൾ രണ്ടും ഗുണകാരങ്ങൾ രണ്ടു ം ഇവ നാലും തങ്ങ�
ളിൽ ഗുണിച്ചതിങ്കന്നു രണ്ടിേന്റയും ഹാരകങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതിെനെക്കാണ്ടു
ഹരിപ്പൂ. ഫലം ഫലങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചൂതായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട ഇഷ്ടകണ്ണൎ �
ത്തിെന്റ അഗ്രെത്ത സ്പശൎിക്കുന്ന ഭുജകൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതും മൂലെത്ത
സ്പശൎിച്ചിരിക്കുന്ന ഭുജകൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതും ഈ ഘാതങ്ങൾ രണ്ടും
തങ്ങളിൽ കൂട്ടിയതു് ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിന്നു ഗുണ്യമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഇതരകണ്ണൎാശ്രിത�
ഭുജാഘാൈതക്യം ഇതരകണ്ണൎത്തിന്നു ഗുണ്യമാകുന്നതു്. പിെന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ
ഗുണ്യം ഇതരകണ്ണൎത്തിെന്റ ഹാരകമാകുന്നതു്. ഇതരകണ്ണൎത്തിെന്റ ഗുണ്യം ഇഷ്ടക�
ണ്ണൎത്തിെന്റ ഹാരകമാകുന്നതു്. ആകയാൽ ഗുണ്യങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതും ഹാ�
രകങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതും ഒന്നുതെന്ന ആകയാൽ രേണ്ടടെത്ത ഗുണകാര�
ങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതുതെന്ന ഫലങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതാകുന്നതു്. ഇവിെട
രണ്ടു കണ്ണൎത്തിങ്കലും ഗുണകാരമാകുന്നതു ഭുജാപ്രതിഭുജകൾ ഈരണ്ടു തങ്ങളിൽ
ഗുണിച്ചു കൂട്ടിയതാകയാൽ ഇതിെന്റ വഗ്ഗൎം കണ്ണൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗു�
ണിച്ചതായിട്ടിരിക്കും. വഗ്ഗൎിക്കുംമുെമ്പ കണ്ണൎങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതായിട്ടിരിക്കും.
ഗുണിച്ചിട്ടു പിെന്ന വഗ്ഗൎിച്ചതും വഗ്ഗൎിച്ചിട്ടു പിെന്ന ഗുണിച്ചതും തുല്യം. എന്നാെലാ�
രു ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതത്തിൽ മെറ്റ ഭുജാപ്രതിഭുജാഘാതെത്തകൂട്ടി വഗ്ഗൎിച്ചതു കൎ�
ണ്ണവഗ്ഗൎഘാതമായിട്ടിരിക്കും എന്നു നിയതമാകയാൽ ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎെത്ത
ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതിെന കണ്ണൎവഗ്ഗൎഘാതത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞേശഷം
ഇഷ്ടകണ്ണൎവഗ്ഗൎവും ലംബേയാഗവഗ്ഗൎവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതായിട്ടിരിക്കും ഇതിൽ
നാെലാന്നു േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎമാകുന്നതു്. ഇവിെട ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎെത്ത ഇഷ്ട�
കണ്ണൎവഗ്ഗൎം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചതാകുന്നു പിെന്ന ചതുരശ്രത്തിങ്കെല പൂവ്വ ൎാപരഭുജകളുെട
വഗ്ഗൎേയാഗവും ദക്ഷിേണാത്തരഭുജകളുെട വഗ്ഗൎേയാഗവും—ഇവ രണ്ടിെന്റയും അന്ത�
രാദ്ധൎവും അദ്ധൎാന്തരവും ഒെന്ന എന്നിട്ടു്—അന്തരാദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും.
ഇതിെന കണ്ണൎവഗ്ഗൎഘാതത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞു നാലിൽ ഹരിേക്കണ്ടുകയാൽ രണ്ടിേന�
യും നാലിൽ ഹരിച്ചിട്ട് അന്തരിക്കാം. വഗ്ഗൎരൂപങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഇവ രണ്ടിേനയും
നാലിൽ ഹരിേക്കണ്ടുകയാൽ ഇവറ്റിെന്റ അദ്ധൎങ്ങെള വഗ്ഗൎിച്ചു് അന്തരിക്കിലുമാം, വൎ�
ഗ്ഗചതുരംശവും അദ്ധൎവഗ്ഗൎവും തുല്യമാകയാൽ. എന്നാൽ ഭൂമ്യദ്ധൎത്തിെന്റ വഗ്ഗൎവും
മുഖാദ്ധൎത്തിെന്റ വഗ്ഗൎവും തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ. പിെന്ന ദക്ഷിണബാഹ്വദ്ധൎത്തിെന്റ വഗ്ഗൎ�
വും ഉത്തരബാഹ്വദ്ധൎത്തിെന്റ വഗ്ഗൎവും തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ. പിെന്ന ഈ വഗ്ഗൎേയാഗങ്ങൾ
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രണ്ടിേന്റയുമന്തരം യാെതാന്ന്, ഇേഷ്ടതരകണ്ണൎങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചു് അദ്ധൎിച്ചതും
യാെതാന്നു്, ഇവ രണ്ടിെന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരവും ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം. ഇതിെന�
െച്ചാല്ലീ “പ്രതിഭുജദളകൃതിയുേത്യായ്യൎദന്തരം” എന്നതിെനെക്കാണ്ടു്. ഈ വഗ്ഗൎാന്ത�
രെത്ത പിെന്ന ഇവ രണ്ടും തങ്ങളിെല േയാഗെത്ത തങ്ങളിെല അന്തരംെകാണ്ടു
ഗുണിച്ചിട്ടും ഉണ്ടാക്കാം. േയാഗാന്തരാഹതിവ്വ ൎഗ്ഗൎാന്തരമേല്ലാ എന്നിട്ടു്. േയാഗാന്തര�
ങ്ങെള ഉണ്ടാക്കു ം പ്രകാരം പിെന്ന. ഭൂമുഖങ്ങളാകുന്ന ബാഹുക്കളുെട ഘാതവും ദക്ഷി�
േണാത്തരബാഹുക്കളുെട ഘാതവും തങ്ങളിൽ കൂട്ടി അദ്ധൎിച്ചതിെന രേണ്ടടത്തു വച്ചു്
ഒന്നിൽകൂട്ടൂ വഗ്ഗൎേയാഗാന്തരം, ഒന്നിങ്കന്നു കളയൂ. ഇവ േയാഗാന്തരങ്ങളാകുന്നതു്.
ഇെച്ചാല്ലിയ വഗ്ഗൎേയാഗാന്തരമാകുന്നതു ഭൂമുഖങ്ങളുെട അദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാഗവും
ദക്ഷിേണാത്തരബാഹുക്കളുെട അദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാഗവും തങ്ങളിൽ അന്തരിച്ചതു്.
പിെന്ന യാെതാരിടത്തു് ഒരു രാശിയിൽ മെറ്റ രണ്ടു രാശികളുെട അന്തരെത്ത കൂേട്ട�
ണ്ടൂ, അവിെട അന്തരിക്കുന്ന രാശികളിൽെവച്ചു വലിയതിെന കൂട്ടൂ, െചറിയതിെന
കളയൂ. എന്നാൽ അതു ആ അന്തരെത്ത കൂട്ടിയതായിട്ടു വരും. യാെതാന്നിങ്കന്നു
പിെന്ന അന്തരം കളേയണ്ടൂ, അതിങ്കൽ െചറിയ രാശിെയ കൂട്ടൂ, വലിയ രാശിെയ
കളയൂ. അതു ആ അന്തരം കളഞ്ഞതായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട പിെന്ന ഇവ്വണ്ണമാകി�
ലുമാം േയാഗാന്തരമുണ്ടാക്കുവാൻ ഭൂമുഖഘാതാദ്ധൎെത്ത േവെറവച്ചു് അവറ്റിെന്റ അൎ�
ദ്ധങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത അതിങ്കൽ സംസ്കരിപ്പൂ. പിെന്ന ദക്ഷിേണാത്തരബാഹു�
ഘാതാദ്ധൎത്തിൽ അവറ്റിെന്റ അദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎേയാഗെത്ത സംസ്കരിപ്പൂ. പിെന്ന
ഇങ്ങെന സംസ്കൃതങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഘാതാദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ. അതു
േയാഗാന്തരങ്ങളിൽ ഒന്നായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട ഭൂമുഖാദ്ധൎവഗ്ഗൎേയാഗെത്ത കൂട്ടൂ. ആ
ഘാതത്തിൽ, ദക്ഷിേണാത്തരബാഹ്വദ്ധൎവഗ്ഗൎേയാഗെത്ത കളയൂ ആ ഘാതത്തിങ്ക�
ന്നു്. ഇവ തങ്ങളിെല േയാഗം ഒരു രാശി ഭൂമുഖാദ്ധൎവഗ്ഗൎേയാഗം തൽഘാതത്തിങ്കന്നു
കളഞ്ഞു ദക്ഷിേണാത്തരബാഹ്വദ്ധൎവഗ്ഗൎേയാഗം തൽഘാതത്തിങ്കൽകൂട്ടി ഇവ രണ്ടും
തങ്ങളിൽ കൂട്ടിയതു രണ്ടാം രാശി. ഇവിെട യാെതാരു പ്രതിഭുജാഘാതാദ്ധൎത്തിങ്ക�
ന്നു് ഇവറ്റിെന്റ അദ്ധൎവഗ്ഗൎേയാഗം കളേയണ്ടുന്നൂ, അവിെട ഘാതാദ്ധൎം അദ്ധൎങ്ങളുെട
ഘാതത്തിലിരട്ടിയായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെന്റ വഗ്ഗൎേയാഗം പിെന്ന അന്തരവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു
അധികമായിട്ടിരിക്കും. ആകയാൽ വഗ്ഗൎേയാഗം ദ്വിഘ്നഘാതത്തിങ്കന്നു കളയരുതു്.
ആകയാൽ ഈ പ്രതിബാഹുക്കളുെട അദ്ധൎങ്ങളുെട അന്തരവഗ്ഗൎം ഋണമായിട്ടിരി�
ക്കു ം . മെറ്റ ഘാതത്തിങ്കൽ മേറ്റതു പിെന്ന പ്രതിബാഹ്വദ്ധൎങ്ങളുെട േയാഗവഗ്ഗൎമായി�
ട്ടിരിക്കും, ദ്വിഘ്നഘാതവും വഗ്ഗൎേയാഗവും കൂട്ടുകയാൽ.

“വഗ്ഗൎേയാേഗാ ദ്വേയാ രാേശ്യാദ്ദ ൎ്വിഘ്നഘാേതന സംയുതഃ |
ഹീേനാ വാ തൽപേദ രാേശ്യാേയ്യാഗേഭദൗ പ്രകീത്തൎ ിതൗ” ||

എന്നുണ്ടാകയാൽ. ഇവിെട പിെന്ന ഭൂമ്യദ്ധൎവും മുഖാദ്ധൎവും ഇവ രണ്ടിെന്റയും േയാഗ�
ത്തിെന്റ വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു ദക്ഷിേണാത്തരബാഹ്വദ്ധൎങ്ങളുെട അന്തരവഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞ�
തായിട്ടിരിക്കും ഒന്നു്. പിെന്ന ദക്ഷിേണാത്തരബാഹ്വദ്ധൎങ്ങളുെട േയാഗവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു
ഭൂമുഖാദ്ധൎങ്ങളുെട അന്തരവഗ്ഗൎെത്ത കളഞ്ഞതു രണ്ടാമതു്. ഇവ തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു
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േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎമാകുന്നതു്. ഇവിേടയും ഇവ രണ്ടും ഒേരാ വഗ്ഗൎാന്തരങ്ങളായിട്ടിരിക്ക�
യാൽ രണ്ടിേനയും േയാഗാന്തരഘാതം െകാണ്ടു് ഉണ്ടാക്കാം. പിെന്ന ഈ വഗ്ഗൎാന്തര�
ങ്ങൾ തങ്ങളിൽ ഗുണിേക്കണ്ടുകയാൽ രണ്ടു േയാഗവും രണ്ടു് അന്തരവും ഇവ നാലും
തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതായിട്ടിരിക്കും േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം. എന്നാലിവിെട ഭൂമുഖാദ്ധൎങ്ങളു�
െട േയാഗെത്ത രേണ്ടടത്തുവച്ചു് ഒന്നിൽ ദക്ഷിേണാത്തരബാഹ്വദ്ധൎങ്ങളുെട അന്ത�
രെത്ത കളയൂ, ഒന്നിൽ കൂട്ടൂ. ഇങ്ങെന ഇവ രണ്ടു രാശികളാകുന്നതു്. പിെന്ന ദക്ഷി�
േണാത്തരബാഹ്വദ്ധൎങ്ങളുെട േയാഗേത്തയും രേണ്ടടത്തുെവച്ച് ഒന്നിൽ ഭൂമുഖാദ്ധൎങ്ങ�
ളുെട അന്തരെത്ത കൂട്ടു, ഒന്നിൽ കളയൂ ഇതിെന. ഇവ മെറ്റ രണ്ടു രാശികളാകുന്നത്.
ഇവ നാലും തങ്ങളിൽ ഗുണിേക്കണ്ടൂ േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎമുണ്ടാവാനായിെക്കാണ്ടു്. ഇവി�
െട ഇെച്ചാല്ലിയ നാലു രാശികേളയും ഇവ്വണ്ണമുണ്ടാക്കുന്നൂ. ചതുരശ്രേക്ഷത്രത്തിെന്റ
ബാഹുക്കൾ നാലിേനയും കൂട്ടിയ സംഖ്യ യാെതാന്നു് അതിെന്റ അദ്ധൎെത്ത നാേലട�
ത്തുവച്ചു നാലിൽനിന്നും ഓേരാ ബാഹുക്കെള കളയൂ ക്രേമണ. അവിെട േശഷിച്ച രാ�
ശികൾ നാലും ഇെച്ചാല്ലിയവ നാലുമാകുന്നതു്. ഇവിെട ബാഹുേയാഗാദ്ധൎമാകുന്നതു
ബാഹ്വദ്ധൎങ്ങൾ നാലിെന്റയും േയാഗം. ഇതിങ്കന്നു് ഒരു ബാഹുവിെന മുഴുവെന കള�
യുന്നൂ അതിൽ തെന്റ അദ്ധൎംകൂടി ഉണ്ടാകയാൽ അതിങ്കന്നു േപാകും. മെറ്റ അദ്ധൎം
പ്രതിബാഹ്വദ്ധൎത്തിങ്കന്നും േപാകും. അവിെട പ്രതിബാഹ്വദ്ധൎം വലുതു് എന്നിരിക്കിൽ
അവറ്റിെന്റ അന്തരം േശഷിക്കും. പ്രതിബാഹ്വദ്ധൎം െചറുതു് എന്നിരിക്കിൽ ഇവറ്റിെന്റ
അന്തരം കൂടി േപായിരിക്കും മെറ്റ ബാഹ്വദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടിെന്റയും േയാഗത്തിങ്കന്നു്.
ഇവിെട സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളത്തിങ്കന്നു മുഖമാകുന്ന ബാഹുവിെന കളഞ്ഞാൽ േശഷം
ദക്ഷിേണാത്തരബാഹ്വദ്ധൎങ്ങളുെട േയാഗവും ഭൂമുഖാദ്ധൎങ്ങളുെട അന്തരവും കൂടിയതാ�
യിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ഈ അന്തരം േപായതായിട്ടിരിക്കും ഭൂമിയാകുന്ന ബാഹുവിെന
കളഞ്ഞിട്ടിരിക്കുന്നതു്. പിെന്ന സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളത്തിങ്കന്നു ദക്ഷിേണാത്തരബാഹു�
ക്കളിൽ െചറിയതിെന കളഞ്ഞാൽ ഭൂമുഖാദ്ധൎങ്ങളുെട േയാഗവും ദക്ഷിേണാത്തര�
ബാഹ്വദ്ധൎങ്ങളുെട അന്തരവും കൂടിയതായിട്ടിരിക്കും. വലിയതിെന കളഞ്ഞതു് ഈ
അന്തരം േപായതായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ഇവ നാലും തങ്ങളിൽ ഗുണിപ്പൂ. എന്നാൽ
േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎമതു്. ഇതുണ്ടു് െചാല്ലീട്ടു്:

“സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളഞ്ചതുഃസ്ഥിതം ബാഹുഭിവ്വ ൎിരഹിതഞ്ച തദ്ധേതഃ |
മൂലമത്ര നിയതശ്രുതൗഫലം ത്ര്യശ്രബാഹുജമപി സ്ഫുടം ഭേവൽ ||”

വ്യാഖ്യാനം: വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിരിക്കുന്ന ഒരു വിഷമചതുരശ്രത്തിെന്റ േക്ഷത്രഫലെത്ത
കണ്ണൎവും വ്യാസവുംകൂടാെത വരുത്തുംപ്രകാരെത്ത കാട്ടുന്നു. മുമ്പിെലേപ്പാെല പരിേലഖം
53-ൽ സരിഗമ എന്നു വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിരിക്കുന്ന ഒരു ചതുരശ്രേക്ഷത്രെത്ത കല്പിപ്പൂ. പടി�
ഞ്ഞാെറ പുറത്തു ഭുജ (ഭൂമി)സരി = 75(ബ1); കിഴെക്ക ഭുജ (മുഖം) = 51(ബ3); വടെക്ക
ഭുജ = 68(ബ4); െതെക്ക ഭുജ = 40(ബ2). ഇഷ്ടകണ്ണൎം (ക1) = മര ി = 77; സഗ
എന്ന മെറ്റ കണ്ണൎത്തിന്നു് ഇതരകണ്ണൎ (ക2)െമന്നു േപർ.

ഇഷ്ടകണ്ണൎം ചതുരശ്രെത്ത സരിമ , ഗരിമ എന്നു രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളായിട്ടു ഭാഗിക്കുന്നു.
ഈ ത്ര്യശ്രങ്ങൾക്കു സാധാരണമായിട്ടുള്ള ഭൂമി മര ി എന്ന ഇഷ്ടകണ്ണൎം. ഈ ത്ര്യശ്രങ്ങളിെല
ബാഹുേയാഗങ്ങളായിരിക്കുന്നസ , ഗ എന്ന ബിന്ദുക്കളിൽ നിന്നുസര , ഗന എന്ന ലംബങ്ങ�
െള ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിന്നു വിപരീതദിക്കായിട്ടുണ്ടാക്കു. മര ി -യുെട മദ്ധ്യം ത .
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പരിേലഖം (53)

∴ സര =
ബ1 ×ബ4

വ്യാസം
;ഗന =

ബ2 ×ബ3

വ്യാസം

മസരി എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിെന്റ േക്ഷത്രഫലം =
ക1

2

×
ബ1 ×ബ4

വ്യാസം

മഗരി എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിെന്റ േക്ഷത്രഫലം =
ക1

2

×
ബ2 ×ബ3

വ്യാസം

ലംബങ്ങൾ രണ്ടും ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിന്നു വിപരീതദിക്കാകയാൽ അവ രണ്ടും തുല്യദിക്കുകൾ.
ഒരു ലംബത്തിന്നു േശഷമായിട്ടു മെറ്റ ലംബെത്ത നീട്ടി കല്പിപ്പൂ, രണ്ടാംലംബത്തിന്നു േശഷ�
മായിട്ടു് ആദ്യെത്ത ലംബേത്തയും.

അേപ്പാൾ പസ = ഗധ = ലംബേയാഗം.
നര = ഗപ = സധ = ലംബനിപാതാന്തരം.

അേപ്പാൾ രണ്ടു ബാഹുക്കൾ ലംബേയാഗത്തിന്നു തുല്യമായിട്ടും മേറ്റവ രണ്ടും ലംബനിപാ�
താന്തരത്തിന്നു തുല്യമായിട്ടുെമാരു ആയതചതുരശ്രം സധഗപ ഉണ്ടാകും. ഇതിെന്റ കണ്ണൎം
സഗ വിഷമചതുരശ്രത്തിെന്റ ഇതരകണ്ണൎമാകുന്നു. (= ക2)

∴ ക2

2 = സപ2 +പഗ2

∴ ലംബേയാഗവഗ്ഗൎം = ഇതരകണ്ണൎവഗ്ഗൎം−ലംബനിപാതാന്തരവഗ്ഗൎം
ലംബേയാഗവഗ്ഗൎം×ഇഷ്ടകണ്ണൎാദ്ധൎവഗ്ഗൎം = ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം

എല്ലാ ത്ര്യശ്രങ്ങളിലും ലംബനിപാതം ഭൂമദ്ധ്യത്തിൽനിന്നു െചറിയ ഭുജയുെട ഭാഗേത്തക്കു
നീങ്ങി കിടക്കും. അതുെകാണ്ടു് ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ ഇരുപുറവുമുള്ള ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ ഒന്നിെന്റ
െചറിയ ഭുജയും മേറ്റതിെന്റ വലിയ ഭുജയും ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരഗ്രെത്ത സ്പശൎിക്കുന്നുെവ�
ങ്കിൽ ലംബനിപാതങ്ങൾ ഇഷ്ടകണ്ണൎമദ്ധ്യത്തിെന്റ ഇരുപുറവും സംഭവിക്കും. (പരിേലഖം
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53 േനാക്കുക.) ചിലേപ്പാൾ അവ ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ മദ്ധ്യത്തിെന്റ ഒരു പുറത്തു സംഭവി�
ക്കും. (പരിേലഖം 54 േനാക്കുക.) ഇവിെട ദക്ഷിണമുഖഭുജകെള പകന്നുൎ കല്പിച്ചിരിക്കുന്നു.
അേപ്പാൾ െചറിയ ഭുജകൾ രണ്ടും ഇഷ്ടകണ്ണൎത്തിെന്റ ഒരഗ്രത്തിലും വലിയഭുജകൾ രണ്ടും
അതിെന്റ മെറ്റ അഗ്രത്തിലുമായിട്ടിരിക്കും. അതായതു ലംബനിപാതങ്ങൾ രണ്ടും ഇഷ്ട�
കണ്ണൎമദ്ധ്യത്തിങ്കൽനിന്നു െചറിയ ഭുജകളുള്ള പുറത്തു സംഭവിക്കുന്നു.

പരിേലഖം 53-ൽ ലംബനിപാതാന്തരം = മന − മര
= നര
= ര ിര − ര ിന

=
ഭൂമദ്ധ്യത്തിെന്റ ഒരുപുറെത്ത

ആബാധാന്തരം

}
പരിേലഖം 54-ലും ലംബനിപാതാന്തരം = ഒരു പുറെത്ത ആബാധാന്തരം തെന്ന.

പരിേലഖം (54)

ആബാധകെള സംബന്ധിച്ചിടേത്താളം രണ്ടു വിഷയങ്ങളിലും ലംബനിപാതാന്തരം ഒരു�
പുറെത്ത ആബാധാന്തരം തെന്ന.

എന്നാൽ ഭൂമദ്ധ്യെത്ത അനുസരിച്ചു ലംബനിപാതാന്തരെത്ത വരുത്തുകയാെണങ്കിൽ,
സംസ്കാരത്തിനു വ്യത്യാസമുണ്ടു്. ലംബനിപാതങ്ങൾ ഇഷ്ടകണ്ണൎമദ്ധ്യത്തിെന്റ ഇരു പുറത്താ�
െണങ്കിൽ ഭൂമദ്ധ്യലംബനിപാതങ്ങളുെട േയാഗം ലംബനിപാതാന്തരമായിട്ടു വരും. ഒരു പുറ�
ത്താെണങ്കിൽ അവയുെട അന്തരം ലംബനിപാതാന്തരം.

പരിേലഖം 53-ൽ ലംബനിപാതങ്ങൾ ഭൂമദ്ധ്യത്തിെന്റ ഇരുപുറത്തു്.

അേപ്പാൾ 
ലംബനിപാതാന്തരം

}
= നര = തര +തന

പരിേലഖം 54-ൽ ലംബനിപാതങ്ങൾ ഭൂമദ്ധ്യത്തിെന്റ ഒരുപുറത്തു്.

∴ ലംബനിപാതാന്തരം = നര = തര −തന
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മഗരി എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ,
ആബാധാന്തരം

}
= മന − നരി (പരിേലഖം 53-ൽ)

= (മത +തന )− (തരി −തന )
2×തന

∴ തന =
മന − നരി

2

അതുേപാെലതെന്ന തര =
രര ി − രമ

2

∴ നര =
രര ി − രമ

2

+
മന − നരി

2

=
ബ1

2−ബ4

2

2ക1

+
ബ3

2−ബ2

2

2ക1

(ആബാധവഗ്ഗൎാന്തരം

= ഭുജാവഗ്ഗൎാന്തരം)

=
(ബ1

2 +ബ3

2)− (ബ2

2 +ബ4

2)

2ക1

=
പ്രതിഭുജകളുെട വഗ്ഗൎേയാഗങ്ങളുെട അന്തരം

2×ഇഷ്ടകണ്ണൎം
പരിേലഖം 54-ൽ,

ലംബനിപാതാന്തരം

}
= തര −തന

=
ബ1

2 −ബ4

2

2ക1

−
ബ3

2 −ബ2

2

2ക1

=
ബ1

2 −ബ2

2

2ക1

−
ബ3

2 −ബ4

2

2ക1

=
പ്രതിഭുജാവഗ്ഗൎേയാഗങ്ങളുെട അന്തരം

2×ഇഷ്ടകണ്ണൎം
എല്ലായിടത്തും

ലംബനിപാതാന്തരം

}
= നര

=
പ്രതിഭുജകളുെട വഗ്ഗൎേയാഗങ്ങളുെട അന്തരം

2×ഇഷ്ടകണ്ണൎം

(ഇവിെട അന്തരങ്ങളുെട േയാഗെത്തയും അന്തരേത്തയും വരുേത്തണ്ടതിനുള്ള ന്യായ�
െത്ത “അന്തരേയാേഗ . . . ” ഇത്യാദിെകാണ്ടു പറഞ്ഞിരിക്കുന്നു.)

(അ −ഇ ), (ഉ − ഒ ) എന്ന രണ്ടു് അന്തരങ്ങെള കല്പിക്കുക.
ഇവിെട അ −ഇ > ഉ − ഒ , എന്നും അ > ഇ > ഉ > ഒ എന്നും കല്പിക്കുക
ഇവയുെട േയാഗത്തിങ്കൽ മഹത്തുക്കളായിരിക്കുന്ന അ , ഉ ഇവെയകൂട്ടി ആ േയാഗ�

ത്തിൽനിന്നു മേറ്റവ രണ്ടിെന്റയും േയാഗെത്ത കളഞ്ഞാൽ ആ അന്തരങ്ങളുെട േയാഗ ം
വരും.

(അ −ഇ ) + (ഉ − ഒ ) = (അ + ഉ )− (ഇ + ഒ ) —ധനഭൂതം.

ഇവയുെട അന്തരത്തിങ്കൽ ആദ്യേത്തതിെല വലിയ രാശിയുെടയും രണ്ടാമേത്തതിെല
െചറിയ രാശിയുെടയും േയാഗത്തിങ്കന്നു മേറ്റവ രണ്ടിെന്റയും േയാഗെത്ത വാങ്ങിയാൽ അന്ത�
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രങ്ങളുെട അന്തരം വരും.
അ −ഇ > ഉ − ഒ എന്നു കല്പിക്കയാൽ ഇതും ധനഭൂത ം തെന്ന.

(അ −ഇ )− (ഉ − ഒ ) = (അ + ഒ )− (ഇ + ഉ ) —ധനഭൂതം.

പരിേലഖം 53-ൽ

നര2 =
{(ബ1

2 +ബ3

2)− (ബ2

2 +ബ4

2)}2

4ക1
2

ലംബേയാഗവഗ്ഗൎം = ക2

2 −
{(ബ1

2 +ബ3

2)− (ബ2

2 + (ബ4

2)}2

4ക1
2

ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം = ലംബേയാഗവഗ്ഗൎം× ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎം

=

[
ക2

2 −
{(ബ1

2 +ബ3

2)− (ബ2

2 +ബ4

2)}2

4ക1
2

]
× ക1

2

4

=
4ക1

2ക2

2 − {(ബ1

2 +ബ3

2)− (ബ2

2 +ബ4

2)}2

4ക1
2

× ക1

2

4

(സമേച്ഛദങ്ങൾെക്ക േയാഗവിേയാഗേയാഗ്യത്വമുള്ളൂ, എന്നിട്ടു്.)

=
4ക1

2ക2

2 − {(ബ1

2 +ബ3

2)− (ബ2

2 + (ബ4

2)}2

16

=
(ക1ക2

2

)
2

−


ബ1

2 +ബ3

2

2

−
ബ2

2 +ബ4

2

2

2


2

=
(ക1ക2

2

)
2

−
[{(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2
}
−
{(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2
}]2

ഭുജകെള അേപക്ഷിച്ചു്,

ക1

2 =
(ബ1ബ2 +ബ3ബ4)(ബ1ബ3 +ബ2ബ4)

ബ1ബ4 +ബ2ബ3

ക2

2 =
(ബ1ബ4 +ബ2ബ3)(ബ1ബ3 +ബ2ബ4)

ബ1ബ2 +ബ3ബ4

∴ ക1

2 ×ക2

2 = (ബ1ബ3 +ബ2ബ4)
2

(ഗുണകാരത്തിലും ഹാരകത്തിലു ം ബ1ബ2 + ബ3ബ4, ബ1ബ4 + ബ2ബ3 എന്ന രാശികളുണ്ടു്.
അതുെകാണ്ടു ഫലെത്ത വരുത്തുവാൻ ഇവെയെക്കാണ്ടു ഗുണിക്കുകയും േവണ്ടാ, ഹരിക്കുകയും േവ�
ണ്ടാ.)

∴ ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം

=

(
ബ1ബ3 +ബ2ബ4

2

)
2

−
[{(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2
}
−
{(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2
}]2

=

[
ബ1ബ3 +ബ2ബ4

2

+
{(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2
}
−
{(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2
}]

×
[
ബ1ബ3 +ബ2ബ4

2

−
{(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2
}
+
{(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2
}]
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=

[{ബ1ബ2

2

+
(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2
}
−
{(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2

−
ബ2×ബ4

2

}]
×
[{ബ2ബ4

2

+
(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2
}
−
{(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2

−
ബ1ബ3

2

}]
(ഇവിെട രണ്ടു സംഗതികൾ ഓക്കുൎവാനുണ്ടു്:-

(1)

(
ബ1ബ3 +ബ2ബ4

2

)
+
{(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2
}
−
{(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2
}

=
{ബ1ബ3

2

+
(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2
}
+
{ബ2ബ4

2

−
(ബ2

2

)
2

−
(ബ4

2

)
2
}

ഇവിെട
ബ2ബ4

2

−
{(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2
}

എന്ന സ്ഥലത്തു്,
ബ2ബ4

2

എന്ന രാശിയിൽനിന്നു്(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2

എന്ന രാശിെയ കളയുവാൻ വയ്യാ. അതിന്നു േഹതു.

(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2

=
ബ2 ×ബ4

2

+
(ബ2

2

−
ബ4

2

)
2

(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2

>
ബ2ബ4

2

അേപ്പാൾ
ബ2ബ4

2

−
(ബ2

2

)
2

−
(ബ4

2

)
2

ഒരു ഋണരാശിയാകുന്നു.

അതുെകാണ്ടു ഈ രാശിെയ—
{(ബ2

2

)
2

+
(ബ4

2

)
2

−
ബ2ബ4

2

}
എന്നു കല്പിച്ചു.

തുല്യന്യാേയന
ബ1ബ3

2

−
(ബ1

2

)
2

−
(ബ3

2

)
2

എന്നതിെന—{(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2

−
ബ1ബ3

2

}
എന്നു ം കല്പിച്ചു.

(2)
(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2

+
ബ1ബ3

2

=
(ബ1

2

)
2

+
(ബ3

2

)
2

+ 2× ബ1

2

×
ബ3

2

=
(ബ1

2

+
ബ3

2

)
2

അേപ്പാൾ ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം.

=
[(ബ1

2

+
ബ3

2

)
2

−
(ബ4

2

− ബ2

2

)
2
] [(ബ2

2

+
ബ4

2

)
2

−
(ബ1

2

−
ബ3

2

)
2
]

=
(ബ1

2

+
ബ3

2

+
ബ2

2

−
ബ4

2

) (ബ1

2

+
ബ3

2

− ബ2

2

+
ബ4

2

)
×
(ബ2

2

+
ബ4

2

+
ബ1

2

−
ബ3

2

) (ബ2

2

+
ബ4

2

− ബ1

2

+
ബ3

2

)
സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളം = എല്ലാഭുജകളുെടയും േയാഗാദ്ധൎം =

ബ1

2

+
ബ2

2

+
ബ3

2

+
ബ4

2

ഇതിെന ദ
എന്നു കല്പിക്കു.

ബ1

2

+
ബ2

2

+
ബ3

2

−
ബ4

2

=
ബ1

2

+
ബ2

2

+
ബ3

2

+
ബ4

2

−ബ4 = ദ −ബ4

ബ1

2

+
ബ2

2

−
ബ3

2

+
ബ4

2

= ദ −ബ3

ബ1

2

− ബ2

2

+
ബ3

2

+
ബ4

2

= ദ −ബ2
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− ബ1

2

+
ബ2

2

+
ബ3

2

+
ബ4

2

= ദ −ബ1

∴ േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം = (ദ −ബ1) (ദ −ബ2) (ദ −ബ3) (ദ −ബ4)

േക്ഷത്രഫലം =
√
(ദ −ബ1) (ദ −ബ2) (ദ −ബ3) (ദ −ബ4)

ഇതിൽനിന്നും വ്യാസം വരുേത്തണ്ടുംപ്രകാരം:-

ലംബേയാഗം =
ബ1ബ4 +ബ2ബ3

വ്യാസം

∴ ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം =
ക1

2

×ലംബേയാഗം

=
ക1(ബ1ബ4 +ബ2ബ3)

2×വ്യാസം

∴ വ്യാസം =
ക1(ബ1ബ4 +ബ2ബ3)

2×ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം

=

√
(ബ1ബ2 +ബ3ബ4)(ബ1ബ3 +ബ2ബ4)

2×√ബ1ബ4 +ബ2ബ3

×
ബ1ബ4 +ബ2ബ3

ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം

=

√
(ബ1ബ2 +ബ3ബ4)(ബ1ബ3 +ബ2ബ4)(ബ1ബ4 +ബ2ബ3)

2× േക്ഷത്രഫലം

=
1

2

×

√
(ബ1ബ2 +ബ3ബ4)(ബ1ബ3 +ബ2ബ4)(ബ1ബ4 +ബ2ബ3)√

(ദ −ബ1)(ദ −ബ2)(ദ −ബ3)(ദ −ബ4)

ലീലാവതീവാക്യം:-

“സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളഞ്ചതുഃസ്ഥിതം ബാഹുഭിവ്വ ൎിരഹിതഞ്ച തദ്വധാൽ |
മൂലമസ്ഫുടഫലം ചതുഭു ൎേജ സ്പഷ്ടേമവമുദിതം ത്രിബാഹുേക” || എന്നു്

ഇവിെട ചതുരശ്രെത്ത വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിട്ടു കല്പിക്കുന്നില്ല. അതുെകാണ്ടാണു് ചതുരശ്രേക്ഷ�
ത്രഫലം അസ്ഫുടം എന്നു പറഞ്ഞിരിക്കുന്നതു്. യുക്തിഭാഷയിൽ ഈ വാക്യത്തിന്നു പാഠേഭദം
വരുത്തിയിട്ടുണ്ടു്. “മൂലമസ്ഫുടഫലം ചതുർഭുേജ” എന്നതിന്നു പകരം “മൂലമത്രനിയതശ്രുതൗ
ഫലം” എന്നു പറഞ്ഞിരിക്കുന്നു. നിയതങ്ങളായിരിക്കുന്ന കണ്ണൎങ്ങേളാടുകൂടിയ ചതുരശ്രം
എന്നു പറഞ്ഞതു െകാണ്ടു ചതുരശ്രം വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമാകത്തക്കവണ്ണം നിശ്ചിതങ്ങളായിരി�
ക്കൂന്ന കണ്ണൎങ്ങേളാടുകൂടിയ ചതുരശ്രം എന്നു് അത്ഥൎ ം വരും. അേപ്പാൾ ഫല ംസ്ഫുടമാവുകയും
െചയ്യും.

ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎാനയനം
ഇവ്വണ്ണം തെന്ന ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രത്തിങ്കെല ഫലവഗ്ഗൎമുണ്ടാകും. അവിെട ഭൂമ്യദ്ധൎവും ബാ�
ഹുേയാഗാദ്ധൎവും കൂടിയതു സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളമാകുന്നതു്. ഇതിെന നാേലടത്തു് ഉണ്ടാ�
ക്കൂ. ഇവറ്റിൽ മൂന്നിൽ നിന്നും ഓേരാ ബാഹുക്കെള കളയൂ. ഒന്നിങ്കന്നു് ഏതും കളയാ.
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ഇേക്കവലമായിരിക്കുന്ന സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളവും ഭൂമിയാകുന്ന ബാഹുവിെന കളഞ്ഞ
സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു മിക്കതും ലംബവഗ്ഗൎേത്താടു സമമായിട്ടിരി�
ക്കും. ആബാധാേയാഗാദ്ധൎവും ഭുജാേയാഗാദ്ധൎവും തങ്ങളിൽ ഉള്ള വഗ്ഗൎാന്തരമായിട്ടി�
രിക്കുമതു്. ആബാധയും ഭുജയും തങ്ങളിലുള്ള വഗ്ഗൎാന്തരം ലംബവഗ്ഗൎനാകുന്നത് എന്നു
ലംബവഗ്ഗൎേത്താടു സാമ്യമുണ്ടാവാൻ േഹതുവാകുന്നതു്. പിെന്ന രണ്ടു സവ്വൎേദായ്യുൎതിദ�
ളങ്ങളിൽ നിന്നു് ഓേരാ ബാഹുക്കെള കളഞ്ഞ േശഷങ്ങൾ രണ്ടിേനയും തങ്ങളിൽ
ഗുണിച്ചതു ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും മിക്കതും. പിെന്ന ഇതും മുമ്പിെല ലംബവഗ്ഗൎപ്രാ�
യമാകുന്നതും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചാൽ ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎമുണ്ടാകും. ഇവിെട ഭൂമ്യൎ�
ദ്ധവഗ്ഗൎത്തിൽ കുറയുന്ന അംശം തെന്ന ലംബവഗ്ഗൎത്തിൽ ഏറുന്നതു്. എന്നിട്ടു േക്ഷത്ര�
ഫലവഗ്ഗ ൎം തേന്ന വരുന്നൂ. ഇതിെന്റ പ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നൂ. ഇവിെട ത്ര്യശ്രത്തിങ്ക�
െല രണ്ടു ബാഹുക്കളുെടയും വഗ്ഗൎങ്ങളാകുന്നതു് ഇക്കണ്ണൎങ്ങളായിട്ടിരിക്കുന്ന ഈ രണ്ടു
ഭുജകൾക്കും സാധാരണമായിട്ടിരിക്കുന്ന േകാടി ലംബമാകുന്നതു യാെതാന്നു് ഇതി�
െന്റ വഗ്ഗൎവും തെന്റ ആബാേധെട വഗ്ഗൎവും കൂടിയതായിട്ടിരിക്കും. ആകയാലാബാ�
ധാവഗ്ഗൎാന്തരേത്താടു തുല്യം കണ്ണൎാങ്ങളാകുന്ന ഭുജകളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം ആകയാൽ
ഭുജാവഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎത്തിങ്കന്നു് ആബാധാവഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎെത്ത കളഞ്ഞാൽ േശഷം
േകവലലംബവഗ്ഗൎം. പിെന്ന ഭുജാേയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു് ആബാധാേയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎ�
െത്ത കളഞ്ഞാൽ േശഷം ലംബവഗ്ഗൎെത്തക്കാൾ ഏറീട്ടിരിക്കും. ഇവിെട ബാഹുക്കൾ
രണ്ടിെന്റയും അന്തരത്തിെന്റ അദ്ധൎം യാെതാന്നു് ആബാധകൾ രണ്ടിെന്റയു ം അന്ത�
രത്തിെന്റ അദ്ധൎവും യാെതാന്നു് ഇവ രണ്ടിെനയും വഗ്ഗൎിച്ചു് അന്തരിച്ചതിേനാടു തുല്യ ം
ലംബവഗ്ഗൎത്തിൽ ഏറുന്ന അംശ ം എന്നു നിയത ം . ഇവിെട രണ്ടു ഘാതവും ഒരു അന്ത�
രവഗ്ഗൎവു ം കൂടിയതു വഗ്ഗൎേയാഗമാകയാൽ ഒരു ഘാതവും ഒരു അന്തരവഗ്ഗൎവും കൂടിയതു
വഗ്ഗൎാേയാഗാദ്ധൎമാകുന്നതു്. േയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കൽ പിെന്ന ഒരു ഘാതവു ം അന്തര�
വഗ്ഗൎത്തിൽ നാെലാന്നു ം ഉണ്ടായിട്ടിരിക്കു ം . ആകയാൽ േയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്തക്കാൾ
വഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎം അന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്തെക്കാണ്ടു് അധികമായിട്ടിരിക്കു ം എന്നു വന്നൂ.
എന്നാൽ ഇവിെട ഭുജാേയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കൽ ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎം കുറയും, ആബാ�
ധാേയാഗാദ്ധൎമാകുന്ന ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കൽ ആബാധാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎവും കുറയും, വഗ്ഗൎ�
േയാഗാദ്ധൎെത്ത അേപക്ഷിച്ചു്. ഇവിെട ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്തക്കാൾ ആബാധാന്ത�
രാദ്ധൎവഗ്ഗൎം വലിയതു്. ആബാധാേയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്ത മേറ്റതിങ്കന്നു കളേയണ്ടൂതും.
കളേയണ്ടുന്ന രാശിയിൽ കുറയുന്ന അംശ ം, കളഞ്ഞ േശഷിച്ച രാശിയിങ്കൽ ഏറീട്ടി�
രിക്കും. തങ്കൽ കുറയുന്ന അംശംെകാണ്ടൂ് ഊനമായിട്ടുമിരിക്കും. ആകയാൽ ആബാ�
ധാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎവും ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎവും തങ്ങളിലുള്ള അന്തര ംെകാണ്ടു് അധികമാ�
യിട്ടിരിക്കും ലംബവഗ്ഗ ൎം. േയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎങ്ങൾ തങ്ങളിലന്തരിക്കുന്ന പക്ഷം ഈവ�
ണ്ണ ം. ഇവിെട ത്ര്യശ്രഭുജകൾ തങ്ങളിൽ ഉള്ള വഗ്ഗൎാന്തരവും ആബാധകൾ തങ്ങളിലു�
ള്ള വഗ്ഗൎാന്തരവും ഒേന്ന ആകയാൽ, ഭുജാേയാഗെത്ത ഭുജാന്തര ംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാ�
ലും ആബാധാേയാഗെത്ത ആബാധാന്തര ംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാലും തുല്യമായിട്ടുവരും
എന്നു വരും, േയാഗാന്തരഘാത ം വഗ്ഗൎാന്തരമാകയാൽ. ഇങ്ങെന രണ്ടു ഘാതങ്ങ�
ളു ം തുല്യങ്ങളാകയാൽ, ഈ നാലു രാശികളിലും കൂടീട്ടു പ്രമാേണച്ഛാതൽഫലങ്ങൾ
എന്ന േപാെല ഒരു സംബന്ധെത്ത കല്പിക്കാ ം . അവിെട പ്രമാണഫലവും ഇച്ഛയും
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ഉള്ള ഘാതവും ഇച്ഛാഫലവും പ്രമാണവുമുള്ള ഘാതവും ഒേന്ന അെത്ര എന്നു പ്ര�
സിദ്ധമേല്ലാ. എന്നാൽ ഭുജാേയാഗെത്ത പ്രമാണം എന്നേപാെല കല്പിക്കുേമ്പാൾ,
ആബാധാന്തരം പ്രമാണഫലം, ആബാധാേയാഗ ം ഇച്ഛാ, ഭുജാന്തരം ഇച്ഛാഫലം
എന്നേപാെല ഇരിക്കു ം . ഇവ്വണ്ണമിവറ്റിെന്റ വഗ്ഗൎങ്ങൾ തങ്ങളിലും വഗ്ഗൎാന്തരങ്ങൾ
തങ്ങളിലും സ ം ബന്ധമുണ്ടായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട ഭുജാേയാഗെത്തക്കാൾ ആബാധാ�
േയാഗ ം എത്ര കുറയും ആബാധാന്തരെത്തക്കാൾ ഭുജാന്തരം അത്ര കുറഞ്ഞിരിക്കു�
െമന്നു നിയത ം. ഇവറ്റിെന്റ അദ്ധൎങ്ങൾക്കുമിവ്വണ്ണ ംതെന്ന സംബന്ധം. അദ്ധൎങ്ങളുെട
വഗ്ഗൎങ്ങൾക്കും ഇങ്ങെന തെന്ന സംബന്ധം. ഇവിെട ഭുജാേയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിൽ
പാതി ആബാധാേയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎെമങ്കിൽ ആബാധാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിൽ പാതിയാ�
യിട്ടിരിക്കും ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎം. ഇവ്വണ്ണം തെന്ന േയാഗാദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎാന്തരവും
അന്തരാദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎാന്തരവും തങ്ങളിളുള്ള സംബന്ധ ം. എന്നാൽ ഇവിെട ഇങ്ങ�
െനെത്താരു ൈത്രരാശികെത്ത കല്പിക്കാ ം . ആബാധാേയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎം പ്രമാണം,
ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎം പ്രമാണഫലം, ഭുജാേയാഗാദ്ധൎവും ആബാധേയാഗാദ്ധൎവും ഇവ
രണ്ടിെന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരം ഇച്ഛാ. പിെന്ന ആബാധാന്തരാദ്ധൎവും ഭുജാന്തരാദ്ധൎവും ഇവ
രണ്ടിേന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരം ഇച്ഛാഫലം. ഈ ഇച്ഛാഫലം ഇവിെട ലംബവഗ്ഗൎത്തിൽ
ഏറുന്ന അംശമാകുന്നതു്. ആകയാൽ ഇഗ്ഗുണഹാരങ്ങെളെക്കാണ്ടുതെന്ന ഭൂമ്യദ്ധൎവ ൎ�
ഗ്ഗത്തിങ്കന്നു് ഉണ്ടാകുന്ന ഫല ം ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിൽ കുറേയണ്ടുവതു്. ഇവിെട ഭൂമ്യദ്ധൎ�
വഗ്ഗൎം ഗുണ്യം, ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗ ൎം ഗുണകാരം, ആബാധാേയാഗാദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഹാരകം.
എന്നിട്ടു് ഇവിെട ഗുണ്യവും ഹാരകവും ഒേന്ന ആകയാൽ ഗുണകാരകവു ം ഫലവും
ഒേന്ന ആയിട്ടിരിക്കും. അതു ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎം. എന്നിട്ടു ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഭൂമ്യദ്ധൎ�
വഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു േപാേകണ്ടുവതു്. ഇങ്ങെന ഇരിക്കുന്ന ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു് അന്തരാൎ�
ദ്ധവഗ്ഗൎാന്തരം കൂടി ഇരിക്കുന്ന ലംബവഗ്ഗൎെത്ത ഗുണിച്ചാൽ ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം
ഉണ്ടാകുന്നൂ. ഇവിെട ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎം കുറഞ്ഞ ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎം ഉണ്ടാകുന്നൂ. പിെന്ന
സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളങ്ങൾ രണ്ടിങ്കൽ നിന്നു് ഓേരാ ത്ര്യശ്രഭുജകൾ വാങ്ങിയ േശഷ�
ങ്ങൾ രണ്ടിൽെവച്ചു െചറിയ ഭുജെയ കളഞ്ഞ േശഷത്തിങ്കൽ ഭുജാന്തരാദ്ധൎം കൂടിയ
ഭൂമ്യദ്ധൎം ഉണ്ടായിരിക്കും. വലിയ ഭുജെയ കളഞ്ഞ സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളത്തിങ്കൽ ഭുജാ�
ന്തരാദ്ധൎം കുറഞ്ഞ ഭൂമ്യദ്ധൎ്യം േശഷിക്കും. പിെന്ന ഭുജാന്തരാദ്ധൎം കുറഞ്ഞിട്ടും ഏറീ�
ട്ടു ംഇരിക്കുന്ന ഭൂമ്യദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു ഭുജാന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎം കുറഞ്ഞ
ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും.

“ഇേഷ്ടാനയുഗ്രാശിവധഃ കൃതിസ്സ്യാ
ദിഷ്ടസ്യ വേഗ്ഗൎണ സമന്വിേതാ വാ” ||

എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു വരുമതു്. അവിെട അന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎാന്തരം കൂടിയിരിക്കുന്ന
ലംബവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു് അന്തരാദ്ധൎവഗ്ഗൎാന്തരെത്ത േവെറയാക്കുവാൻ യാെതാന്നു ഗു�
ണഹാരങ്ങളായതു് അതു തെന്ന േകവലഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിന്നു ഗുണഹാരങ്ങളാേക�
ണ്ടുവതു്, േകവലലംബവഗ്ഗൎത്തിങ്കെല ഗുണഹാരങ്ങെള അല്ല. യാെതാരുപ്രകാര ം
മൂന്നിെനെക്കാണ്ടു് അഞ്ചിെന ഗുണിേക്കണ്ടുേമ്പാൾ തന്നിെല അെഞ്ചാന്നു കൂടിയി�
രിക്കുന്ന ആറിെന ഗുണിക്കുന്നൂതാകിൽ മൂന്നാകുന്ന ഗുണകാരത്തിങ്കന്നു തന്നിൽ
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ആെറാന്നു േപായിരിക്കുന്ന രണ്ടരെയെക്കാണ്ടു ഗുണിേക്കണ്ടൂ, ഇവ്വണ്ണമിവിേടയും
േകവലഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു കളേയണ്ടുന്ന ഫലെത്ത വരുേത്തണ്ടൂ. എന്നാൽ സൎ �
വ്വേദായ്യുൎതിദളം എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു വരുത്തുന്ന ത്രിഭുജേക്ഷത്രവഗ്ഗ ൎം സൂക്ഷ്മമെത്ര
എന്നുവന്നു.
വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖ ം 55-ൽ,

പരിേലഖം (55)

ത്ര്യശ്രത്തിങ്കെല ഭൂമി = ബ1

വലിയബാഹു = ബ2

െചറിയബാഹു = ബ3

ലംബം = ല

സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളം =
ബ1 +ബ2 +ബ3

2

= ദ

നാലു രാശികൾ = ദ , ദ −ബ1, ദ −ബ2, ദ −ബ3

ആബാധകൾ = പ , മ
ദ × (ദ −ബ1)

=
ബ2 +ബ3 +ബ1

2

×
ബ2 +ബ3 −ബ1

2

=

(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(ബ1

2

)
2

=

(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ + മ

2

)
2

ല2 = ബ2

2 −പ2 = ബ3

2 − മ2

2ല2 = (ബ2

2 +ബ3

2)− (പ2 + മ2)

∴ ല2 =
ബ2

2 +ബ3

2

2

− പ2 + മ2

2(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ + മ

2

)
2

എന്ന രാശി
ബ2

2 +ബ3

2

2

− പ
2 + മ2

2

എന്ന രാശി�

േയാടു മിക്കതും തുല്യമായതുെകാണ്ടാണു്, ദ (ദ −ബ1) എന്നതു ലംബവഗ്ഗൎേത്താടു മിക്കതും
തുല്യെമന്നു പറയുവാൻ േഹതു.

(ദ −ബ2)(ദ −ബ3) =
ബ1

2

4

(മിക്കതും)
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ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗ ൎം =
ല2 ×ബ1

2

4

= ദ (ദ −ബ1)(ദ −ബ2)(ദ −ബ3) എന്നതി�

െന കാണിക്കുന്നു.(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ + മ

2

)
2

എന്നതു ലംബവഗ്ഗൎേത്തക്കാൾ ഏറുന്നു. ഇതിന്നു േഹതു:

അ ,ഇ എന്നു രണ്ടു രാശികെള കല്പിക്കുക.

എന്നാൽ 2×അ ×ഇ + (അ −ഇ )2 =അ2 +ഇ2

∴ അ ×ഇ +
(അ −ഇ )2

2

=
അ2 +ഇ2

2(അ
2

+
ഇ
2

)
2

=
അ2

4

+
ഇ2

4

+
അ ×ഇ

2

=
അ2

4

+
ഇ2

4

− 2×അ ×ഇ
4

+അ×ഇ

=

(
അ −ഇ

2

)
2

+അ ×ഇ

=
(അ −ഇ )2

2

+അ ×ഇ − (അ −ഇ )2

4

=
(അ2 +ഇ2)

2

−
(
അ −ഇ

2

)
2

അേപ്പാൾ
(അ2 +ഇ2)

2

എന്നതു
(
അ +ഇ

2

)
2

എന്നതിേനക്കാൾ
(
അ −ഇ

2

)
2

എന്നതുെകാേണ്ടറും. ഈ ന്യായം െകാണ്ടു്,

ബ2

2 +ബ3

2

2

−
(
ബ2 +ബ3

2

)
2

=

(
ബ2 −ബ3

2

)
2

പ2 + മ2

2

−
(
പ + മ

2

)
2

=

(
പ − മ

2

)
2

എന്നു വന്നു.{
ബ2

2 +ബ3

2

2

− പ2 + മ2

2

}
−
{(

ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ + മ

2

)
2
}

=

(
ബ2 −ബ3

2

)
2

−
(
പ − മ

2

)
2

അതായതു്, ല2 − ദ (ദ −ബ1) =

(
ബ2 −ബ3

2

)
2

−
(
പ − മ

2

)
2

ഇവിെട ബ2

2 −ബ3

2 = പ2 − മ2

(ബ2 +ബ3)(ബ2 −ബ3) = (പ + മ )(പ − മ )
= ബ1(പ − മ )

രണ്ടു ബിന്ദുക്കൾ തങ്ങളിൽ ഏറ്റവും കുറഞ്ഞ ദൂരം അവയുെട ഇടയിലുള്ള ഋജു േരഖയാക�
െകാണ്ടു്, ബ2 +ബ3 > ബ1

∴ ബ2 −ബ3 < പ − മ
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∴
(
ബ2 −ബ3

2

)
2

−
(
പ − മ

2

)
2

എന്നതു് ഋണരാശിയാകുന്നു.

∴ ല2 − ദ (ദ −ബ1) എന്നതും ഋണരാശി
∴ ദ (ദ −ബ1) > ല2

അേപ്പാൾ ദ (ദ −ബ1) = ല2 +

{(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2
}

ല2 േനക്കാൾ ദ (ദ −ബ1)-ൽ ഏറുന്നതു് =
(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2

ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം = ല2×
(ബ1

2

)
2

= ദ (ദ −ബ1)(ദ −ബ2)(ദ −ബ3)എന്നു
കാണിേക്കണ്ടിടത്തു്, ദ (ദ −ബ1) ലംബവഗ്ഗൎേത്തക്കാേളറുന്നതു െകാണ്ടു ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിൽ
ഏതാനും കളേയണ്ടിയിരിക്കുന്നു. ഈ കളേയണ്ടുന്ന സംഖ്യെയ വരുത്തുംപ്രകാരെത്ത േമ�
േല്പാട്ടു കാണിക്കുന്നു.

മൂന്നിെന അഞ്ചിൽ ഗുണിേക്കണ്ടിയിരിക്കുേമ്പാൾ, അഞ്ചിൽ തന്നിൽ അെഞ്ചാന്നു കൂടി�
യിരിക്കുന്ന ആറു െകാണ്ടു ഗുണിക്കുന്നുെവങ്കിൽ, തുല്യഫലം വരുത്തുവാൻ മൂന്നാകുന്ന ഗുണ്യ�
ത്തിങ്കൽനിന്നു തെന്റ ആെറാന്നുേപായ രണ്ടരെയ ഗുണിേക്കണം.

3× 5 = 15 = (5 + 5× 1

5
)

(
3− 3× 1

5 + 1

)
= 6× 2

1

2

ഇതുേപാെലതെന്ന ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്ത ലംബവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഗുണിേക്കണ്ട ദിക്കിൽ ല2 +{(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2
}

എന്നതു െകാണ്ടു ഗുണിക്കുന്നുെവങ്കിൽ, ഭൂമ്യദ്ധൎവ ൎ�

ഗ്ഗത്തിങ്കൽനിന്നു കളേയണ്ടുന്ന രാശിയുെട ഗുണ്യ ം =
(ബ1

2

)
2

;

ഗുണകാരം =

(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2

ല2 +

{(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2
}

∴ ത്ര്യശ്രേക്ഷത്ര
ഫലവഗ്ഗൎം

}
=

[
ല2 +

{(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2
}]

(ബ1

2

)
2

−
(ബ1

2

)
2

×

(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2

ല2 +

{(
പ−മ

2

)
2

−
(
ബ2−ബ3

2

)
2
}


=

{(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ + മ

2

)
2
}


(ബ1

2

)
2

−
(ബ1

2

)
2

×

(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2

(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ − മ

2

)
2
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ഇവിെട ബ2

2 −ബ3

2 = പ2 − മ2

(ബ2 +ബ3)(ബ2 −ബ3) = (പ + മ )(പ − മ )
ബ2 +ബ3

പ − മ =
പ + മ

ബ2 −ബ3

∴ (ബ2 +ബ3)2

(പ − മ )2
=

(പ + മ )2

(ബ2 −ബ3)2(
ബ2 +ബ3

2

)
2

(
പ − മ

2

)
2

=

(
പ + മ

2

)
2

(
ബ2 −ബ3

2

)
2
=

(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ + മ

2

)
2

(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2

(ഇതിെന്റ ഉപപത്തിെയ േമലിൽ പറയുന്നുണ്ടു്.)

അേപ്പാൾ

(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2

(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ − മ

2

)
2
=

(
ബ2 −ബ3

2

)
2

(
പ + മ

2

)
2

=

(
ബ2 −ബ3

2

)
2

(ബ1

2

)
2

ഭൂമ്യദ്ധൎവഗ്ഗൎത്തിെന്റ ഗുണാകാരം

(
പ − മ

2

)
2

−
(
ബ2 −ബ3

2

)
2

(
ബ2 +ബ3

2

)
2

−
(
പ + മ

2

)
2

ആെണന്നു മുമ്പിൽ

പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടേല്ലാ. ഇതിനു പകരം ഇതിേനാടു തുല്യമായിരിക്കുന്ന

(
ബ2 −ബ3

2

)
2

(ബ1

2

)
2

എന്ന

ഗുണകാരെത്ത ഉപേയാഗിക്കാം.

അേപ്പാൾ േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎം =
{[

ബ2 +ബ3

2

]
2

−
[
പ + മ

2

]
2
}


[ബ1

2

]
2

−
[ബ1

2

]
2

×

[
ബ2 −ബ3

2

]
2

[ബ1

2

]
2


= ദ (ദ −ബ1)

{[ബ1

2

]
2

−
[
ബ2 −ബ3

2

]
2
}

=ദ (ദ−ബ1)

[
ബ1+ബ2−ബ3

2

][
ബ1−ബ2+ബ3

2

]
= ദ (ദ −ബ1)(ദ −ബ2)(ദ −ബ3)

അേപ്പാൾ ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രഫലം =
√
ദ (ദ −ബ1)(ദ −ബ2)(ദ −ബ3)
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ഈ ഫലെത്തതെന്ന വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായിരിക്കുന്ന ചതുരശ്രേക്ഷത്രത്തിെന്റ ഫല�
ത്തിൽനിന്നും വരുത്താം. ഒരു ബാഹു ശൂന്യമായിരിക്കുന്ന ചതുരശ്രേക്ഷത്രെമന്നു ത്ര്യശ്ര�
േക്ഷത്രെത്ത കല്പിക്കാം. അവിെട ബ4 എന്നതിെന ശൂന്യെമന്നു കല്പിക്കു.

ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം =
√
(ദ −ബ1)(ദ −ബ2)(ദ −ബ3)(ദ −ബ4)

അേപ്പാൾ ത്ര്യശ്ര
േക്ഷത്രഫലം

}
=
√
(ദ −ബ1)(ദ −ബ2)(ദ −ബ3)(ദ − ഠ )

=
√
ദ (ദ −ബ1)(ദ −ബ2)(ദ −ബ3)

മുമ്പിൽ പറഞ്ഞ ൈത്രരാശികങ്ങളുെട യുക്തി:-

അ ,ഇ , ഉ , ഒ എന്നു നാലു രാശികെള കല്പിക്കുക.
അ ×ഇ = ഉ × ഒ എന്നു് ഇവയുെട സംബന്ധം.
ഇ × ഒ എന്നതിെനെക്കാണ്ടു് ഈ ഘാതങ്ങെള ഹരിക്കുകയാെണങ്കിൽ,

അ ×ഇ
ഇ × ഒ =

ഉ × ഒ
ഇ × ഒ

∴ അ
ഒ

=
ഉ
ഇ

= ഫ എന്നു കല്പിക്കുക

അേപ്പാൾ അ = ഒ ×ഫ
ഉ = ഇ ×ഫ

അ2 = ഒ2 ×ഫ2

ഉ2 = ഇ2 ×ഫ2

അ2

ഒ2
= ഫ2 =

ഉ2

ഇ2
(വഗ്ഗൎങ്ങൾ തങ്ങളിലുള്ള സംബന്ധം)(അ

2

)
2

(ഒ
2

)
2

= ഫ2 =

(ഉ
2

)
2

(ഇ
2

)
2

(അദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎങ്ങൾ തങ്ങളിലുള്ള സംബന്ധം)

(അ
2

)
2

= ഫ2 ×
(ഒ

2

)
2

(ഉ
2

)
2

= ഫ2 ×
(ഇ

2

)
2

(അ
2

)
2

−
(ഉ

2

)
2

= ഫ2

{(ഒ
2

)
2

−
(ഇ

2

)
2
}

(അ
2

)
2

−
(ഉ

2

)
2

(ഒ
2

)
2

−
(ഇ

2

)
2
= ഫ2 =

(അ
2

)
2

(ഒ
2

)
2

=

(ഉ
2

)
2

(ഇ
2

)
2

ഇങ്ങെന പല ൈത്രരാശികങ്ങളുെടയും ഉപപത്തിെയ കാണിക്കാം.

ശരാനയനം
പിെന്ന ഇതിേനാടു തുല്യന്യായമായിട്ടിരിേപ്പാന്നു്
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“ഗ്രാേസാേന േദ്വ വൃേത്ത ഗ്രാസഗുേണ ഭാേജൽ പൃഥേക്ത്വന |
ഗ്രാേസാനേയാഗലബ്ദൗ സംപാതശരൗ പരസ്പരതഃ ||”7 എന്നിതു്.

ഇവിെട െചറിെയാരു വൃത്തത്തിെന്റ കുറെഞ്ഞാരു പ്രേദശം വലിെയാരു വൃത്ത�
ത്തിെന്റ അകത്തു പുക്കിരിക്കുമാറു കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന രണ്ടിെന്റയും േകന്ദ്രത്തിങ്കൽ സ്പൎ �
ശിച്ചു പുറെത്ത േനമിേയാളം െചല്ലുമാറു് ഒരു വ്യാസേരഖ കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന രണ്ടു വൃത്ത�
ത്തിെന്റയും േനമികൾ തങ്ങളിൽ സ്പശൎിക്കുേന്നടത്തു തട്ടുമാറു് ഈ വ്യാസേരഖക്കു വി�
പരീതമായിട്ടിരിേപ്പാരു േരഖ കല്പിപ്പൂ. ഇതു രണ്ടു വൃത്തത്തിന്നും സാധാരണമായിട്ടിരി�
േപ്പാരു ജ്യാവായിട്ടിരിക്കും. ഈ ജ്യാവും വ്യാസസൂത്രവും തങ്ങളിലുള്ള സംപാതത്തി�
ങ്കന്നു് അടുത്ത വൃത്തേനമിേയാളമുള്ള വ്യാസഖണ്ഡങ്ങൾ ശരങ്ങൾ . അവിെട െചറിയ
വൃത്തത്തിങ്കെല ശരം വലുതായിട്ടിരിക്കും. വലിയ വൃത്തത്തിങ്കേലതു െചറുതായിട്ടിരി�
ക്കും. ശേരാനവ്യാസങ്ങൾ പിെന്ന മറിച്ചു്. െചറിയ വൃത്തത്തിങ്കൽ െചറുതു്, വലിയ
വൃത്തത്തിങ്കൽ വലുതു്. ഇവിെട അതതു ശേരാനവ്യാസവും ശരവും തങ്ങളിൽ ഗുണി�
ച്ചതു രണ്ടു വൃത്തത്തിന്നും സാധാരണമായിട്ടിരിക്കുന്ന അദ്ധൎജ്യാവിെന്റ വഗ്ഗൎമായിട്ടിരി�
ക്കും.

“വ്യാസാച്ഛേരാനാച്ഛരസംഗുണാച്ച
മൂലം ദ്വിനിഘ്നം ഭവതീഹ ജീവാ ||”8 എന്നുണ്ടാകയാൽ.

എന്നാൽ വലിയ ശേരാനവ്യാസേത്തക്കാൾ എത്ര െചറുതു െചറിയ ശേരാനവ്യാ�
സം, െചറിയ വൃത്തത്തിങ്കെല ശരെത്തക്കാൾ അത്ര െചറുതു വലിയ വൃത്തത്തിങ്ക�
െല ശരം എന്നിരിക്കും, ഘാത ം സമമാകയാൽ; യാെതാരുപ്രകാരം ത്ര്യശ്രേക്ഷത്ര�
ത്തിങ്കെല ഭുജാേയാഗവും ആബാധാേയാഗവും എന്നേപാെല ഇരിക്കുന്നൂ ആബാ�
ധാന്തരവും ഭുജാന്തരവും, എന്നിട്ടു തുല്യന്യായമാകുന്നൂ. ഇവിെട ശരേയാഗെത്ത
ഗ്രാസെമന്നു െചാല്ലുന്നൂ. ഗ്രാേസാനവ്യാസങ്ങൾ തങ്ങളിലും ഇങ്ങെന സംബന്ധം,
യാെതാരുപ്രകാര ം ശേരാനവ്യാസങ്ങൾ തങ്ങളിൽ. ഇവിെട വലിയ ശേരാനവ്യാസ�
ത്തിങ്കന്നു വലിയ ശരവും െചറിയ ശേരാനവ്യാസത്തിങ്കന്നു െചറിയ ശരവും േപായ
േശഷ ം ഗ്രാേസാനവ്യാസങ്ങളാകുന്നവ. എന്നിട്ടു ശേരാനവ്യാസങ്ങെളേപ്പാെല ഇരി�
േപ്പാ ചില ഗ്രാേസാനവ്യാസങ്ങളും. ഇവിെട ശരങ്ങെള െവേവ്വെറ അറിഞ്ഞീലാ
എന്നിരിക്കുേമ്പാൾ ഗ്രാേസാനവ്യാസങ്ങൾ പ്രമാണഫലങ്ങളായി, ഗ്രാേസാനവ്യാ�
സേയാഗം പ്രമാണമായി ഗ്രാസമിച്ഛയായിട്ടുണ്ടാകും ശരങ്ങൾ. മെറ്റ ഗ്രാേസാനവ്യാ�
സത്തിങ്കന്നു തെന്റ ശരമുണ്ടാം, തേന്റതിങ്കന്നു മെറ്റ ശരവു ം ഉണ്ടാകും. ഇങ്ങെന
ഗ്രാസത്തിങ്കന്നു ശരവിഭാഗെത്ത അറിയുംപ്രകാരം.

വ്യാഖ്യാനം: “ഗ്രാേസാേന േദ്വ വൃേത്ത . . . . . . ” ഇത്യാദി പ്രമാണംെകാണ്ടു ശരങ്ങെള
വരുത്തുേന്നടത്തും മുമ്പിെല ന്യായെത്തത്തെന്ന അേപക്ഷിച്ചിരിക്കുന്നു. ഇവിെട വൃത്തം
എന്നതിന്നു വ്യാസെമന്നത്ഥൎ ം.

7 ആയ്യൎഭടീയം ഗണിതപാദം, േശ്ലാകം 18.
8 ലീലാവതീ, േശ്ലാകം 207.
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പരിേലഖം (56)

ഇവിെട ഒരു വൃത്തത്തിെന്റ ഒരംശം മെറ്റാരു വൃത്തത്തിെന്റ അകത്തു് അകെപ്പടുമാറു കല്പിക്കു�
ന്നു. പരിേലഖ ം 56-ൽചഖഛഗ എന്ന ഭഗത്തിന്നു മത്സ്യെമന്നു േപർ.കഖ വലിയ വൃത്തത്തി�
െന്റ വ്യാസം,ഗഘ െചറിയ വൃത്തത്തിെന്റ വ്യാസം. വൃത്തങ്ങൾ രണ്ടും തങ്ങളിൽ സ്പശൎിക്കുന്ന
ബിന്ദുക്കളുെട ഇട ചഛ രണ്ടു വൃത്തത്തിന്നും സാധാരണമായിരിക്കുന്ന ഒരു സമസ്തജ്യാവു്.
ഈ ജ്യാവിന്നു സംപാതജീവാ എന്നു േപരുണ്ടു്. ഇതു കഘ എന്ന േരഖയ്ക്കു വിപരീതദിക്കാ�
യിരിക്കും. കഘ , ചഛ ഇവയുെട സംപാതം ര എന്ന ബിന്ദുവിങ്കൽ.

വലിയ വൃത്തത്തിൽ സംപാതജീവയുെട ശരം = രഖ .
െചറിയ വൃത്തത്തിൽ സംപാതജീവയുെട ശരം = രഗ .
ശേരാനവ്യാസങ്ങൾ ക്രേമണ കര , ഘര .
ഇവിെട രഗ > രഖ ; രക > രഘ .
“വ്യാസാച്ഛേരാനാൽ . . . ” ഇത്യാദിന്യാേയന
രക × രഖ = ച ര2 = രഗ × രഘ .
(ത്ര്യശ്രത്തിങ്കൽ ഭുജാേയാഗാന്തരഘാതം = ആബാധാേയാഗാന്തരഘാതം എന്ന

സംബന്ധംേപാെല ഇവിേടയുെമാരു സംബന്ധം ഉണ്ടു്. അതു െകാണ്ടു രണ്ടിങ്കലും തുല്യന്യാ�
യം എന്നു പറഞ്ഞു.)

(രക − രഗ )× രഖ = രക × രഖ − രഗ × രഖ
= രഗ × രഘ − രഗ × രഖ
= രഗ (രഘ − രഖ )
= രഗ × ഖഘ

∴ കഗ × രഖ = രഗ × ഖഘ

(ശേരാനവ്യാസങ്ങളിെലേപ്പാെല ഗ്രാേസാനവ്യാസങ്ങളിലും സംബന്ധം)

കഗ (രഖ + രഗ ) = കഗ × രഖ +കഗ × രഗ
= രഗ × ഖഘ +കഗ × രഗ

കഗ × ഗഖ = രഗ (ഖഘ +കഗ )
ഗ്രാേസാനവ്യാസം×ഗ്രാസം = മെറ്റ വൃത്തത്തിെല ശരം×ഗ്രാേസാനവ്യാസേയാഗം

അേപ്പാൾ രഗ =
കഗ × ഗഖ
ഖഘ +കഗ

അതുേപാെലതെന്ന രഖ =
ഖഘ × ഗഖ
ഖഘ +കഗ
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ഇവിെട ഗ്രാേസാനവ്യാസങ്ങൾ പ്രമാണഫലങ്ങൾ, ഗ്രാേസാനവ്യാസേയാഗ ം പ്രമാ�
ണം, ഗ്രാസമിച്ഛാ, ശരമിച്ഛാഫലം. ഒരു വൃത്തത്തിെല ഗ്രാേസാനവ്യാസത്തിൽനിന്നു മേറ്റ�
തിെന്റ ശരം വരും.

ഛായാനയനം
ഇതിേനാടു തുല്യന്യായമായിട്ടിരുെന്നാന്നു്

“ഛായേയാഃ കണ്ണൎേയാരന്തേര േയ തേയാ-
വ്വഗ്ഗൎവിേശ്ലഷഭക്താ രസാദ്രീഷവഃ |
ൈസകലേബ്ധ പദഘ്നന്തു കണ്ണൎാന്തരം
ഭാന്തേരേണാനയുക്തം ദേള സ്തഃ പ്രേഭ ||9 എന്നിതും.

ഇവിെട സമനിലത്തു ദ്വാദശാംഗുലശംകുവിേനക്കാൾ ഇയെന്നൎാരു വിളക്കുെവച്ചു
പിെന്ന ഇവിടുന്നു് ഒട്ടു് അകലത്തു പന്ത്രണ്ടംഗുലം നീളമുെള്ളാരു ശംകുവിെനെവച്ചു
പിെന്ന ഇശ്ശംകുവിങ്കന്നു ം ഒട്ടു് അകലത്തു് ഇത്രതെന്ന നീളമുെള്ളാരു ശംകുവിെന�
െവച്ചാൽ, വിളക്കിെന്റ അണയെത്ത ശംകുവിന്നു ഛായ െചറുതായിട്ടിരിക്കു ം , അക�
ലേത്തതിന്നു വലുതായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട ഛായാഗ്രത്തിങ്കന്നു ശംകുവിെന്റ മീെത്ത
തലക്കേലാളമുള്ള അന്തരാളം ഛായാകണ്ണൎമാകുന്നതു്. ഛായ വലിയതിന്നു ഛായാ�
കണ്ണൎം വലുതു്, ശംകുതുല്യമാകയാൽ. പിെന്ന ഈ രണ്ടു ഛായകളുേടയും േയാഗെത്ത
ഭൂമി എന്നും ഛായാകണ്ണൎങ്ങെള ബാഹുക്കെളന്നും ശംകുവിെന ലംബെമന്നും കല്പിച്ചു്
പിെന്ന ഛായാന്തരമാകുന്നതു് ആബാധാന്തരെമന്നും കണ്ണൎാന്തരമാകുന്നതു് ഭുജാ�
ന്തരെമന്നും ഇവ രണ്ടിെന്റയും വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത പ്രമാണെമന്നും ഛായാേയാഗവും കൎ�
ണ്ണേയാഗവും ഉള്ള വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത പ്രമാണഫലെമന്നും കണ്ണൎാന്തരവഗ്ഗൎെത്ത ഇച്ഛാ
എന്നും കല്പിച്ചു ൈത്രരാശികം െചയ്താൽ ഛായാേയാഗവഗ്ഗൎം ഇച്ഛാഫലമായിട്ടുണ്ടാ�
കും. ഇവിെട പ്രമാണെത്തെക്കാണ്ടു പ്രമാണഫലെത്ത ഹരിച്ചു മൂലിച്ചു ഗുണിക്കുന്ന�
താകിൽ കണ്ണൎാന്തരെത്തതെന്ന ഗുണിേക്കണ്ടൂ. എന്നാൽ ഛായാേയാഗമുണ്ടാകും.
ഇവ്വണ്ണമിവിെട ഉണ്ടാക്കുന്നു. േയാഗവഗ്ഗൎമാകുന്നതു പിെന്ന ശംകുവഗ്ഗൎെത്ത നാലിൽ
ഗുണിച്ചതിങ്കൽ അന്തരവഗ്ഗൎാന്തരംകൂട്ടി ഇരിക്കുന്നതു്. ഇവിെട ഹായ്യൎത്തിൽ ഹാര�
കം കൂേട്ടണ്ടുകയാൽ ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലത്തിൽ ഒന്നു കൂട്ടിയാലും ഫലസാമ്യം വരും.
എന്നിട്ടു േകവലം ചതുഗ്ഗുൎണശംകുവഗ്ഗൎെത്ത ഹരിക്കുന്നൂ. ഇൈത്ര രാശികന്യായം
മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ പ്രകാര ംെകാണ്ടു സിദ്ധിക്കും. ഇങ്ങെന ഇതിന്നു േക്ഷത്രഫലവഗ്ഗൎ�
ന്യായത്തിേനാടു സാമ്യ ം .

വ്യാഖ്യാനം: പരിേലഖം 57-ൽ കഖ ഒരു ദീപം. ഗഘ = ചഛ = ദ്വാദശാംഗുലശംകു.
ദീപമൂലത്തിങ്കൽനിന്നു ഗഘ എന്ന ശംകുവിെന്റ മൂലത്തിെന്റ ദൂര ം ചഛ എന്ന ശംകുവിെന്റ
മൂലത്തിെന്റ ദൂരേത്തക്കാേളറും. അതായതു കഘ > കഛ .

9 ലീലാവതീ, അദ്ധ്യായം 11, േശ്ലാകം 238. ഇവിെട “സ്തഃ പ്രേഭ” എന്നതിന്നു “സ്തംഭേഭ”
എെന്നാരു പാഠേഭദവും കാണുന്നുണ്ടു്.
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പരിേലഖം (57)

ഘത ,ഛഥ ഛായകൾ. ഗത ,ചഥ ഛായാകണ്ണൎങ്ങൾഘക എന്ന േരഖയിൽഘദ എന്നതു
ഛഥ എന്നതിേനാടു തുല്യമാകത്തക്കവണ്ണം ദ എെന്നാരു ബിന്ദുവിടു. അേപ്പാൾഗദ = ചഥ
എന്നു വരും.

അേപ്പാൾ തദ = തഘ +ഘദ
= തഘ +ഛഥ
= ഛായാേയാഗ ം 

ഈ തദ എന്ന ഛായാേയാഗെത്ത ഭൂമിെയന്നും, ഗത , ഗദ എന്ന ഛായാകണ്ണൎങ്ങെള ഭുജ�
കെളന്നും, ഗഘ എന്ന ദ്വാദശാംഗുലശംകുവിെന ലംബെമന്നും കല്പിപ്പൂ.

ഇവിെട ഛായാന്തരവും കണ്ണൎാന്തരവും ജ്ഞാതങ്ങൾ.
ഛായകെള െവേവ്വെറ വരുേത്തണ ം .
കണ്ണൎേയാഗം×കണ്ണൎാന്തരം = ഛായാേയാഗം×ഛായാന്തരം.
(ഗതദ എന്ന ത്ര്യശ്രത്തിൽ കണ്ണൎങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഗത , ഗദ ഭുജകൾ, ഛായകളായി�

രിക്കുന്ന തഘ , ദഘ എന്ന ആബാധകൾ എന്നിട്ടു്.)

(ഗത + ഗദ )(ഗത − ഗദ ) = (തഘ +ഘദ )(തഘ −ഘദ )
= തദ (തഘ −ഘദ )

∴ (ഗത + ഗദ )2(ഗത − ഗദ )2 = തദ2(തഘ −ഘദ )2

(തഘ +ഘദ )2 {(തഘ −ഘദ )2 − (തഗ − ഗദ )2}

= (ഗത + ഗദ )2(ഗത − ഗദ )2 − (തഘ +ഘദ )2(തഗ − ഗദ )2

= (ഗത − ഗദ )2 {(ഗത + ഗദ )2 − (തഘ +ഘദ )2}

∴ (തഘ +ഘദ )2 = (ഗത − ഗദ )2

{
(ഗത +ഘദ )2 − (തഘ +ഘദ )2

(തഘ −ഘദ )2 − (തഗ − ഗദ )2

}

= (ഗത−ഗദ )2

{
ഗത2+ഗദ2+2ഗത×ഗദ−തഘ2−ഘദ2−2തഘ×ഘദ

(തഘ −ഘദ )2 − (തഗ − ഗദ )2

}
= (ഗത−ഗദ )2{(തഘ2+ഗദ2−2തഘ×ഘദ )−(ഗത2 + ഗദ2 − 2ഗത×ഗദ

+ 2(ഗത2 −തഘ2) + 2(ഗദ2 −ഘദ )2}
÷ {(തഘ −ഘദ )2 − (ഗത − ഗദ )2}
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= (ഗത − ഗദ )2× (തഘ −ഘദ )2 − (ഗത − ഗദ )2 + 4ഘഗ2

(തഘ −ഘദ )2 − (ഗത − ഗദ )2

= (ഗത − ഗദ )2{1 + 576

(തഘ −ഘദ )2 − (ഗത − ഗദ )2
}

(4ഗഘ2 = 4× 12× 12 = 576)

അതായതു് ഛായാേയാഗവഗ്ഗ ൎം = കണ്ണൎാന്തരവഗ്ഗൎം

×
{

576

ഛായാന്തരവഗ്ഗൎം−കണ്ണൎാന്തരവഗ്ഗൎം
+ 1

}
ഛായാേയാഗം = കണ്ണൎാന്തരം

√{ 576

ഛായാന്തരവഗ്ഗൎം−കണ്ണൎാന്തരവഗ്ഗൎം
+ 1

}
ഛായാന്തരം ജ്ഞാതം.

അേപ്പാൾ ഛായകളുെട േയാഗത്തിെന്റയും അന്തരത്തിെന്റയും േയാഗാന്തരാദ്ധൎങ്ങൾ
ഛായകളാകുന്നവ. 30

വ്യാഖ്യാനം 30: The problem in short is to find the base of a triangle when the
difference between the two sides, the altitude and the difference between the
segments into which the altitude divides the base, are given.

Let a be the base, b, c the sides, p the altitude, x, y the segments of a adjacent
to b, c respectively.

Given b− c, x− y, and p. Required to find a.
b2 − c2 = x2 − y2

∴ (b + c)(b− c) = (x + y)(x− y)

∴ b + c
x− y

=
x + y
b− c

∴ (b + c)2

(x− y)2
=

(x + y)2

(b− c)2
=

(b + c)2 − (x + y)2

(x− y)2 − (b− c)2

∴ (x + y)2 = (b− c)2 × (b + c)2 − (x + y)2

(x− y)2 − (b− c)2

= (b− c)2

{
1+

(b+c)2+(b−c)2−(x+y)2−(x−y)2

(x− y)2 − (b− c)2

}
= (b− c)2

{
1 +

2(b2 + c2 − x2 − y2)

(x− y)2 − (b− c)2

}
= (b− c)2

{
1 +

4p2

(x− y)2 − (b− c)2

}
∴ x + y = a = (b− c)

√{
1 +

4p2

(x− y)2 − (b− c)2

}
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േഗാളപൃഷ്ഠേക്ഷത്രഫലാനയനം
അനന്തരം പിെന്ന പിണ്ഡജ്യാേയാഗത്തിങ്കന്നു ഖണ്ഡാന്തരേയാഗം ഉണ്ടാകും എന്നിതും�
വൃത്തവ്യാസങ്ങെള ഒരിടത്തു് അറിഞ്ഞാൽ ഇഷ്ടത്തിങ്കേലക്കു ൈത്രരാശിക ം െച�
യ്യാം എന്നിെച്ചാല്ലിയ രണ്ടു ന്യായവും കൂടിയാൽ േഗാളപൃഷ്ഠത്തിങ്കെല ചതുരേക്ഷത്ര�
ഫലം ഉണ്ടാകും എന്നതിെന െചാല്ലുന്നൂ. അവിെട േനെര ഉരുണ്ടിരിക്കുന്ന വസ്തുവിന്നു
േഗാളെമന്നു േപർ. ഇങ്ങെന ഇരിേന്നാരു േഗാളത്തിെന്റ േനെര നടുേവ സമപൂവ്വ ൎാപ�
രമായിട്ടും ദക്ഷിേണാത്തരമായിട്ടും ഓേരാ വൃത്തെത്ത കല്പിപ്പൂ. പിെന്ന ഇസ്സമപൂവ്വൎാ�
പരത്തിങ്കന്നു കുറെഞ്ഞാന്നു െതക്കും വടക്കും നീങ്ങീട്ടു ഓേരാ വൃത്തെത്ത കല്പിപ്പൂ.
ഇവറ്റിന്നു സമപൂവ്വൎാപരത്തിങ്കന്നു് ഉള്ള അകലം എല്ലാ അവയവത്തിങ്കന്നും തു�
ല്യമായിരിേക്കണം. ആകയാൽ ഇവ രണ്ടും നേടേത്തതിേനക്കാൾ കുറെഞ്ഞാന്നു
െചറുതായിട്ടിരിക്കും. പിേന്നയും ഇെച്ചാല്ലിയവണ്ണം തെന്ന ഇവറ്റിങ്കന്നു ം തുടങ്ങി കു�
റെഞ്ഞാന്നു െചറുതായി െചറുതായി നാനാപ്രമാണങ്ങളായി പഴുതു് എല്ലാറ്റിനും
അേന്യാന്യം അകലം ഒത്തു െതേക്കയും വടേക്കയും പാശൎ്വത്തിങ്കൽ ഒടുങ്ങുമാറു ചില
വൃത്തങ്ങെള കല്പിപ്പൂ. ഇവറ്റിെന്റ അകല ം ദക്ഷിേണാത്തരവൃത്തത്തിങ്കൽ തുല്യമാ�
യിട്ടു കാണായിയിരിേക്കണ ം. ഇവ്വണ്ണമിരിക്കുേന്നടത്തു രണ്ടു വൃത്തങ്ങളുെട പഴുതു
വൃത്താകാേരണ ഇരിക്കുന്നതിെന ഒരിടത്തു മുറിച്ചു ചുറ്റു് അഴിച്ചു നിവത്തുൎ മാറു കല്പി�
പ്പൂ. അേപ്പാൾ ഈ പഴുതിെന്റ ഇരുപുറവും ഉള്ള വൃത്തങ്ങളിൽ വലിയ വൃത്ത ം ഭൂമി,
െചറിയ വൃത്ത ം മുഖം, പിെന്ന ദക്ഷിേണാത്തരവൃത്തത്തിങ്കെല വൃത്താന്തരാളമാ�
യിട്ടിരിക്കുന്ന ചാപഖണ്ഡ ം പാശൎ്വഭുജയായി സമലംബമായി ഇരിേപ്പാരു ചതുരശ്ര�
മായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ഒരു പാശൎ്വത്തിങ്കെല ലംബത്തിങ്കന്നു പുറവാ മുറിച്ചു മെറ്റ
പാശൎ്വത്തിങ്കൽ േമൽ കീഴു പകന്നുൎ കൂട്ടൂ. അേപ്പാൾ മുഖഭൂേയാഗാദ്ധൎം നീളമായി
ലംബമിടയായി ഇരിേപ്പാരു് ആയതചതുരശ്രമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ഈവ്വണ്ണെമ�
ല്ലാമന്തരാളങ്ങേളയും ആയതചതുരശ്രമായിട്ടു കല്പിപ്പൂ. അേപ്പാൾ ഇടെമല്ലാറ്റിനും
തുല്യമായിട്ടിരിക്കും. നീളം നാനാപ്രമാണങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട നീളവുമിടവും
തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു േക്ഷത്രഫലം. അവിെട വിസ്താരെമല്ലാറ്റിന്നും തുല്യമാകയാൽ
നീളെമല്ലാറ്റിെന്റയും കൂട്ടി വിസ്താരം െകാണ്ടു ഗുണിപ്പൂ. എന്നാൽ േഗാളപൃഷ്ഠഫലം
വരും. ഇവിെട അന്തരാളങ്ങൾ എത്ര ഉള്ളൂ എന്നും ഇവറ്റിെന്റ ആയാമവിസ്താരങ്ങൾ 
എത്ര എന്നുമറിവാൻ എന്തു് ഉപായം എന്നു പിെന്ന. ഇവിെട ഇേഗ്ഗാളവ്യാസാദ്ധൎവൃ�
ത്തത്തിങ്കെല അദ്ധൎജ്യാക്കളായിട്ടിരിക്കും ഇക്കല്പിച്ച വൃത്തങ്ങളുെട വ്യാസാദ്ധൎങ്ങൾ.
ആകയാൽ ഈ ജ്യാക്കെള േഗാളപരിധിെയെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു േഗാളവ്യാസാദ്ധൎ�
െത്തെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അതതു ജ്യാവു വ്യാസാദ്ധൎമായിട്ടിരിക്കുന്ന വൃത്തങ്ങളു�
ണ്ടാം. ഇവ ഇദ്ദീഘൎചതുരശ്രങ്ങളുെട നീളമായിട്ടിരിക്കും, അന്തരാളമദ്ധ്യത്തിങ്കെല
ജ്യാക്കെള കല്പിച്ചുെകാണ്ടാൽ. പിെന്ന ഈ അദ്ധൎജ്യാേയാഗെത്ത ഗുണിക്കിൽ
എല്ലാ േക്ഷത്രയാമങ്ങളുെടയും േയാഗമുണ്ടാകും. ഇതിെന വിസ്താരം െകാണ്ടു ഗു�
ണിപ്പൂ. അേപ്പാൾ േക്ഷത്രഫലേയാഗമുണ്ടാകു ം . മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ദക്ഷിേണാത്തര�
വൃത്തത്തിങ്കെല വൃത്താന്തരാളഭാഗങ്ങൾ യാവചിലവ അവ േഗാളപരിധിയിങ്കെല
ചാപഖണ്ഡമായിട്ടിരിക്കും. ഇതിെന്റ ജ്യാവു് ഇവിെട േക്ഷത്രവിസ്താരമാകുന്നതു്. പി�
െന്ന ജ്യാേയാഗെത്ത വരുത്തുംപ്രകാരം. അവിെട ഖണ്ഡാന്തരേയാഗെത്തെക്കാണ്ടു
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േഗാളവ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎെത്ത ഗുണിച്ചു ചാപഖണ്ഡസമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ.
ഫല ം അദ്ധൎജ്യാേയാഗം. പിെന്ന ഇതിെന േക്ഷത്രവിസ്താര ംെകാണ്ടു ഗുണിേക്കണ ം .
വിസ്താരമാകുന്നതു ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ ജ്യാവു്. ഖണ്ഡാന്തരേയാഗമാകുന്നതു് ആദ്യ�
ഖണ്ഡജ്യാവു്. ഇവറ്റിന്നു മിക്കവാറും അല്പത്വംെകാണ്ടു സമസ്തജ്യാതുല്യങ്ങളായിട്ടിരി�
ക്കും. ഇവ രണ്ടും ഗുണകാരങ്ങൾ, സമസ്തജ്യാവഗ്ഗ ൎം ഹാരകം. എന്നാൽ ഗുണനവും
ഹരണവും േവണ്ടാ. വ്യാസാദ്ധൎവഗ്ഗൎംതെന്ന േശഷിപ്പൂ. പിെന്ന പരിധിെയെക്കാണ്ടു
ഗുണിച്ചാൽ വ്യാസാദ്ധൎംെകാണ്ടു ഹരിേക്കണം. അേപ്പാൾ വ്യാസാദ്ധൎംതെന്ന േശ�
ഷിക്കും. പിെന്ന േഗാളത്തിെന്റ രണ്ടു് അദ്ധൎത്തിങ്കെല ഫലവും ഉണ്ടാേക്കണ്ടുകയാൽ
വ്യാസാദ്ധൎെത്ത ഇരട്ടിേക്കണ ം. ആകയാൽ േഗാളവ്യാസെത്ത േഗാളപരിധിെയ�
െക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ േഗാളപൃഷ്ഠത്തിങ്കെല ചതുരശ്രഫലമുണ്ടാകും.

വ്യാഖ്യാനം: (1) പിണ്ഡജ്യാേയാഗത്തിങ്കന്നു ഖണ്ഡാന്തരേയാഗമുണ്ടാകും. (2) വൃത്തവ്യാ�
സങ്ങെള ഒരിടത്തറിഞ്ഞാൽ ഇഷ്ടത്തിങ്കേലക്കു ൈത്രരാശികം െചയ്യാ ം . എന്നീ രണ്ടു ന്യായ�
ങ്ങെളെക്കാണ്ടു േഗാളപൃഷ്ഠത്തിങ്കെല േക്ഷത്രഫലെത്ത വരുത്താ ം .

പരിേലഖം (58)(i)

ഒരു േഗാളത്തിെന്റ നടുവിലുള്ള സമപൂവ്വൎാപരവൃത്ത ംകിങപ എന്നു്. (പരിേലഖം 58(i))
സമപൂവ്വൎാപരവൃത്തത്തിങ്കന്നു െതക്കും വടക്കും േഗാളപ്രഷ്ഠത്തിങ്കൽ വൃത്തങ്ങെള കല്പിക്കു.
അടുത്തു് ഈരണ്ടു വൃത്തങ്ങൾ തങ്ങളിലുള്ള അകലം എല്ലാ അവയവത്തിങ്കന്നും തുല്യങ്ങ�
ളായിരിക്കണം. ഈ അകലെത്ത േഗാളവൃത്തമായ ദക്ഷിേണാത്തരവൃത്തത്തിങ്കൽ ചാപ�
ഖണ്ഡാകാേരണ കാണാ ം . വടേക്കാട്ടും െതേക്കാട്ടും േപാകുംേതാറും വൃത്തങ്ങൾ െചറുതായി
െചറുതായി വരും. ഈ വൃത്തങ്ങളുെട പരിധികൾ നാനാപ്രമാണങ്ങളാെണങ്കിലും അടുത്തു�
ള്ള ഈരണ്ടു വൃ ത്തങ്ങൾ തങ്ങളിലുള്ള അകലങ്ങൾ എല്ലാ ം തുല്യം. ഇങ്ങെന െതക്കും വട�
ക്കും േഗാളങ്ങെളാടുങ്ങുേവാളം വൃത്തങ്ങെള കല്പിപ്പൂ.

പരിേലഖം (58)(ii)

പരിേലഖം (58)(iii)
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രണ്ടു വൃ ത്തങ്ങളുെട ഇടയിലുള്ള േഗാളപൃഷ്ഠഭാഗെത്ത വൃത്താകാേരണയുള്ള പഴു�
തിൽകൂടി മുറിച്ചു നിവത്തൎ ി െവക്കുകയാെണങ്കിൽ പരിേലഖം 58(ii)-െലേപ്പാെല തദധഥ
എെന്നാരു േക്ഷത്ര ംവരു ം. അവിെട വലിയ വൃത്തത്തിെന്റ പരിധി തഥ ഭൂമി; െചറിയ വൃത്ത�
ത്തിെന്റ പരിധി ദധ മുഖം; ദക്ഷിേണാത്തരവൃത്തത്തിങ്കെല വൃത്താന്തരാളചാപഖണ്ഡം
(ദത , ധഥ ) പാശൎ്വഭുജകൾ ഇങ്ങെന സമലംബമായിരിക്കുന്ന ഒരു ചതുരശ്രമുണ്ടാകും.
ദന , ധമ എന്ന രണ്ടു ലംബങ്ങെള ഉണ്ടാക്കു. തദന എന്ന ത്ര്യശ്രെത്ത മുറിച്ചു ത എന്ന�
തിെന ധ -യിലും ദ എന്നതിെന ഥ -യിലും തദ എന്നതിെന ഥധ മാേഗ്ഗൎണയും വരുമാറു
പരിേലഖം 58(iii)-ൽ കാണിച്ചിരിക്കുന്നേപാെല േചക്കുൎ . എന്നാൽ ദനഥന എെന്നാരാ�
യതചതുരശ്രമുണ്ടാകു ം . ഇതിെന്റ നീളം =

തഥ + ദധ
2

; ഇട = ലംബം. ഇതിെന്റ

േക്ഷത്രഫലം = ലംബം × തഥ + ദധ
2

. ഇങ്ങെന എല്ലാ അന്തരാളഭാഗത്തിങ്കെലയും
േക്ഷത്രഫലെത്ത കാണാ ം . അേപ്പാൾ അടുത്തു രണ്ടു വൃത്തങ്ങളുെട മദ്ധ്യത്തിങ്കലുള്ള വൃ�
ത്തത്തിെന്റ പരിധിെയ ലംബ ംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ആ അന്തരാളത്തിങ്കെല േക്ഷത്രഫലം
വരും.

സമപൂവ്വൎാപരവൃത്തത്തിങ്കന്നു മീെത്തയുള്ള േഗാളപൃഷ്ഠഭാഗത്തിെന്റ േക്ഷത്രഫലം വരു�
ത്തുവാൻ അപ്പുറത്തുള്ള അന്തരാളമദ്ധ്യത്തിങ്കെല എല്ലാ വൃത്തപരിധികളുേടയും േയാഗെത്ത
ലംബ ംെകാണ്ടു ഗുണിേക്കണം.

ഈ പരിധികെള പ1, പ2, പ3, . . . എന്നു കല്പിക്കു.
ഇവയുെട വ്യാസാദ്ധൎങ്ങെള ബ1, ബ2, ബ3, . . . എന്നും കല്പിക്കു. ഇവെയല്ലാം േഗാള�

വ്യാസാദ്ധൎവൃത്തത്തിങ്കെല അദ്ധൎജ്യാക്കൾ.
േഗാളവ്യാസാദ്ധൎം = വ ; േഗാളപരിധി = പ .

പ1=
ബ1 ×പ
വ

പ2=
ബ2 ×പ
വ

പ3=
ബ3 ×പ
വ

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·


(വൃത്തവ്യാസങ്ങെള ഒരിടത്തു് അറിഞ്ഞാൽ
ഇഷ്ടത്തിങ്കേലക്കു് ൈത്രരാശികം െചയ്യാം
എന്ന ന്യായംെകാണ്ടു്)

∴ പ1 +പ2 +പ3 + · · · =
പ
വ
(ബ1 +ബ2 +ബ3 + · · · )

അദ്ധൎജ്യാേയാഗം = ബ1 +ബ2 +ബ3 + · · ·

=
ഖണ്ഡാന്തരേയാഗം× വ 2

അന്തരാളചാപഖണ്ഡത്തിെല സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം
ഖണ്ഡാന്തരേയാഗം = ആദ്യജ്യാഖണ്ഡം− ഒടുക്കെത്ത ജ്യാഖണ്ഡം

അന്തരാളചാപഖണ്ഡെത്ത അണുപ്രായമായി കല്പിച്ചാൽ, ഒടുക്കെത്ത ജ്യാഖണ്ഡെത്ത ശൂ�
ന്യെമന്നുതെന്ന കല്പിച്ചു ഖണ്ഡാന്തരേയാഗെത്ത ആദ്യഖണ്ഡജ്യാെവന്നുതെന്ന കല്പിക്കാ ം .

അേപ്പാൾ ഖണ്ഡാന്തരേയാഗം = ആദ്യഖണ്ഡജ്യാവു്.
ലംബം = അന്തരാളചാപഖണ്ഡത്തിെല അദ്ധൎജ്യാവു്.

ചാപഖണ്ഡത്തിെന്റ അല്പത്വം െകാണ്ടു് ആദ്യഖണ്ഡജ്യാവിെനയും ലംബെത്തയും സമസ്തജ്യാ�
തുല്യെമന്നു കല്പിക്കാ ം .
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അേപ്പാൾ േഗാളപൃഷ്ഠഫലാദ്ധൎം

=
പ
വ

(ബ1 +ബ2 +ബ3 + · · · )×ലംബം

=
പ
വ
× ഖണ്ഡാന്തരേയാഗം× വ 2

സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം
×ലംബം

=
പ
വ
× വ 2 ×സമസ്തജ്യാവു്×സമസ്തജ്യാവു്

സമസ്തജ്യാവഗ്ഗൎം

=
പ
വ
× വ 2

= പ × വ
∴ േഗാളപൃഷ്ഠഫലം = 2വ ×പ = േഗാളപരിധി× േഗാളവ്യാസം.

േഗാളഘനേക്ഷത്രഫലാനയനം
അനന്തരം േഗാളത്തിങ്കെല അദ്ധൎഭാഗത്തിങ്കെല ഘനേക്ഷത്രഫലെത്ത െചാല്ലു�
ന്നൂ. ഇവിെട േഗാളപൃഷ്ഠഫലെത്ത അറിവാനായിെക്കാണ്ടു കല്പിപ്പാൻ െചാല്ലിയ
വൃത്തമാേഗ്ഗൎണ മുറിപ്പൂ. അേപ്പാൾ േനേര പരന്നു വൃത്തങ്ങളായിരിേപ്പാ ചിലവ ഖണ്ഡ�
ങ്ങളായിട്ടിരിക്കും. അവിെട പൃഷ്ഠഫലത്തിങ്കൽ പൂവ്വൎാപരങ്ങളായിട്ടു വൃത്തങ്ങെള
കല്പിക്കുന്നൂ എങ്കിൽ ദക്ഷിേണാത്തരവൃത്തത്തിങ്കെല പരിധിഖണ്ഡത്തിെന്റ നീള�
െമാത്തിരിേക്കണം എന്നു നിയതമാകുന്നതു്. ഇവിെട പിെന്ന എല്ലാ മുറികളും മുഴുപ്പ്
ഒത്തിരിേക്കണെമന്നു നിയതമാകുന്നത്. പിെന്ന എല്ലാ വൃത്തത്തിങ്കേലയും വഗ്ഗൎ�
േക്ഷത്രഫലമുണ്ടാക്കി ഓേരാ മാനം മുഴുപ്പു എന്നു കല്പിച്ചു തങ്ങളിൽ കൂട്ടിയാൽ േഗാ�
ളത്തിെന്റ ഘനമുണ്ടാകും. വൃത്തേക്ഷത്രത്തിങ്കെല വഗ്ഗൎഫലെത്ത ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം
പിെന്ന. വൃത്തേക്ഷത്രെത്ത വ്യാസമാേഗ്ഗൎണ രണ്ടു െപാളിപ്പൂ സമമായിട്ടു്. പിെന്ന
രണ്ടു െപാളിയിങ്കലും േകന്ദ്രത്തിങ്കന്നു തുടങ്ങി േനമിയിങ്കേലാളം കീറൂ; േനമിയിങ്കേല�
ടം എല്ലാറ്റിലും പരന്നു, േകന്ദ്രത്തിങ്കേലട ം കൂത്തുൎ , ഇങ്ങെന ഇരിക്കും. പിെന്ന രണ്ടു
വൃത്തഖണ്ഡങ്ങേളയും േനമീെട രണ്ടു തലയു ംപിടിച്ചു നിവത്തൎ ി തങ്ങളിൽ കൂട്ടൂ, േക�
ന്ദ്രത്തിെല കൂത്തൎ പ്രേദശം മേറ്റതിങ്കെല പഴുതിൽ െചല്ലുമാറു്. അേപ്പാൾ വൃത്താദ്ധൎം
നീളമായി വ്യാസാദ്ധ ൎം ഇടയായി ഇരിേപ്പാരു് ആയതചതുരശ്രേക്ഷത്രം ഉണ്ടാകും.
എന്നാൽ വൃത്താദ്ധൎവും വ്യാസാദ്ധൎവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചാൽ വൃത്തേക്ഷത്രത്തിങ്ക�
െല ചതുരശ്രഫലം ഉണ്ടാകും. എന്നാൽ അതതു് അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎെത്ത േഗാളപരിധി�
െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു േഗാളവ്യാസം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അതതു േക്ഷത്രഫലമുണ്ടാകും.
പിെന്ന ഇവറ്റിെന്റ േയാഗ ം േഗാളേക്ഷത്രഘനഫലമായിട്ടിരിക്കും. അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎങ്ങ�
െള ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം. അവിെട ശരവും ശേരാനവ്യാസവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചാൽ
അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും, േകാടികണ്ണൎേയാഗ ം ശേരാനവ്യാസം, അന്തര ം ശരം,
എന്നിട്ടു്. അവിെട ശരേത്തയും ശേരാനവ്യാസേത്തയും വഗ്ഗൎിച്ചു കൂട്ടി വ്യാസവഗ്ഗൎ�
ത്തിങ്കന്നു കളഞ്ഞാൽ അതിെന അദ്ധൎിച്ചതും അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും, േയാഗവൎ�
ഗ്ഗവും വഗ്ഗൎേയാഗവും തങ്ങളിലന്തരം ദ്വിഗുണഘാതമായിട്ടിരിക്കും, എന്നിട്ടു്. അവിെട
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വൃത്തേക്ഷത്രങ്ങൾ െപരിെക കുറഞ്ഞു് അണുപ്രായമാത്രം മുഴുപ്പായിട്ടു് ഈ വൃത്തങ്ങ�
െള കല്പിേക്കണ്ടൂ. അവിെട ഒരണുവായിട്ടിരിെപ്പാന്നു നേടെത്ത ശരം. ഈ ശരത്തിൽ
ഓേരാേരാ അണുക്കൾ ഏറക്കൂടിയതു പിെന്ന പിന്നെത്ത ശരമാകുന്നതു്. എന്നാല�
ണുക്കളുെട ഏകാേദ്യേകാത്തരസംകലിതങ്ങൾ പ്രഥമദ്വിതീയാദി ശരങ്ങളാകുന്നതു്.
ആകയാൽ ഏകാേദ്യേകാത്തരവഗ്ഗൎസംകലിതം ശരവഗ്ഗൎേയാഗമാകുന്നതു്. വ്യാസം
ഗച്ഛമായിട്ടിരിേപ്പാരുരാശി ഇതു്. വ്യാസെത്ത അണുവായി ഖണ്ഡിച്ചിട്ടു വഗ്ഗൎസംകലി�
തം െചയ്യുന്നൂ. ഇതിെന ഇരട്ടിച്ചതു ശരവഗ്ഗൎേയാഗവും ശേരാനവ്യാസവഗ്ഗൎേയാഗവും
കൂടിയതായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട ഒന്നു തുടങ്ങി വ്യാസാദ്ധൎതുല്യമാേവാളം കുറഞ്ഞതു
ശര ം വ്യാസാദ്ധൎത്തിങ്കേലറിയതു ശേരാനവ്യാസം. പിെന്ന ഏറിയതു ശരം കുറഞ്ഞ�
തു ശേരാനവ്യാസം എന്നു കല്പിക്കുേമ്പാൾ ശരവഗ്ഗൎേയാഗവും ശേരാനവ്യാസവഗ്ഗൎ�
േയാഗവും തുല്യമായിട്ടിരിക്കും. എന്നിട്ടു് ഏകാേദ്യേകാത്തരസംകലിതെത്ത ഇരട്ടി�
പ്പാൻ െചാല്ലീ. രണ്ടും തെന്ന ശരമെത്ര; വലിയ ശരം ഒന്നു്; െചറിയ ശരം ഒന്നു്.
രണ്ടിന്നും കൂടി ജ്യാവു് ഒന്നു് എന്നിങ്ങെന കല്പിക്കിലുമാം. അവിേട ശരവും ശേരാന�
വ്യാസവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു് അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎമാകുന്നതു്.

“വൃേത്ത ശരസംവേഗ്ഗൎാദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎസ്സ ഖലു ധനുേഷാഃ”10 എന്നുണ്ടു്.

പിെന്ന ശരവഗ്ഗൎവും ശേരാനവ്യാസവഗ്ഗൎവും കൂടി വ്യാസവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു േപായ േശ�
ഷത്തിെന്റ അദ്ധൎവും അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും, വഗ്ഗൎേയാഗവും േയാഗവഗ്ഗൎവും
തങ്ങളിൽ അന്തരം ദ്വിഗുണഘാതം എന്നിട്ടു്. ഇവ്വണ്ണമാകുേമ്പാൾ എത്ര അദ്ധൎജ്യാ�
വഗ്ഗൎെത്ത ഉണ്ടാേക്കണ ം അത്രയിൽ ഗുണിേക്കണം വ്യാസവഗ്ഗൎെത്ത. ആകയാൽ
അണുേച്ഛദം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന വ്യാസത്തിെന്റ ഘനമായിട്ടിരിക്കുമതു്. അവി�
െട അണുേച്ഛദംെകാണ്ടു് പിെന്ന ഹരിേക്കണ്ടുകയാൽ േകവലം വ്യാസഘനമായിേട്ട
ഇരിക്കൂ ഇതു്. പിെന്ന അതിങ്കന്നു വഗ്ഗൎസംകലിതെത്ത ഇരട്ടിച്ചു് അതിെന കളേയ�
ണ ം. വഗ്ഗൎസംകലിതമാകുന്നതു ഘനത്ര്യംശം. ഇതിെന ഇരട്ടിച്ചു കളേയണ്ടുകയാൽ
ശിഷ്ടം ഘനത്ര്യംശം. പിെന്ന ഇതിെന അദ്ധൎിേക്കണ്ടുകയാൽ ഘനഷഷ്ഠാംശം. ആക�
യാൽ വ്യാസെത്ത ഘനിച്ചു് ആറിൽ ഹരിച്ചതു േഗാളത്തിങ്കെല നിരന്തരം ഉള്ള അൎ�
ദ്ധജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎേയാഗമായിട്ടിരിക്കും. പിെന്ന ഇതിെന പരിധിെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു
വ്യാസംെകാണ്ടു ഹരിേക്കണം ആകയാൽ വ്യാസെത്ത നേട തെന്ന ഘനിേക്കണ്ടാ,
വഗ്ഗൎിക്കേവണ്ടൂ, പിെന്ന ഹരിേക്കണ്ടുകയാൽ. എന്നാൽ വ്യാസവഗ്ഗൎെത്ത േഗാളപരി�
ധിെയെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു് ആറിൽ ഹരിച്ച ഫലം േഗാളത്തിങ്കെല ഘന ഫലമായിട്ടിരി�
ക്കും. ഇങ്ങെന ജ്യാവഗ്ഗൎസംകലിതപ്രസംഗാൽ ശരവഗ്ഗൎസംേയാഗദ്വാരാ ഉണ്ടാകുന്ന
ഘനേഗാളഫലെത്ത െചാല്ലീ പൃഷ്ഠഫലെത്തയും.31

വ്യാഖ്യാനം 31: If R is the radius of a sphere, then

the area of the surface of the sphere = 4πR2

= (2πR)× (2R)

10 ആയ്യൎഭടീയം ഗണിതപാദം േശ്ലാകം 17.
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The cubic contents of the sphere =
4πR3

3

=
(2πR)× (2R)2

6

The result as shown above are now achieved by integral calculus as shown below.
A sphere can be supposed to be formed by the revolution of a semicircle

about its diameter XOX′. Then every point P on the circumference having its
polar co-ordinates r, θ will describe a circle whose radious is r sin θ. The arc
PP′ = r× dθ.

Hence the area produced by the rotation of PP′ = 2πr× sin θ× rdθ. Then
the sum of all such areas formed up to the point Y

=
∫ π

2

o
2πr2 sin θ × dθ = [−2πr2 cos θ]

π
2

o

= 2πr2

This is only half the surface of the sphere.

പരിേലഖം (59)

Hence the whole surface area = 4πr2.
Again the volume of the element produced by the rotation of

PP′ = πy2 × dx
But y = r sin θ, x = r cos θ

∴ dx = −r sin θdθ

∴ πy2 dx = πr3 sin2 θ sin θ dθ

∴
∫ o

r
π y2dx = −π r3

∫ π
2

o
sin2 θ sin θ dθ

= πr3

∫ o

π
2

(1− cos2 θ) sin θ dθ

= πr3

[
cos θ − cos2 θ

3

]o

π

2

= πr3(1− 1

3
)

= 2

3
πr3
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This is one half of the sphere. Hence the whole Volume

= 4

3
πr3

വ്യാഖ്യാനം: േഗാളത്തിെന്റ ഘനേക്ഷത്രഫലമുണ്ടാേക്കണ്ടുന്നിടത്തു വൃത്തേക്ഷത്രഫല�
ത്തിെന്റ അേപക്ഷയുണ്ടാകെകാണ്ടു് അതിെന മുമ്പിൽ ഉണ്ടാക്കുന്നു. പരിേലഖം 60(i) ഒരു
വൃത്തം. വൃത്തെത്ത ഒരു വ്യാസമാേഗ്ഗൎണ രണ്ടു തുല്യഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടു വിഭജിക്കും. (ii) പരി�
ദ്ധ്യദ്ധൎങ്ങൾ രണ്ടിേനയും തുല്യചാപഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടു ഭാഗിക്കു. എല്ലാ ചാപഖണ്ഡാഗ്രങ്ങ�
ളിൽനിന്നു ം വ്യാസാദ്ധൎങ്ങെള വരക്കു. ചാപഖണ്ഡാഗ്രങ്ങളിൽ കുറച്ചു േവർെപടാെത ഈ
വ്യാസാദ്ധൎങ്ങളിൽക്കൂടി മുറിച്ചു്, പരിദ്ധ്യദ്ധൎത്തിെന്റ രണ്ടറ്റവും പിടിച്ചു നിവത്തൎ ി (iii)-ൽ കാ�
ണിച്ചിരിക്കുന്നപ്രകാരം രണ്ടു േക്ഷത്രങ്ങെള ഉണ്ടാക്കു. ഈ േക്ഷത്രങ്ങെള (iv)-ൽ കാണിച്ചി�
രിക്കുന്നപ്രകാരം കൂട്ടിേച്ചക്കുൎ . അേപ്പാൾ രണ്ടു ഭുജകളും പരിദ്ധ്യദ്ധൎത്തിേനാടു തുല്യമായിട്ടും
രണ്ടു ഭുജകൾ വ്യാസാദ്ധൎത്തിേനാടു തുല്യമായിട്ടും ഒരായതചതുരശ്രമുണ്ടാകും. ഇതിെന്റ േക്ഷ�
ത്രഫലം വൃത്തേക്ഷത്രത്തിേനാടു തുല്യം. പരിദ്ധ്യദ്ധൎെത്ത അസംഖ്യമായി ഖണ്ഡിക്കുകയാൽ
ഈ ഉണ്ടായ േക്ഷത്രെത്ത ആയതചതുരശ്രെമന്നുതെന്ന കല്പിക്കാം.

പരിേലഖം (60)(i)

പരിേലഖം (60)(ii)
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പരിേലഖം (60)(iii)

പരിേലഖം (60)(iv)

ആയതചതുരശ്രത്തിെന്റ േക്ഷത്രഫലം = പരിദ്ധ്യദ്ധൎം×വ്യാസാദ്ധൎം

∴ വൃത്തേക്ഷത്രഫലം = പരിദ്ധ്യദ്ധൎം ×വ്യാസാദ്ധൎം

അനന്തരം േഗാളഘനേക്ഷത്രഫലാനയനം:-

പരിേലഖനം 61-ൽ േഗാളപൃഷ്ഠഫലാനയനത്തിെലേപ്പാെല േഗാളസമപൂവ്വ ൎാപരവൃത്ത�
ത്തിെന്റ െതക്കും വടക്കും േഗാളത്തിങ്കൽ ചില വൃത്തങ്ങെള ഉണ്ടാക്കുന്നു.
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പരിേലഖം (61)

േഗാളപൃഷ്ഠഫലാനയനത്തിങ്കൽ ഈരണ്ടു വൃത്തങ്ങൾ തങ്ങളിലുള്ള അകലങ്ങൾ ദക്ഷി�
േണാത്തരവൃത്തത്തിങ്കൽ തുല്യചാപഖണ്ഡങ്ങളായിട്ടിരിേക്കണമേല്ലാ. എന്നാലിവിെട അടു�
ത്തുള്ള ഈരണ്ടു വൃത്തങ്ങളുെട ഇടയിലുള്ള േഗാളഖണ്ഡങ്ങളുെട മുഴുപ്പു തുല്യങ്ങളായിരി�
േക്കണം. അതായതു േഗാളഖണ്ഡങ്ങളുെട പരന്ന വൃത്തങ്ങളുെട അന്തരാളങ്ങൾ തുല്യങ്ങ�
ളായിട്ടിരിേക്കണം. ഈ വൃത്തങ്ങളുെട വ്യാസാദ്ധൎങ്ങൾ ദക്ഷിേണാത്തരവൃത്തത്തിങ്കെല
അദ്ധൎജ്യാക്കളായിട്ടിരിക്കും. മുഴുപ്പു് എല്ലായിടത്തും രൂപെമന്നു കല്പിക്കു.

അേപ്പാൾ ഒരു ഖണ്ഡത്തിെന്റ ഘനേക്ഷത്രഫലം

= ഖണ്ഡമദ്ധ്യവൃത്തേക്ഷത്രഫലം × 1

വൃത്തേക്ഷത്രഫലം = പരിദ്ധ്യദ്ധൎം×വ്യാസാദ്ധൎം
(അതതു വൃത്തെത്ത സംബന്ധിച്ചുള്ളവ)

വൃത്തപരിധി =
േഗാളപരിധി×അദ്ധൎജ്യാവു്

േഗാളവ്യാസാദ്ധൎം

∴ വൃത്തേക്ഷത്രഫലം = 1

2
× േഗാളപരിധി×അദ്ധൎജ്യാവു്

േഗാളവ്യാസാദ്ധൎം
×അദ്ധൎജ്യാവു്
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=
േഗാളപരിധി×അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎം

േഗാളവ്യാസം

ഒരു വൃത്തത്തിൽ, ശരം × ശേരാനവ്യാസം = (കണ്ണൎം-േകാടി)(കണ്ണൎം+േകാടി)

= കണ്ണൎവഗ്ഗൎം-േകാടിവഗ്ഗൎം
= ഭുജാവഗ്ഗൎം
= അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎം

∴ അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎം =
2×ശരം×ശേരാനവ്യാസം

2

=
(ശരം+ശേരാനവ്യാസം)2 − (ശരം2+ശേരാനവ്യാസം2)

2

=
വ്യാസവഗ്ഗൎം− (ശരം2 + ശേരാനവ്യാസം2)

2

ഇേപ്പാൾ മൂഴുപ്പു രൂപമായിട്ടേല്ലാ കല്പിച്ചതു്. പിെന്ന ഈ മുഴുപ്പിെന അണുവാക്കി കല്പി�
ക്കു. അേപ്പാൾ എല്ലാ ഖണ്ഡങ്ങളുെടയും മൂഴുപ്പു തുല്യമാകയാൽ ആദ്യജ്യാവിന്നു ശരം ഒരണു,
രണ്ടാംജ്യാവിനു ശരം രണ്ടണു, മൂന്നാമെത്തതിനു മൂന്നു് ഇങ്ങെന ക്രേമണ ഏറിേയറിയിരി�
ക്കും. അണുക്കളുെട ഏകാേദ്യാേകാത്തരങ്ങൾ പ്രഥമദ്വിതീയാദിശരങ്ങളാകുന്നവ.

അേപ്പാൾ ശരവഗ്ഗൎേയാഗം = 1
2 + 2

2 + 3
2 + · · ·

വ്യാസെത്ത അണുവാക്കി വിഭജിക്കുക്കയാെണങ്കിൽ വ്യാസത്തിൽ എത്ര അണുക്കളു�
േണ്ടാ ആ സംഖ്യ ഇവിെട ഗച്ഛമാകുന്നതു്. ഗച്ഛം എന്നുെവച്ചാൽ േശ്രണിയിലുള്ള സംഖ്യകളു�
െട എണ്ണം.

ശരം 1 എങ്കിൽ ശേരാനവ്യാസം = വ്യാസം-1
ശരം 2 എങ്കിൽ ശേരാനവ്യാസം = വ്യാസം-2
ശരം 3 എങ്കിൽ ശേരാനവ്യാസം = വ്യാസം-3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ശരം(വ്യാസം-3) എങ്കിൽ ശേരാനവ്യാസം = വ്യാസം—(വ്യാസം-3) = 3

ശരം(വ്യാസം-2) എങ്കിൽ ശേരാനവ്യാസം = 2

ശരം(വ്യാസം-1) എങ്കിൽ ശേരാനവ്യാസം = 1

∴ ശരേയാഗം = 0 + 1 + 2 + 3 + · · ·+ വ്യാസം.
ശേരാനവ്യാസേയാഗം = വ്യാസം + (വ്യാസം-1) + · · ·+1+0

ഇങ്ങെന ശരേയാഗവും ശേരാനവ്യാസേയാഗവും ഒന്നു തെന്ന.

∴ ശരവഗ്ഗൎേയാഗം = ശേരാനവ്യാസവഗ്ഗൎേയാഗം

ശരത്തിന്നും ശേരാനവ്യാസത്തിന്നും അദ്ധൎജ്യാവു് ഒന്നു തെന്ന.

∴ അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎം =
വ്യാസവഗ്ഗൎം− 2ശരവഗ്ഗൎം

2

=
വ്യാസവഗ്ഗൎം

2

−ശരവഗ്ഗൎം
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ഗച്ഛം വ്യാസസംഖ്യയാകയാൽ, അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎേയാഗം

=
വ്യാസം×വ്യാസവഗ്ഗൎം

2

− (12 + 2
2 + 3

2 + · · ·+ വ്യാസവഗ്ഗൎം)

=
വ്യാസഘനം

2

− വ്യാസഘനം
3

=
വ്യാസഘനം

6

∴ േഗാളഘനേക്ഷത്രഫലം =
േഗാളപരിധി
േഗാളവ്യാസം

×അദ്ധൎജ്യാവഗ്ഗൎേയാഗം

=
േഗാളപരിധി
േഗാളവ്യാസം

× േഗാളവ്യാസഘനം
6

=
േഗാളപരിധി× േഗാളവ്യാസവഗ്ഗൎം

6

=
േഗാളപൃഷ്ഠേക്ഷത്രഫലം×േഗാളവ്യാസം

6



അനുബന്ധം

കുട്ടാകാരക്രിയാ (തന്ത്രസംഗ്രഹം)

നിരഗ്രകുട്ടാകാരം:
അനന്തരം കുട്ടാകാരമാകുന്ന ഗണിതത്തിെന്റ ക്രിയെചാല്ലുവാനായിെകാണ്ടു തുടങ്ങുേന്നട�
ത്തു് അതിെന്റ വിഷയെത്ത കാട്ടുന്നു.

ഭാേജ്യാേയന ഹതശ്ശുദ്ധിഹീനഃ േക്ഷപാന്വിേതാഥവാ |
ശേക്യാ ഹാേരണ നിേശ്ശഷം ഹത്തുൎ ം സ ഗുണകസ്തു കഃ || 1
തൽഫലം ച കിമിേത്യതൽ കുട്ടാകാേരണ ഗമ്യേത |

കുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ ഗുണ്യെത്ത ഭാജ്യെമന്നും േശഷെത്ത അഗ്രെമന്നും െചാല്ലുന്നു ഭാജ്യ�
െത്ത യാെതാന്നുെകാണ്ടു ഗുണിച്ച് ഇഷ്ടശുദ്ധിെയ (ശുദ്ധി = കളേയണ്ടും സംഖ്യ) കളയു�
കേയാ, ഇഷ്ടേക്ഷപെത്ത (േക്ഷപം = കൂേട്ടണ്ടും സംഖ്യ) കൂട്ടുകേയാ െചയ്തനന്തരം ഹാര�
കംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ േശഷം ഇല്ലാെതയിരിക്കും, അങ്ങെനയുള്ള ഗുണകാരെമന്തു് എന്നും
ഹരിച്ചാൽ ഫലം എന്തു് എന്നും അറിവാനുള്ള ഉപായെത്ത നിരഗ്രകുട്ടാകാരക്രിയ എന്നു
പറയുന്നു.

ഭാജ്യഹാരകങ്ങെള അപവത്തൎ ിക്കുംപ്രകാരം:
രാേശ്യാരേന്യാന്യഹൃതേയാേശ്ശഷസ്സ്യാദപവത്തൎ നം || 2
സ്വാപവത്തൎ ഹൃതൗ ഭാജ്യഹാരകൗ ദൃഢസംജ്ഞിതൗ |
േതനാപവേത്തൎ ൈനവാപ്താ ദൃഢാ ശുദ്ധിയ്യുൎതിശ്ചവാ || 3

സംഭവിക്കുെമങ്കിൽ, ഒടുക്കെത്ത േശഷം ശൂന്യമാേവാളം ഭാജ്യേത്തയും ഹാരകേത്തയും
അേന്യാന്യം ഹരണം െചയ്താൽ ഒടുക്കെത്ത ഹാരകത്തിന്ന് അപവത്തൎ നം എന്നുേപർ.
ഒടുക്കെത്ത േശഷം എന്നു െവച്ചാൽ ഒടുക്കെത്ത ഹാരകെമന്നർത്ഥം. ഈ അപവത്തൎ ന�
സംഖ്യെകാണ്ടു് ഭാജ്യേത്തയും ഹാരകേത്തയും ഹരിച്ചാൽ ഫലങ്ങൾക്കു് ദൃഢഭാജ്യഹാര�
കങ്ങൾ അെല്ലങ്കിൽ ദൃഢഭാജ്യഭാജകങ്ങൾ എന്നു േപർ. ഈ അപവത്തൎ നംെകാണ്ടുത�
െന്ന േക്ഷപേത്തേയാ ശുദ്ധിേയേയാ ആവശ്യമുള്ളതിേനയും ഹരിേക്കണം. ഇങ്ങെന അപ�
വത്തൎ നം െകാണ്ടു േക്ഷപേത്തേയാ ശുദ്ധിേയേയാ മുടിയത്തക്കവണ്ണം ഹരിക്കുവാൻ തരമാ�
വാത്ത ദിക്കിൽ കൂട്ടാകാരക്രിയെചയ്യാനും തരമില്ല. “േയനച്ഛിന്നൗ ഭാജ്യഹാരൗ ന േതന
േക്ഷപൈശ്ചതദൂഷ്ടമുദ്ദിഷ്ട േമവ” എന്നു ലീലാവതിയിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ട്. ഈ അപവത്തൎ ിത�
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ങ്ങളായിരിക്കുന്ന േക്ഷപശുദ്ധികൾക്കു ദൃഢേക്ഷപശുദ്ധികൾ എന്നു േപർ. കുട്ടാകാരക്രിയ
െചയ്യുേന്നടെത്തല്ലാം ഈ ദൃഢങ്ങളായിരിക്കുന്ന വസ്തുക്കെള ഉപേയാഗിക്കണം.

കുട്ടാകാരപ്രകാരെത്ത െചാല്ലുന്നു.

(ക) അേന്യാന്യഹരണവും വല്യാനയനവും:
ദൃഢേയാഭ ൎാജ്യഹരേയാരേല്പനാദൗ ഹേരൽ പരം |
തത്തേച്ഛേഷണ ഭൂേയാപി യാവദല്പം മിേഥാ ഹേരൽ || 4
ഫലാന്യേധാധഃ ക്രമേശാ വല്ലീരൂേപണ നിക്ഷിേപൽ |
തത്തേച്ഛഷഞ്ച സംരേക്ഷൽ പൃഥൿ സവ്വൎാനപി ക്രമാൽ || 5

ദൃഢങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഭാജ്യഹാരങ്ങളിൽെവച്ചു് െചറിയതിെനെക്കാണ്ടു വലിയതിെന ഹരി�
ക്കു. േശഷംെകാണ്ടു മുമ്പിലെത്ത ഹാരകെത്ത ഹരിക്കു. ഇതിെന്റ േശഷംെകാണ്ടു് ഇതിെന്റ
ഹാരകെത്ത ഹരിക്കു. ഇങ്ങെനേശഷം െചറുതാേവാളം ക്രിയെചയ്യൂ. ഫലങ്ങെള ക്രേമണ
േമൽകീഴായി വല്ലീരൂേപണ െവക്കു. േശഷങ്ങെളയും കളയാെത സൂക്ഷിക്കണം.

(ഖ) മതികല്പിക്കുംപ്രകാരം:
ഭാജ്യഹാരകേയാരല്പസ്യാല്പേശ്ശഷസ്തദാ യദാ |
വല്ലീഫലാനാം യുഗ്മത്വം തേദാജേത്വ വിപയ്യയാൽ || 6
ഭാജ്യേശേഷ യദാല്പത്വം മതിസ്തത്ര പ്രകല്പ്യതാം |

വല്ലീഫലങ്ങൾ യുഗ്മസംഖ്യങ്ങളായിരിക്കുേമ്പാൾ ഭാജ്യഹാരകങ്ങളിൽെവച്ചു കുറഞ്ഞതിെന്റ
േശഷം കുറഞ്ഞതു്, ഏറിയതിെന്റ േശഷം ഏറിയതു്. ഓജസംഖ്യകളാകുേമ്പാൾ വിപരീതം.
അേന്യാന്യഹരണത്തിൽ ഒടുക്കെത്ത േശഷം എല്ലാേയ്പാഴും അല്പേശഷം. അതിനു മുമ്പില�
െത്ത േശഷം മഹാേശഷം. ഒടുക്കെത്ത േശഷെത്ത സ്വീകരിക്കാത്തപക്ഷം അതിെന്റ മുക�
ളിലുള്ള രണ്ടു േശഷങ്ങളിൽ ചുവട്ടിേലതു് അല്പേശഷം, മുകളിേലതു മഹാേശഷം, ഇങ്ങെന
കണ്ടു െകാൾക. വല്ലീഫലങ്ങൾ യുഗ്മസഖ്യകളാകുേമ്പാൾ ഒടുക്കെത്ത അല്പേശഷം ഭാജ്യഹാ�
രകങ്ങളിൽ െവച്ചു കുറഞ്ഞതിേന്റതായിരിക്കും. ഓജത്വത്തിങ്കൽ വിപരീതവും. ഭാജ്യേശഷം
അല്പേശഷമാകുേമ്പാൾ സാമാേന്യന മതി കല്പിക്കെപ്പടുന്നു.

(ഗ) മതിയുെട സ്വരൂപം:
േയനാഹേേതാല്പേശേഷായം ശൂദ്ധ്യൂനഃ േക്ഷപയുക്ച വാ || 7
മഹാേശേഷണ നിേശ്ശഷം ഹ്രിയേത സ ഗുേണാ മതിഃ |

അല്പേശഷെത്ത യാെതാന്നുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ശുദ്ധിെയ കളയുകെയാ േക്ഷപെത്ത കൂട്ടുക�
െയാ െചയ്തു മഹാേശഷംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ േശഷമില്ലാെത വരുന്നു, അഗ്ഗുണകാരത്തിനു
മതി എന്നു േപർ. മഹാേശഷം െകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം മതിഫലം.

(ഘ) വല്യുപസംഹാരം:
താം ഫലാനാമേധാ ന്യസ്യ തദധശ്ച മേതഃ ഫലം || 8
ഉപാേന്ത്യന ഹേത േസ്വാേദ്ധൎ്വ ക്ഷിേപദന്ത്യം മുഹുസ്തഥാ |
കയ്യൎാദ്രാശിദ്വയം യാവൽ ഗുേണാ രാശിരിേഹാദ്ധൎ്വഗഃ || 9
അേധാഗസ്തു ഫലം ഹാേരധിേക ഭാേജ്യധിേകേന്യഥാ |

മുൻ ഉണ്ടാക്കിയിരിക്കുന്ന വല്ലിയുെട താെഴ മതിെയ െവക്കു. മതിയുെട താെഴ മതിഫലെത്ത
െവക്കു. ഈ വല്ലിയുെട ഒടുക്കെത്ത സംഖ്യക്കു് അന്ത്യെമന്നു േപർ. അതിെന്റ മുകളിലുള്ളതി�
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ന്നു് ഉപാന്ത്യെമന്നു േപർ. അതിന്നും മുകളിലുള്ളതിന്നു േസ്വാദ്ധൎ്വെമന്നു േപർ. േസ്വാദ്ധൎ്വെത്ത
ഉപാന്ത്യംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അന്ത്യെത്ത കൂട്ടി േസ്വാദ്ധൎത്തിെന്റ േനെര െവക്കുക. അന്ത്യം േമ�
ലാൽ ആവശ്യമില്ലാത്തതിനാൽ കളയുകയും െചയ്യാം. ഇേപ്പാൾ ഒരു പുതിയ വല്ലി ഉണ്ടാ�
യി. അതിൽ അന്ത്യം മുൻ ഉപാന്ത്യം. ഉപാന്ത്യം മുൻ ക്രിയെകാണ്ടു ലഭിച്ച ഫലം. േസ്വാദ്ധൎം
മുമ്പിലെത്ത വല്ലിയിൽ ഒടുവിൽനിന്നു നാലാമെത്ത ഫലം. ഇവിെടയും േസ്വാദ്ധൎ്വെത്ത ഉപാ�
ന്ത്യംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് അന്ത്യം കൂട്ടുക. അന്ത്യം കളയുകയും െചയ്യുക. ഇങ്ങെന രണ്ടു രാശി�
കളാേവാളം ക്രിയ െചയ്യുക. ഈ ക്രിയക്കു വല്യുപസംഹാരെമന്നു േപർ. കുട്ടാകാരത്തിൽ
പറഞ്ഞിരിക്കുന്ന ഗുണകാരവും ഫലവും ഈ രാശികളാകുന്നു. ഭാജ്യഹാരകങ്ങളിൽ െവച്ചു
ഹാരകേമറുന്നെതങ്കിൽ ഇവിെട േമേലരാശി ഗുണകാരം, കീെഴരാശി ഫലം; ഭാജ്യേമറുന്ന�
െതങ്കിൽ കീെഴരാശി ഗുണകാരം, േമെലരാശി ഫലം. ഇങ്ങെന സാമാന്യനിരഗ്രകുട്ടാകാര�
ക്രിയ.

ക്രിയയിെല ചില വിേശഷങ്ങൾ: തക്ഷണം
ത ഏവ ഭാജ്യഹാരാഭ്യാം തേഷ്ട ഗുണഫേല ക്വചിൽ || 10
േശഷാത്ഥൎ േമവ ഹരണം തക്ഷണം ന ഫലായ തൽ |
ഗുണലേബ്ധ്യാസ്സമം ഗ്രാഹ്യം ധീമതാ തക്ഷേണ ഫലം || 11
ഇഷ്ടഹതസ്വസ്വതക്ഷണാഢ്യൗ ലബ്ധിഗുണൗ തു വാ |

ചിലേപ്പാൾ ഗുണകാരഫലങ്ങെള തക്ഷിേക്കണ്ടിവരും. തക്ഷണം എന്നതു് ഒരു ഹരണവി�
േശഷം. ഫലം ഉദ്ദിഷ്ടമായിരിക്കുേമ്പാൾ ആ ഹരണെത്ത ഹരണെമന്നു പറയുന്നു. േശഷം�
മാത്രം ഉദ്ദിഷ്ടമായിരിക്കുേമ്പാൾ അതിന്നു തക്ഷണം എന്നു പറയുന്നു.തക്ഷണത്തിങ്കൽ
േശഷങ്ങൾ മാത്രെമ ആവശ്യമുള്ളൂ. ഫലങ്ങൾ കളയാം. ഗുണകാരത്തിെന്റ തക്ഷണഹാര�
കം ഫാരകം; ഫലത്തിെന്റ തക്ഷണ ഹാരകം ഭാജ്യം. ഇവിെട തക്ഷിതഫലങ്ങളും (അതായ�
തു ഹരണേശഷങ്ങൾ) ഗുണകാരഫലങ്ങളാകുന്നു. ഫലെത്ത അറിവാനായിെക്കാണ്ടു ഹാര�
കെത്ത ആവത്തൎ ിച്ചു വാങ്ങുക ഹരിക്കയാകുന്നു. േശഷെത്ത അറിവാനായിെക്കാണ്ടൂ് ഹാരക�
െത്ത ആവത്തൎ ിച്ചു വാങ്ങുക തക്ഷണമാകുന്നു. ഗുണകാരഫലങ്ങെള തക്ഷിക്കുേമ്പാൾ തെന്റ
തക്ഷണമായ ഹാരകേത്തേയാ ഭാജ്യേത്തേയാ ഗുണകാരത്തിൽ നിേന്നാ ഫലത്തിൽ നി�
േന്നാ എത്ര ആവത്തൎ ിച്ചു വാങ്ങി, ഫലത്തിങ്കേന്നാ ഗുണകാരത്തിേന്നാ സ്വസ്വതക്ഷണ�
മായ ഭാജ്യെത്തെയാ ഹാരകേത്തെയാ അത്ര ആവത്തൎ ിച്ചു വാങ്ങണം. അവ്വണ്ണംതെന്ന
ഗുണകാരഫലങ്ങളിൽ തങ്ങൾതങ്ങളുെട തക്ഷണങ്ങെള ഒരിഷ്ടസംഖ്യെകാണ്ടു് ഗുണിച്ചു
കൂട്ടിയാലും ഗുണകാരഫലങ്ങൾ ലഭിക്കും.

തക്ഷണത്തിങ്കെല വിേശഷെത്ത െചാല്ലുന്നു
യദാ വല്യുപസംഹാേര സ്യാദ്യത്രാധികസംഖ്യതാ || 12
തദാ തൽസ്ഥാനൈഗേശ്ശൈഷഃ കയ്യാദ്വാ തക്ഷണം മുഹുഃ |

യാെതാരിക്കൽ വല്യുപസംഹാത്തിന്നിടയിൽതെന്ന അതതു േശഷെത്തക്കാൾ രാശിക്കു്
അധികസംഖ്യത ഉണ്ടാകുന്നു, അേപ്പാൾ ആസ്ഥാനത്തിങ്കെല േശഷെത്തെക്കാണ്ടു് രാശി�
െയ തക്ഷിക്കാം. എന്നാൽ കീെഴ സ്ഥാനെത്ത േശഷെത്തെക്കാണ്ടു് കീെഴ രാശിേയയും
തക്ഷിേക്കണം.

മതികല്പനത്തിങ്കെല വിേശഷം:
അഥാേല്പ ഹാരേശഷ േചന്മതിഃ കേല്പ്യത തത്ര തു || 13
ശുദ്ധിേക്ഷപൗ വിപയ്യൎസ്തം കല്പയിേത്വാക്തവൽ ക്രിയാ |
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ഭാജ്യേശഷം കുറയുേമ്പാൾ മതികല്പിക്കുവാനാണേല്ലാ സാമാന്യവിധിയിൽ പറഞ്ഞതു്. ഹാ�
രേശഷം കുറയുേമ്പാൾ മതികല്പിക്കുന്നു എന്നിരിക്കിൽ ശുദ്ധിേക്ഷപങ്ങെള പകന്നുൎ കല്പിച്ചു
മുമ്പിെലേപ്പാെല ക്രിയെചയ്താൽ മതിയാകും. ശുദ്ധി ഉദ്ദിഷ്ടമായെതങ്കിൽ അതിെന േക്ഷപം
എന്നു കല്പിേക്കണം. േക്ഷപം ഉദ്ദിഷ്ടമായെതങ്കിൽ ശുദ്ധി എന്നു കല്പിേക്കണം.

യദാ പുനഹൎാരാഭാജ്യേശഷേയാരധിേക മതിഃ || 14
കല്പ്യേതത്ര മതിസ്ത്വേന്ത സ്ഥാേപ്യാപാേന്ത്യ ച തൽഫലം |

െചറിയേശഷം ഭാജ്യമായും വലിയ േശഷം ഹാരകമായും മതിവരുത്തുവാനാണെല്ലാ മുമ്പിൽ
പറഞ്ഞിട്ടുള്ളതു്. എന്നാൽ യാെതാരിക്കൽ വലിയ േശഷെത്ത ഭാജ്യമാക്കിയും െചറിയ
േശഷെത്ത ഹാരകമാക്കിയും മതികല്പിക്കെപ്പടുന്നു, അവിെട വല്ലിയിങ്കൽ അന്ത്യമായിട്ടു
മതിെയ െവക്കുക, ഉപാന്ത്യമായിട്ടു മതിഫലേത്തയും െവക്കുക. േശഷം ക്രിയ മുമ്പിെല�
േപ്പാെല. ഇവിെട വലിയ േശഷം ഭാജ്യേശഷമാകണം. വലിയേശഷം ഹാരകേശഷെമങ്കിൽ
ശുദ്ധിേക്ഷപങ്ങെള പകന്നുൎ കല്പിേക്കണം.

മതികല്പനത്തിങ്കൽ പ്രകാരാന്തരം:
മേതരപ്രതിഭാേനതു യാവദ്രൂപസ്യ േശഷതാ || 15
ഭാേജ്യ വാ ഹാരേക വാ സ്യാത്താവേദവം മിേഥാ ഹേരൽ |
ഭാേജ്യ േചച്ഛിഷ്യേത രൂപം ശുേദ്ധസ്സ്യാന്മതിതാ തദാ | 16
േക്ഷപസ്യ മതിതാന്യത്ര ശുന്യം മതിഫലം താേയാഃ |
ശുദ്ധിേക്ഷപൗ വിപയ്യൎസ്തൗ ഭേവതാം തഹൎി പൂവ്വ ൎവൽ || 17
ലബ്ധൗ ലബ്ധി ഗുണൗ സ്വസ്വതക്ഷണാേച്ഛാധിതൗ സ്ഫുടൗ |

കുെറേനരം അേന്യാന്യഹരണം െചയ്തതിെന്റേശഷം മതിേതാന്നിയില്ല എന്നു വരുകിൽ ഭാ�
ജ്യത്തിങ്കേലാ ഹാരകത്തിങ്കേലാ രൂപം േശഷിക്കുന്നതുവെര ഹരിക്കുക. ഭാജ്യത്തിൽ രൂപം
േശഷിക്കുന്നെതങ്കിൽ ശുദ്ധിതെന്ന മതിയാകുന്നതു്. ഹാരകത്തിെലങ്കിൽ േക്ഷപം തെന്ന.
രേണ്ടടത്തും മതിഫലം ശൂന്യം. ഇപ്രകാരം വല്ലി ഉണ്ടാക്കി മുേന്നേപ്പാെല ക്രിയ െചയ്താൽ
ഗുണകാരഫലങ്ങൾ ലഭിക്കും. എന്നാൽ ഭാജ്യത്തിൽ രൂപം േശഷിച്ചിരിക്കുേമ്പാൾ േക്ഷപം
ഉദ്ദിഷ്ടമായിരിക്കുന്നെതേന്നാ, ഹാരകത്തിൽ രൂപം േശഷിച്ചിരിക്കുേമ്പാൾ ശുദ്ധി ഉദ്ദിഷ്ടമാ�
യിരിക്കുന്നെതേന്നാ വരും വിഷയത്തിൽ െചേയ്യണ്ട ഉപായെത്ത പറയുന്നു. ഇവിെട ശുദ്ധി�
േക്ഷപങ്ങെള പകന്നുൎ കല്പിച്ചു ഗുണകാരഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കൂ. ഈ ഗുണകാരഫലങ്ങെള
തെന്റ തെന്റ തക്ഷണത്തിങ്കന്നു വാങ്ങി േശഷിച്ചവ സ്പുടങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഗുണകാരഫലങ്ങ�
ളായിട്ടു വരും. ഹാരകേശഷം കുറയുേമ്പാൾ മതി കല്പിച്ചുെവങ്കിൽ ശുദ്ധിേക്ഷപങ്ങെള പകന്നുൎ
കല്പിേക്കണെമന്നു മുമ്പിൽ പറഞ്ഞുവേല്ലാ. ശുദ്ധിേക്ഷപങ്ങെള പകരാെത തെന്ന ക്രിയ െച�
യ്തുണ്ടായ ഗുണകാരഫലങ്ങെള തെന്റ തെന്റ തക്ഷണത്തിൽ നിന്നു വാങ്ങി േശഷിച്ചവയും
സ്ഫുടഗുണകാരഫലങ്ങളായിട്ടു വരുെമന്നു് ഈ ന്യായംെകാണ്ടു വന്നു.

ഗുണകാരഫലങ്ങെള അറിവാൻ പ്രകാരാന്തരം:
രൂേപ േക്ഷേപഥവാ ശുദ്ധൗ ഗുണാപ്തീേയ പ്രസാധിേത || 18
ഇഷ്ടേഘ്ന േത ക്രമാൽ സ്യാതാമിഷ്ടേക്ഷപവിശുദ്ധിേജ |

രൂപെത്ത േക്ഷപെമേന്നാ ശുദ്ധിെയേന്നാ കല്പിച്ചു് മുമ്പിെലേപ്പാെല ക്രിയെചയ്തു ഗുണകാര�
ഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കി അവെറ്റ ഇഷ്ട സംഖ്യ െകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ ക്രമത്താെല ഇഷ്ടസംഖ്യാ
േക്ഷപെമാ ശുദ്ധിെയാ ആയിട്ടുള്ള ഗുണകാരഫലങ്ങൾ ഉളവാകും.

അനന്തരം രാശിേശഷാദികൾ േക്ഷപശുദ്ധികളാകുേമ്പാളുള്ള ക്രിയാവിേശഷെത്ത
പറയുന്നു.

രാശിഭാഗകലാദീനാം േശേഷ ദൃേഷ്ട യഥായഥം || 19
ദ്വാദശാദിഹേതാ ഭാേജ്യാ ഗ്രാഹ്യേശ്ശഷന്തു പൂവ്വൎവൽ |
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മദ്ധ്യമങ്ങൾ രാശ്യാദിേശഷങ്ങളാകുന്നു. രാശിേശഷം േക്ഷപമാെയാ ശുദ്ധിയാെയാ കാ�
ണെപ്പട്ടുെവങ്കിൽ ഭാജ്യെത്ത പന്ത്രണ്ടിൽ ഗുണിച്ചതു ഭാജ്യമായി കല്പിേക്കണം. അവ്വണ്ണം
ഭാഗേശഷെമങ്കിൽ ഭാജ്യെത്ത മുന്നൂറ്റിഅറുപതിൽ ഗുണിേക്കണം. കലാേശഷമാെണങ്കിൽ
ഭാജ്യെത്ത ഇരുപേത്താരായിരത്തി അറുനൂറിൽ ഗുണിേക്കണം. ഇവ്വണ്ണം വികലാദി േശഷ�
ങ്ങൾക്കും ഊഹിച്ചുെകാള്ളണം. മറ്റു ക്രിയകൾ മുമ്പിെലേപ്പാെല.

നിരഗ്രകുട്ടാകാരക്രിയയുെട വിശദീകരണത്തിനായിെക്കാണ്ടു് ഒരു ഉദാഹരണെത്ത
െചാല്ലുന്നു.

യൽ ഗുണാസ്സൂയ്യൎ ഭഗണാഃ ഖഖതത്വാശ്വിഭിയ്യുൎതാഃ || 20
ഹീനാ വാ ഭൂദിൈനഭ ൎക്താ നിേശ്ശഷാസ്തം ഗുണം വദ |

ആദിത്യെന്റ ഭഗണങ്ങെള യാെതാന്നുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് ഇരുപത്തീരായിരത്തി അഞ്ഞൂറു
കൂടുകതാൻ കളയുകതാൻ െചയ്തു ഭൂദിനങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ േശഷമില്ലാെത മുടിയും,
അങ്ങെനയുള്ള ഗുണകാരെത്ത െചാല്ലുക.

ഭാജ്യം = ആദിത്യഭഗണം = 4320000
ഹാരകം = ഭൂദിനം = 1577917500

േക്ഷപം അെല്ലങ്കിൽ ശുദ്ധി = 22500
അപവത്തൎ നഹാരകം = 7500
അേപ്പാൾ ദൃഢഭാജ്യം = 576

ദൃഢഹാരകം = 210389
ദൃഢേക്ഷപം അെല്ലങ്കിൽ ദൃഢശുദ്ധി = 3

ദൃഢഭാജ്യഹാരകങ്ങെള അേന്യാന്യം ഹരണം െചയ്താൽ,

ഫലങ്ങൾ− 365, 3, 1, 6, 2, 4

േശഷങ്ങൾ− 149, 129, 20, 9, 2, 1

I. ഇവിെട ഹാരകം ഭാജ്യേത്തക്കാേളറുന്നു. േക്ഷപം = 3.

ആദ്യെത്ത നാലു ഫലങ്ങെള വല്ലിയിൽ ക്രേമണ െവക്കൂ,

യുഗ്മഫലമാകയാൽ നാലാമെത്ത േശഷം 9 ഭാജ്യേശഷമാകുന്നു.

അേപ്പാൾ അല്പേശഷം = 9; മഹാേശഷം = 20.
9× 13 + 3

20

= 6; അേപ്പാൾ മതി = 13; മതിഫലം = 6.

ഒടുക്കെത്ത ഫലമാകുന്ന 6-െന്റ ചുവട്ടിൽ മതിയാകുന്ന 13 െവക്ക, അതിെന്റ ചുവട്ടിൽ
മതിഫലമായ 6-േനയും െവക്കു അേപ്പാളുണ്ടാകുന്ന വല്ലി:
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365 ···136972

3 ········375

1 ··········97

6 ··········84

13

6



ഈ വല്ലിയിൽ ഒടുക്കെത്ത സംഖ്യ 6 അന്ത്യം, 13 ഉപാന്ത്യം,
ഇതിെന്റ മുകളിെല 6 േസ്വാദ്ധൎ്വം, േസാദ്ധൎ്വെത്ത ഉപാന്ത്യംെകാണ്ടു്
ഗുണിച്ചു് അന്ത്യം കൂട്ടുേമ്പാൾ 6× 13+ 6 = 84 എന്നു്. അതിെന
േസ്വാദ്ധൎമാകുന്ന 6-െന്റ േനെര െവക്കു. മുമ്പിലെത്ത അന്ത്യം
6-െന കളയുകയാെണങ്കിൽ വല്ലിയുെട സ്വരൂപം; 365, 3, 1, 84,
13 എന്നു്. ഇവിെട 18 അന്ത്യം, 84 ഉപാന്ത്യം, 1 േസ്വാദ്ധൎ്വം.

1× 84 + 13 = 97 അേപ്പാൾ വല്ലിയുെട സ്വരൂപം: 365, 3, 97, 84

3× 97 + 84 = 375 അേപ്പാൾ വല്ലിയുെട സ്വരൂപം: 365, 375, 97

365× 375 + 97 = 136972; 97-െന കളയുന്നു.

ഇങ്ങെന മുകളിൽ 136972 എന്നും കീെഴ 375 എന്നും കിട്ടുന്നു.
ഇവിെട ഹാരകം ഏറുന്നതുെകാണ്ടു്,

ഗുണകാരം = 136972

ഫലം = 375[
576× 136972 + 3

210389

=
78895875

210389

= 375. േശഷമില്ല.
]

പിെന്ന 3-െന ശുദ്ധി എന്നു കല്പിക്കു.

365 ·····73417

3 ········201

1 ··········52

6 ··········45

7

3



ഇവിെട 9×7−3

20
= 3

അേപ്പാൾ മതി = 7; മതിഫലം = 3

45 = 6× 7 + 3

52 = 1× 45 + 7

201 = 3× 52 + 45

73417 = 365× 201 + 52

ഗുണകാരം = 73417, ഫലം = 201[
73417× 576− 3

210389

=
42288189

210389

= 201.േശഷമില്ല.
]

II. “അഥാേല്പ ഹരേശേഷ േചൽ . . . ” ഹാരകം ഭാജ്യേത്തക്കാൾ ഏറുന്നു. വല്ലീഫലങ്ങൾ
ഓജസംഖ്യങ്ങൾ. അേപ്പാൾ ഹാരകേശഷം അല്പേശഷമായിട്ടിരിക്കും. ഇവിെട േക്ഷപശുദ്ധി�
കെള പകന്നുൎ കല്പിേക്കണം.

േക്ഷപം = 3. ഇതിെന ശുദ്ധി എന്നു കല്പിേക്കണം.
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355 ···136972

3 ········375

1 ··········97

6 ··········84

2 ··········18

6

1



ഇവിെട അഞ്ചുഫലങ്ങെള ഉപേയാഗിച്ചിരിക്കുന്നു.
ഇവിെട അല്പേശഷം = 2, മഹാേശഷം = 9

2×6−3

9
= 1

മതി = 6; മതിഫലം = 1

ഗുണകാരം = 136972 (ഹാരകം ഏറുന്നതുെകാണ്ടു്)
ഫലം = 375. (I-െലേപ്പാെലതെന്ന)

ശുദ്ധി = 3. ഇതിെന േക്ഷപെമന്നു കല്പിക്കുക.

365 ···73417

3 ·······201

1 ········52

6 ········45

2 ··········7
3

1



2×3+3

9
= 1

അതുെകാണ്ടു മതി = 3, മതിഫലം = 1

ഗുണകാരം = 73417

ഫലം = 201 (I-േലേപാെലതെന്ന)

III. ഭാജ്യം ഹാരകേത്തക്കാേളറുന്നു ഇവിെട 210389-െന ഭാജ്യെമന്നും 576-െന ഹാരകെമ�
ന്നും കല്പിക്കു. അേപ്പാൾ ഫലങ്ങളും േശഷങ്ങളും മുമ്പിെലേപ്പാെല തെന്ന. ഇവിെട വല്ലീഫ�
ലങ്ങൾ യുഗ്മസംഖ്യങ്ങളാകുേമ്പാൾ അല്പേശഷം ഹാരകേശഷമാകുന്നു; ഓജസംഖ്യങ്ങളാകു�
േമ്പാൾ വിപരീതം. വല്യുപസംഹാരം കഴിഞ്ഞു േശഷിക്കുന്ന രണ്ടു രാശികളിൽ ആദ്യേത്തതു
ഫലവും കീേഴതു ഗുണകാരവുമാകുന്നു.

ദൃഢഭാജ്യം = 210389; ദൃഢഭാജകം = 576; ദൃഢേക്ഷപം = 3.

വല്ലീ—(രാജസംഖ്യകൾ)

335 ·····73417

3 ········201

1 ··········52

8 ··········45

2 ············7
3

1



ഭാജ്യേശഷം = അല്പേശഷം = 2

മഹാേശഷം = 9

2×3+3

9
= 1

മതി = 3, മതിഫലം = 1

ഗുണകാരം = 201; ഫലം = 73417[
201× 210389 + 3

576

= 73417.േശഷമില്ല.]

വല്ലീഫലങ്ങൾ യുഗ്മസംഖ്യങ്ങളാകുേമ്പാൾ, അല്പേശഷം ഹാരകേശഷമാകുന്നു. ഇവിെട
േക്ഷപമാകുന്ന 3-െന ശുദ്ധി എന്നു കല്പിേക്കണം.
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365

3

1

6

7

8



ഹാരകേശഷമാകുന്ന അല്പേശഷം = 9

മഹാേശഷം = 20

9×7−3

20
= 3

മതി = 7, മതിഫലം = 3

ഗുണകാരം = 201; ഫലം = 73417

IV. “യദാ പുനഃ . . . . . . ”
ദൃഢഭാജ്യം = 576; ദൃഢഹാരകം = 210889; ദൃഢേക്ഷപം = 3

ഇവിെട മതി കല്പിക്കുേന്നടത്തു് മഹാേശഷെത്ത ഭാജ്യമാക്കിയും അല്പേശഷെത്ത ഹാരക�
മാക്കിയും ക്രിയ െചയ്യുന്നു. അവിെട മതിെയ അന്ത്യമായിട്ടും മതിഫലെത്ത ഉപാന്ത്യമായിട്ടും
വല്ലിയിൽ െവേക്കണം. മഹാേശഷം ഭാജ്യേശഷമാെണങ്കിൽ സാമാന്യന്യായംെകാണ്ടു
ക്രിയ െചേയ്യണം. അതു ഹാരകേശഷമാെണങ്കിൽ ശുദ്ധിേക്ഷപങ്ങെള പകന്നുൎ കല്പിേക്ക�
ണം. അഥവാ, പകന്നുൎ കല്പിക്കാെത തെന്ന ഗുണകാരഫലങ്ങളുണ്ടാക്കി സ്വസ്വതക്ഷണ�
ത്തിൽനുന്നും വാങ്ങിയ േശഷങ്ങൾ സ്പുടഗുണകാരഫലങ്ങളായിട്ടു വരും.

365 ···136972

3 ········375

1 ··········97

6 ··········84

2 ··········13

6

1



ഇവിെട വല്ലിയിൽ ഒടുവിലെത്ത ഫലം 2

മഹാേശഷം 9 ഭാജ്യേശഷമാകുന്നു.
അല്പേശഷം 2 ഹാരകേശഷമാകുന്നു.
1× 9 + 3

2

= 6

മതി = 1; മതിഫലം = 6

ഗുണകാരം = 136972; ഫലം = 375

ഒടുക്കെത്ത ഫലം 6 ആകിലുള്ള ക്രിയ:

365 ·····73417

3 ········201

1 ··········52

6 ··········45

7

3



ഇവിെട മഹാേശഷം ഹാരകേശഷമാകുന്നു.
20× 3 + 3

9

= 7

മതി = 3; മതിഫലം = 7

ഗുണകാരം = 73417; ഫലം = 201

ഇവിെട സ്വതക്ഷണമാകുന്ന 210389-ൽ നിന്നു 73417-െന വാങ്ങിയാൽ സ്പുടഗുണ�
കാരരായ 136972 വരും. സ്വതക്ഷണമായ 576-ൽ നിന്നു 201-െന വാങ്ങിയാൽ സ്ഫുടഫല�
മായ 375 കിട്ടും.

അഥവാ, േക്ഷപമാകുന്ന 3-െന ശുദ്ധി എന്നു കല്പിക്കു.

365 · · · 136972

3 ··········376

1 ············97

6 ············84

13

6



20×6−3

9
= 13

മതി = 6; മതിഫലം = 13

ഗുണകാരം = 136972

ഫലം = 375
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V. “മേതരപ്രതിഭാേനതു . . . . . . ”
ദൃഢരാജ്യം = 676; ദൃഡഹാരകം = 210389; ദൃഢേക്ഷപം അഥവാ ശുദ്ധി = 3

േശഷങ്ങൾ ഫലങ്ങൾ സംഹൃതഫലങ്ങൾ
210389 ········366 ·············283806

576 ············3 ··················777

149 ············1 ··················201

129 ············6 ··················174

20 ············2 ····················27

9 ············4 ····················12

2 ············3
1 ············0

ഇവിെട രൂപം ഭാജ്യേശഷമാകെകാണ്ടു 3 ശുദ്ധിയാകുന്നു. ദൃഢശുദ്ധി 8 ആകുേമ്പാൾ,
ഗുണകാരം = 283806, ഫലം = 777.[

283806× 576− 3

210389

= 777. േശഷമില്ല.
]

ഇവെറ്റ തക്ഷണം െചേയ്യണം. 283806-െന 210389 െകാണ്ടു തക്ഷണം െചയ്താൽ
ഫലമാകുന്ന ഒന്നിെന കളയാം. േശഷം = 73417(= 283806 − 210389); 777-െന
576 െകാണ്ടു തക്ഷണം െചയ്താൽ ഫലമാകുന്ന ഒന്നിെന കളയാം. േശഷം = 201(=
777− 576).

∴ ഗുണകാരം = 73417; ഫലം = 201.
3 ദൃഢരക്ഷപരാകുേമ്പാൾ സ്വസ്വതക്ഷണത്തിൽ നിന്നു മുമ്പിൽ വരുത്തിയ ഗുണകാര�

ഫലങ്ങെള വാങ്ങിയാൽ േശഷങ്ങൾ ഉദ്ദിഷ്ടഗുണകാരഫലങ്ങളായിട്ടു വരും.

210389− 73417 = 136972 = ഗുണകാരം
576− 201 = 375 = ഫലം

VI. തക്ഷണത്തിെന്റ ഉദാഹരണം V െകാണ്ടു സാധിച്ചിരിക്കുന്നു. ഗുണകാരത്തിൽനിന്നും
ഫലത്തിൽനിന്നും സ്വസ്വതക്ഷണെത്ത ഓേരാ ആവൃത്തി വാങ്ങിയിരിക്കുന്നു. തെന്റ തെന്റ
തക്ഷണെത്ത ഏെതങ്കിലും ഒരു സംഖ്യെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു കൂട്ടിയാലും ഗുണകാരഫലങ്ങൾ
ലഭിക്കും.

ഗുണകാരം = 136972 + 210389× 3 = 768139

ഫലം = 375 + 576× 3 = 2103[
768139× 576 + 3

210389

=
442448067

210389

= 2103. േശഷമില്ല.
]

ഇവിെട േശ്ലാകാദ്ധൎം—“ഗുണലേബ്ധ്യാസ്സമംഗ്രാഹ്യം ധീമതാ തക്ഷേണ ഫലം” (േശ്ലാ.
11) ലീലാവതിയിൽ നിന്നും ഉദ്ധരിക്കെപ്പട്ടിട്ടുള്ളതാകുന്നു. ഗുണകാരഫലങ്ങളുെട തക്ഷണ�
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ത്തിങ്കെല ഹരണഫലങ്ങൾ സമങ്ങളായിരിക്കണം. അെല്ലങ്കിലെത്ത ൈവഷമ്യം ഒരുദാഹ�
രണം മൂലം കാണിക്കാം.

ഭാജ്യം 5

ഹാരകം 3

േക്ഷപം 23


വല്ലി:
1− 46

1− 23

23

0

ഇവിെട ഹാരകത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ 23 േക്ഷപം തെന്ന. ഭാജ്യേമറുന്നതുെകാ�
ണ്ടു ഫലം = 46, ഗുണകാരം = 23. 46-െന്റ തക്ഷണം 5, 23-െന്റ തക്ഷണം 3. 46-
ൽ 5-െന 9 ആവൃത്തികളയാം േശഷം 1. 23-ൽ 3-െന 7 ആവൃത്തി മാത്രെമ കളയാവു.
േശഷം = 2. അേപ്പാൾ ഫലം = 1, ഗുണകാരം = 2.

5× 2 + 23

3

= 11. ഇവിെട ഫലം 1 എന്നു വരുന്നില്ല.

ഇവിെട 23-ൽ 3-െന 7 ആവൃത്തി മാത്രേമ കളഞ്ഞിട്ടുള്ളു. അതുെകാണ്ടു 46-ൽ 5-െന 7

ആവൃത്തി മാത്രേമ കളയാവൂ. അങ്ങെന െചയ്യുേമ്പാൾ ഫലം = 11, ഗുണകാരം = 2 എന്നു
കിട്ടും.

5× 2 + 23

23

= 11. പ്രേശ്നാത്തരം ശരിയായി.

VII. വല്യുപസംഹാരത്തിന്നിടയിൽ തെന്ന തക്ഷണം െചയ്യാം.
“യദാവല്യുപസംഹാേര . . . . . . ”

ദൃഢഭാജ്യം = 576. ദൃഢഹാരകം = 210389, ദൃഢശുദ്ധി = 3.

േശഷങ്ങൾ ഫലം സംഹൃതഫലങ്ങൾ
210389 · · · ·335 · · · ··············73417

576 · · · ·····3 · · · ·················201

149 · · · ·····1 · · · ···················52

129 · · · ·····6 · · · ···················45

20 · · · ·····2 · · · 27 ·················7
9 · · · ·····4 · · · 12 ·················3
2 · · · ·····3
1 · · · ·· ··0



ഇവിെട 27, 12 എന്ന രാശികൾ
തങ്ങളുെട േശഷങ്ങളാകുന്ന 20,
9 ഈ രാശികെളക്കാേളറുന്നു.
27-േനയും 12-േനയും 20

െകാണ്ടും 9 െകാണ്ടും
തക്ഷണംെചയ്തു േശഷങ്ങൾ 7, 3,
ഇവെയ വല്ലിയിൽ
യഥാസ്ഥാനംെവച്ചു
വല്യുപസംഹാരം െചയ്താൽ
സ്ഫുടഗുണകാരഫലങ്ങൾ വരും

.

355 · · · ····· 73417

3 · · · ····· ····201

1 · · · 201 · · · 52 (201− 149)

6 · · · 174 · · · 45 (174− 129)

2 · · · ·27

4 · · · ·12

3 · · · ···1
0



201, 174 ഈ രാശികളുെട
േശഷങ്ങളാകുന്ന 149, 129

ഇവെയെക്കാണ്ടു തക്ഷിച്ചാൽ േശഷങ്ങൾ
52, 45. േമേല്പാട്ടു വല്യുപസം ഹാരം
െചയ്താൽ
ഗുണകാരം = 73417,
ഫലം = 201

VIII. ഗുണകാരഫലാനയനത്തിങ്കൽ പ്രകാരാന്തരം:
“രൂേപ േക്ഷേപഥവാ . . . . . . ”
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355 · · · 115787

3 · · ······ 317

1 · · ········ 82

5 · · ········ 71

11

5



ഇവിെട േക്ഷപം 1 എന്നു കല്പിച്ചു.
11× 9 + 1

20

= 5.
മതി = 11, മതിഫലം = 5.
ഗുണകാരം = 115787, ഫലം = 317.
ഇവെയ ഇഷ്ടേക്ഷപമാകുന്ന 3 െകാണ്ടു
ഗുണിക്കുേമ്പാൾ ഗുണകാരം = 847361,
ഫലം = 951. തക്ഷണേശഷം
ഗുണകാരം = 135972, ഫലം = 375

365 · · · 94602

3 · · ···· 259

1 · · ······ 67

6 · · ······ 58

9

4



ഇവിെട ശുദ്ധി = 1.
9× 9− 1

20

= 4; മതി = 9, മതിഫലം = 4.
ഗുണകാരം = 94602, ഫലം = 259.
ഇവെയ മൂന്നിൽ ഗുണിക്കുേമ്പാൾ,
ഗുണകാരം = 283806. ഫലം = 777.
തക്ഷണേശഷം ഗുണകാരം = 73417,
ഫലം = 201.

“മേതരപ്രതിഭാേനതു . . . . . . ” എന്നും “രൂേപ േക്ഷേപഥവാ . . . ” എന്നുമുള്ള രണ്ടു
ന്യായങ്ങളുപേയാഗിച്ചും ഈ ക്രിയ െചയ്യാം. േക്ഷപേത്തേയാ ശുദ്ധിേയേയാ രൂപമായിട്ടു
മതിയായിട്ടു കല്പിച്ചും ശൂന്യെത്ത മതിഫലമായിട്ടും കല്പിച്ചും ക്രിയെചയ്തു ഗുണകാരഫലങ്ങെള
ഉണ്ടാക്കി ഉദ്ദിഷ്ടമയിരിക്കുന്ന േക്ഷപത്തിേന്റേയാ ശുദ്ധിയുേടേയാ സംഖ്യെകാണ്ടു് ഗുണിച്ചു്
ആവശ്യമുെണ്ടങ്കിൽ തക്ഷിച്ചു സ്പുടങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഗുണകാരഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കാം.

365 · · · 94602

3 · · ···· 259

1 · · ······ 67

6 · · ······ 58

2 · · ········ 9
4 · · ········ 4
1

0



ഭാജ്യത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ രൂപം
ശുദ്ധിയാകുന്നു. 94602-േനയും 259-േനയും 3-ൽ
ഗുണിച്ചു തക്ഷിച്ചാൽ ഗുണകാരഫലങ്ങളാകുന്ന
73417, 201 വരും. േക്ഷപമാണുദ്ദിഷ്ടമായെതങ്കിൽ
സ്വസ്വക്ഷണങ്ങളിൽനിന്ന് ഇവെയ വാങ്ങിയാൽ
ഗുണകാരഫലങ്ങളായ 136972, 375 വരും.

IX. “രാശിഭാഗകലാദീനാം . . . ”
രാശിേശഷാദികൾ േക്ഷപശുദ്ധികളാകുേമ്പാൾ ഉള്ള വിേശഷെത്ത പറയുന്നു. മാദ്ധ്യ�

മം അറിഞ്ഞിരിക്കുേമ്പാൾ ഇഷ്ടാഹഗ്ഗൎണാനയനമാഗ്ഗൎമാണു് ഈ ക്രിയ. ഭഗണേശഷത്തി�
െന്റ സ്ഥാനത്തു രാശിേശഷമാണ് കാണെപ്പട്ടെതങ്കിൽ ഭാജ്യത്തിെന്റ 12-ൽ ഗുണിച്ചതിെന
ഭാജ്യമായി കല്പിേക്കണം. ഭാഗേശഷെമങ്കിൽ ഭാജ്യെത്ത 360-ലും, ലിപ്താ േശഷെമങ്കിൽ
21600-ലും ഗുണിച്ചതു ഭാജ്യമാകുന്നു. വികലാദിേശഷങ്ങളിലും ഇപ്രകാരം ഊഹിച്ചുെകാള്ള�
ണം. ഒരു അഹഗ്ഗൎണെത്തെവച്ചു 576 െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു 210389 െകാണ്ടു ഹരിച്ചു വികലവ�
െര വരുത്തിയാൽ അന്നെത്ത ഉദയത്തിങ്കെല സൂര്യമദ്ധ്യമം വരും. ബാക്കി വരുന്ന സംഖ്യ
വികലാേശഷവുമാണു്. വികലാേശഷം തന്നിരിക്കുേമ്പാൾ ഭാജ്യെത്ത 1296000 െകാണ്ടു
ഗുണിച്ചതു ഭാജ്യമാകുന്നു.

ഉദാഹരണം:- വികലാേശഷം 181244 — ശുദ്ധി.
ദൃഢഭാജ്യം = 576× 1296000 = 746496000

ദൃഢഹാരകം = 210389

അേന്യാന്യഹരണേശഷം വല്ലി:-
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3548 · · · 216335491

5 · · · ·······60971

1 · · · ·······10383

6 · · · ········9056

1 · · · ········1327

4 · · · ········1094

1 · · · ··········233

2 · · · ··········162

3 · · · ············71

1 · · · ············20

1 · · · ············11

4 · · · ··············9
2 · · · ··············2
1

0



ഇവിെട ഭാജ്യത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ
രൂപം ശുദ്ധിതെന്ന.
ഭാജ്യേമറുകെകാണ്ടു ഗുണകാരം = 60971

ഫലം = 216335491

ഗുണകാരം×ശുദ്ധി = 11050627924

ശുദ്ധി×ഫലം = 39209509730804

തക്ഷണേശഷം ഗുണകാരം = 156088

ഫലം = 553826804

ഈ ഗുണകാരത്തിൽനിന്നു് അഹഗ്ഗൎണവും ഫലത്തിൽനിന്നു മദ്ധ്യമവും വരും. തക്ഷ�
ണങ്ങെള ഏെതങ്കിലും ഒരു സംഖ്യെകാണ്ടു് ഗുണിച്ചു് ഈ ഗുണകാരഫലങ്ങളിൽ കൂട്ടിയാലും
ഗുണകാരഫലങ്ങൾ കിട്ടുമേല്ലാ.

8× 210389 + 156088 = 1839200 (അനുരുേദ്ധാേഗദാേവ്യാനു)
= അഹഗ്ഗൎണം

8× 746496000 + 553826804 = 6525794804 വികല
= 5035ഭഗണം. 4രാശി. 0തി. 46ഇലി. 44വിലി.

മദ്ധ്യമം = 4രാ− 0തി− 46ഇ− 45വി
(അദ്ധൎാധികേത്താടുകൂടി)

തികഞ്ഞ കലിവഷൎം = 5035

ഇങ്ങെന രാശ്യാദിേശഷങ്ങൾ െകാണ്ടു മദ്ധ്യമാഫഗ്ഗൎണങ്ങെള ഉണ്ടാക്കും പ്രകാരം.

പ്രകാരാന്തരം (ലീലാവതിയിൽ പറഞ്ഞിരിക്കുന്ന പ്രകാരം):
വികലാേശഷം = 181244 (ശുദ്ധി)

210389-േനയും 60-േനയും അേന്യാന്യഹരണം െചയ്തു വല്ലിയുണ്ടാക്കി, 181244 ശുദ്ധി
എന്നും കല്പിച്ചു ഗുണകാരഫലങ്ങെള ഉണ്ടാക്കുക. ഇവിെടയുണ്ടായ ഗുണകാരം കലാേശഷ�
മായിട്ടിരിക്കും. ഫലം മദ്ധ്യമത്തിെല വികലയായിട്ടിരിക്കും. ഇങ്ങെന മുകളിേലക്കും ഊഹി�
ച്ചുെകാള്ളുക. േശഷങ്ങെളല്ലാം ശുദ്ധികൾ.

(ക) വികലാേശഷം = 181244

210389, 60 ഇവെയ അേന്യാന്യഹരണംെചയ്ത വല്ലീ:
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3506 ···18430339872

2 ··········5258075

14 ··········2537416

181244

0



ഹേരകേരറുന്നതുെകാണ്ടു ഗുണകാരം = 18430889872

ഫലം = 5256076

തക്ഷണേശഷം ഗുണകാരം = 53088

ഫലം = 16

ഹാരകത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കുകയാൽ തെന്റ

തക്ഷണത്തിൽനിന്നു ഇവെയ വാങ്ങണം.

അേപ്പാൾ ഗുണകാരം = 210689− 53083 = 157806

ഫലം = 60− 16 = 44

അേപ്പാൾ മദ്ധ്യമത്തിങ്കെല വികലാസംഖ്യാ = 44, കലാേശഷം = 157805

(ഖ) കലാേശഷം = 157306

210389, 50 ഇവെകാണ്ടുണ്ടാക്കിയ വല്ലീ:

3508 ···15998132528

2 ··········4561874

14 ··········2202284

157306

0


ഗുണകാരം (ഭാഗേശഷം) = 163920

ഫലം (മദ്ധ്യമത്തിങ്കെല കലാ) = 46

(ഗ) ഭാഗേശഷം = 166920

210389, 30 ഇവെയെക്കാണ്ടുണ്ടാക്കിയ വല്ലീ:

7012 ·······115104824

1 ············163920

183920

0


ഗുണകാരം (രാശിേശഷം) = 5454

ഫലം (മദ്ധ്യമത്തിങ്കെല ഭാഗം) = 0

(ഘ) രാശിേശഷം = 5464

210389, 12 ഇവെയെകാണ്ടുണ്ടാക്കിയ വല്ലീ:

17532 ·······478985168

2 ··············27320

2 ··············10928

5464

0



ഹാരത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ,
ഗുണകാരം (ഭഗണേശഷം) = 210689−169804

= 70585

ഫലം = 12− 8 = 4.

(ങ) ഭുഗണേശഷം = 70585

210889, 576 ഇവെയെക്കാണ്ടുണ്ടാക്കിയ വല്ലീ:–
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365 ····················737255



3 ·······················2155

1 ·····4729195 ·······680

}
തക്ഷണ
േശഷം6 ·····4099930 ·······115 ഗുണകാരം = 787255

2 ·······635265 ഫലം = 2155

4 ·······282340

70585

0

അഹർഗ്ഗണം = 787255 + 210389× 5 = 1839200

തികഞ്ഞ കലിവഷൎം = 2155 + 575× 5 = 5085

മദ്ധ്യമം = 4രാ− 0− 46− 45 (അദ്ധൎാധികേത്താടുകൂടി)

ഇപ്രകാരംതെന്ന അധികമാസങ്ങൾ, തിഥിക്ഷയങ്ങൾ മുതലായവെയ കണക്കാക്കു�
ന്നതിലും കുട്ടാകാരക്രിയെയ ഉപേയാഗിക്കാം.

X. കുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ ഭാജ്യത്തിേന്റയും ഹാരകത്തിേന്റയും അപവത്തൎ നംെകാണ്ടു േക്ഷപ�
േത്തേയാ ശുദ്ധിേയേയാ േശഷിയാെത ഹരിക്കുവാൻ കഴിയണെമന്നു മുമ്പിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ട�
െല്ലാ. എന്നാൽ ഭാജ്യത്തിേന്റയും േക്ഷപശുദ്ധികളിെലാന്നിേന്റയും അപവത്തൎ നെത്തെക്കാ�
ണ്ടു ഹാരകെത്ത േശഷിയാെത ഹരിേക്കണെമന്നില്ല. അതുേപാെലതെന്ന ഹാരകത്തി�
േന്റയും േക്ഷപശുദ്ധികളിെലാന്നിേന്റയും അപവത്തൎ നംെകാണ്ടു ഭാജ്യെത്ത േശഷിയാെത
ഹരിേക്കണെമന്നുമില്ല. ഈ വിഷയങ്ങളിൽ അപവത്തൎ നം െചയ്താൽ ചില എളുപ്പവുമുണ്ടു്.
ഈ ക്രിയെയ ലീലാവതിയിൽ പറഞ്ഞിട്ടുണ്ടു്.

ഭാജ്യം = 100, ഹാരകം = 63, േക്ഷപം = 90

(ക) സാമാന്യക്രിയ:
അേന്യാന്യഹണം

1 63 100 1

2 26 37 1

1 4 11 2

1 3

േശഷങ്ങൾ ഫലം ·····സംഹൃതഫലം
100 ····1 ··············2430

63 ····1 ··············1530

37 ····1 ················900

26 ····2 ················630

11 ····2 ················270

4 ····1 ·················90

3 ··90

1 ····0



ഹാരകത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കുന്നു.
ഭാജ്യം വലുതായതുെകാണ്ടു്,

ഗുണകാരം = 1530

ഫലം = 2430

തക്ഷണേശഷം ഗുണകാരം = 1530−24×63

= 18

ഫലം = 2430−24×100

= 30

(ഖ) ഭാജ്യേക്ഷപങ്ങളുെട അപവത്തൎ നം = 10. അപവത്തൎ ിക്കുേമ്പാൾ, ഭാജ്യം = 10,
ഹാരകം = 63, േക്ഷപം = 9.
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വല്ലീ:
6−171

3−27

9

0



ഹാരകേമറിയതുെകാണ്ടു ഗുണകാരം = 171.
തക്ഷണേശഷം ഗുണകാരം = 171− 2× 63 = 45.
ഭാജ്യത്തിൽ രൂപം േശഷിച്ചതുെകാണ്ടു്
ഉദ്ദിഷ്ടഗുണകാരം = 63− 45 = 18

തക്ഷണേശഷം ഫലം = 27− 2× 10 = 7

അേപ്പാൾ ഉദ്ദിഷ്ടഫലം = 10× (10− 7) = 30

സ്ഫുടഫലമായ 3-െന അപവത്തൎ നമായ 10-ൽ ഗുണിച്ചതാണ് ഉദ്ദിഷ്ടഫലം.

(ഗ) ഹാരകത്തിേന്റയും േക്ഷപത്തിേന്റയും അപവത്തൎ നം = 9.
അപവത്തൎ ിക്കുേമ്പാൾ ഭാജ്യം = 100, ഹാരകം = 7, േക്ഷപം = 10.

വല്ലീ
14 ······430

3 ········30

10

0


തക്ഷണേശഷം ഫലം = 430− 4× 100 = 30

തക്ഷണേശഷം ഗുണകാരം = 30− 4× 7 = 2

2-െന അപവത്തൎ നംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചാൽ,
ഉദ്ദിഷ്ടഗുണകാരം = 2× 9 = 18.

(ഖ)-യിൽ ഹാരകെത്ത അപവത്തൎ ിച്ചിട്ടില്ല. അതുെകാണ്ടു വല്യുപസംഹാരം െചയ്തു കി�

ട്ടുന്ന ഗുണകാരംസ്ഫുടം തെന്ന. ഫലം =
100× 18 + 90

63

= 30. ഇങ്ങെനയും ഫലം
വരുത്താം.

(ഗ)-യിൽ ഭാജ്യെത്ത അപവത്തൎ ിച്ചിട്ടില്ല. അതുെകാണ്ടു വല്യുപസംഹാരം െചയ്തു കിട്ടു�
ന്ന ഫലം സ്ഫുടം തെന്ന.

ഗുണകാരം =
30× 63− 90

100

=
1800

100

= 18.

ഇങ്ങെന ഗുണാകാരവും വരുത്താം.

അനന്തരം ഇവിെട പറഞ്ഞതും ഇനി പറയുവാൻ ഭാവിക്കുന്നതുമായ കുട്ടാകാരങ്ങളുെട
നാമേഭദങ്ങെള പറയുന്നു.

കുട്ടാകാേരാ നിരേഗ്രായമഥ സാഗ്രഃ പ്രകീത്തൎ ്യേത|| 21
െചാല്ലെപ്പട്ട കുട്ടാകാരം നിരഗ്രെമന്നു േപരാെയാന്ന്. അനന്തരം സാഗ്രെമന്ന കുട്ടാകാര�
െത്ത െചാല്ലുന്നു.

സാഗ്രകുട്ടാകാരത്തിങ്കെല വിഷയം:
യസ്മിൻ ഭാേജ്യ ഹൃേത ദ്വാഭ്യാം ഹാരാഭ്യാം േശഷേയാരപി |
ൈദ്വവിദ്ധ്യം സ്യാൽ സ ഭാേജ്യാത്ര േജ്ഞയേശ്ശേഷാഗ്രമുച്യേത || 22
യാെതാരു ഭാജ്യെത്ത രണ്ടു ഹാരകങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ രണ്ടു േശഷങ്ങളും രണ്ടു

പ്രകാരമായിട്ടു വരും. ആ ഭാജ്യം ഇവിെട േജ്ഞയമായിട്ടുള്ളതു്. േശഷെത്ത അഗ്രെമന്നു െചാ�
ല്ലുന്നു.

അനന്തരം നിരഗ്രകുട്ടാകാരത്തിേനാടുള്ള സാമ്യെത്ത െചാല്ലുന്നു.
അത്രാധികാഗ്രഹാരസ്യ ഭാജ്യത്വമിതരസ്യ ച |
ഭാജകത്വം തഥാഗ്രന്തരസ്യ േക്ഷപത്വമിഷ്യേത || 23

ഈ സാഗ്രകുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ അധികാഗ്രഹാരത്തിന്നു ഭാജ്യത്വവും ഊനാഗ്രഹാരത്തിന്നു
ഭാജകത്വവും അഗ്രാന്തരത്തിന്നു േക്ഷപത്വവും ഇച്ഛിക്കെപ്പടുന്നതു്. യാെതാന്നുെകാണ്ടു ഹരി�
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ച്ചാൽ സംഖ്യെകാണ്ടു ഏറിയ േശഷം ഭവിക്കുന്നു, അതു് അധികാഗ്രഹാരം. യാെതാന്നുെകാ�
ണ്ടു ഹരിച്ചാൽ െചറിയ േശഷം ഭവിക്കുന്നു, അതു് ഉനാഗ്രഹാരം. േശഷാന്തരം േക്ഷപം. േശ�
ഷം ക്രിയ നിരഗ്രകുട്ടാകാരത്തിങ്കെലേപ്പാെല.

േജ്ഞയത്തിന്നു വിേശഷമുണ്ടാകയാൽ അതിനായിെക്കാണ്ടു ക്രിയാവിേശഷെത്ത
പറയുന്നു.

പ്രാഗ്വൽ ലേബ്ധാ ഗുേണാ േയാധികാഗ്രഹാരഹേതത്ര തു |
യുേക്തധികാേഗ്ര േചാദ്ദിേഷ്ടാ ഹായ്യൎസ്സ്യാൽ—

നിരഗ്രകുട്ടാകാരത്തിങ്കെലേപ്പാെല ഗുണകാരെത്ത വരുത്തി അതിെന അധികാഗ്രഹാരം�
െകാണ്ടു ഗുണിച്ചതിൽ അധികാഗ്രം കൂട്ടിയാൽ ഉദ്ദിഷ്ടഭാജ്യം വരും.

പ്രകാരാന്തരം:
— അഥവാ പുനഃ || 24

പ്രകല്പ്യാഗ്രാന്തരം ശുദ്ധിം വ്യത്യസ്തൗ ഭാജ്യഭാജകൗ |
തഥാനീേതാ ഗുണസ്തൂനാഗ്രഹാരഗുണിതസ്സ തു || 25
ഊനാേഗ്രണ യുേതാ ദ്വിേച്ഛദാേഗ്രാ രാശിഭ ൎേവദിഹ|

എന്നിെയ അഗ്രാന്തരെത്ത ശുദ്ധിെയന്നും അധികാഗ്രഹാരെത്ത ഭാജകെമന്നും ഊനാഗ്ര�
ഹാരെത്ത ഭാജ്യെമന്നും കല്പിച്ചു നിരഗ്രകുട്ടാകാരവിധിപ്രകാരം വരുത്തിയ ഗുണകാരെത്ത
ഊനാഗ്രഹാരം െകാണ്ടു ഗുണിച്ചതിൽ ഊനാഗ്രംകൂട്ടിയാലും േജ്ഞയരാശി ഉണ്ടാകും.

സാഗ്രകുട്ടാകാരത്തിെന്റ ഉദാഹരണം:

യത്രാഗ്നിരദരുദ്രാേപ്ത േശേഷാ നവഷഡിന്ദവഃ || 26
ശിഖിനന്ദാഗ്നിഭൂപാേപ്ത േശേഷാഷ്ടവിബുധാസ്തഥാ |

ഇവിെട ഒരു ഹാരകം = േഗാത്രഗായകഃ = 11326

േശഷം = 169

മെറ്റാരു ഹാരകം = ഗന്ധഗീതകൃൽ = 16393

േശഷം = 169

(ക) ഇവിെട അധികാഗ്രഹാരമായിരിക്കുന്ന 16393-െന ഭാജ്യെമന്നും ഊനാഗ്രഹാരമാകു�
ന്ന 11323-െന ഭാജകെമന്നും അഗ്രാന്തരമാകുന്ന 169(= 338 − 169)-െന േക്ഷപെമ�
ന്നും കല്പിക്കുക.

ഭാജ്യഭാജകങ്ങളുെട അപവത്തൎ നം = 169

അപവത്തൎ ിക്കുേമ്പാൾ ദൃഢഭാജകം =
11323

169

= 67

ദൃഢഭാജ്യം =
16393

169

= 97

ദൃഢേക്ഷപം =
169

169

= 1
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97-േനയും 67-േനയും അേന്യാന്യഹരണം െചയ്താലുണ്ടാകുന്ന വല്ലി:-

1 · · · 42

2 · · · 29→ ഗുണകാരം
4 · · · 18

3 · · · മതി
1 · · · മതിഫലം

അേപ്പാൾ ഉദ്ദിഷ്ടഭാജ്യം = 16393× 29 + 338 = 475735.[
475735

16393

, േശഷം = 338;
475735

11323

, േശഷം = 169

]
അഥവാ അഗ്രാന്തരെത്ത ശുദ്ധി എന്നും അധികാഗ്രഹാരെത്ത ഭാജകെമന്നും ഊനാഗ്രഹാ�
രെത്ത ഭാജ്യെമന്നും കല്പിച്ചു ക്രിയെചയ്താൽ ഗുണകാരം 42 എന്നു്.

അവിെട ഉദ്ദിഷ്ടഭാജ്യം = 11323× 42 + 169 = 475735.

സാഗ്രകുട്ടാകാരത്തിെന്റ വിേശഷെത്ത െചാല്ലുന്നു
മണ്ഡലാദിഭവൗ േശഷാവുദ്ദിഷ്ടൗ ഗ്രഹേയായ്യൎദി || 27
താഭ്യാം നിരഗ്രവിധിനാ ഗുണകാരൗ പൃഥങ്നേയൽ |
താവേഗ്ര കല്പിയിത്വാഥ ദ്വിേച്ഛദാഗ്രം സമാനേയൽ || 28
സാധാരേണാ ഗുണസ്സസ്യാൽ ഗ്രഹേയാദ്ദ ൎ്വയഭാജ്യേയാഃ |

രണ്ടു ഗ്രഹങ്ങളുെട മണ്ഡലേശഷങ്ങൾ, രാശിേശഷങ്ങൾ മുതലായവയിൽ ഒന്നു ജ്ഞാതമാ�
െണങ്കിൽ നിരഗ്രകുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ പറഞ്ഞവണ്ണം ആ േശഷങ്ങെളെക്കാണ്ടു രണ്ടു ഗുണകാ�
രങ്ങെളയും െവേവ്വെറ ഉണ്ടാക്കി ആ ഗുണകാരങ്ങെള അഗ്രങ്ങൾ എന്നു കല്പിച്ചു മുൻ േശ്ലാക�
ത്തിൽ പറഞ്ഞപ്രകാരം ദ്വിേച്ഛദാഗ്രരാശിെയ ഉണ്ടാക്കിയാൽ അതു രണ്ടു ഗ്രഹങ്ങളുെട ഭാ�
ജ്യങ്ങൾക്കും സാധാരണമായിരിക്കുന്ന ഗുണകാരമായിരിക്കും.
ഈ ക്രിയയുെട ഉദാഹരണം:

ത്രിഘേനാ ഗുണേകാക്കൎസ്യ ഹാേരാ ദ്വ്യുംഗാഹിേഗാമിതഃ || 29
ത്രിനന്ദാഗ്നിനൃപാ ഹാരഃ ഖഖാംഗാനി ഗുേണാ വിേധാഃ |
തത്ര മണ്ഡലേശേഷാക്കൎസ്യാഷ്ടൗ ചന്ദ്രസ്യ വഹ്നയഃ || 30
തേയാസ്സാധാരണം ബ്രൂഫി ഗുണകം ഗുണേകാത്തമ |

സൂര്യൻ ചന്ദ്രൻ
ഹാരകം = 9862 ഹാരകം = 16393

ഗുണകാരം = 27 ഗുണകാരം = 600

മണ്ഡലേശഷം = 8 മണ്ഡലേശഷം = 3

വല്ലി: 365 ·······8036 വല്ലി: 27 ······11721

3···········22 3··········429

5 (മതി) 9··········138

4 (മതിഫലം) 5 ···········15

3

0
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∴ അധികാഗ്രഹാരം = 16393 (ഭാജ്യം)
ഊനാഗ്രഹാരം = 9862 (ഭാജകം)

അഗ്രാന്തരം = 11721− 8036 = 3685 (=േക്ഷപം)

ഭാജ്യഭാജകങ്ങളുെട അേന്യാന്യഹരണവും വല്ലിയും:
1 9862 16393 1

1 3331 6531 1

2 131 3200 24

1 19 56 2

1 18

േശഷം ഫലം സംഹൃതഫലം
16393 ·······1 ···································15032

9862 ·······1 ····································9043

6531 ·······1 ····································5989

3331 ·······1 ····································3054

3200 ·····24 ···················12535 ········2935

131 ·······2 ······················512 ··········119

55 ·······2 ····11055 ········247

19 ·······1 ······3685 ··········13

3685

0

രൂപം ഹാരകേശഷമാകയാൽ 3685 േക്ഷപം തെന്ന. ഇവിെട വല്യുപസംഹാരത്തി�
ന്നിടയിൽ തക്ഷണംെചയ്ത സംഖ്യകെള െചറുതാക്കിയിട്ടുണ്ടു്.

ഭാജ്യേമറിയതുെകാണ്ടു് ഗുണകാരം = 9043

∴ ദ്വിേച്ഛദാഗ്രരശി = 16393× 9043 + 11721 = 148253620

[ഇതിെന 27 െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു 9862 െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ േശഷം = 8

600 െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു 16393 െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ േശഷം = 3]

ഉദാഹരണാന്തരം:
രൂേപ ഗുേണ കുജാേക്കൎ്യായ്യൎൗ ഹാരൗ തദ്രൂപസംഭവഃ || 31
രാശിേശഷഃ കുജസ്യാക്കൎാ ലിപ്താേശഷശ്ശേനന്നൎഖാഃ |
അഥ താഭ്യാം ഗുണൗ ജ്ഞാത്വാബ്രൂഹി സാധാരണം ഗുണം || 32

ഒന്നു ഗുണകാരമാകുേമ്പാൾ കുജമന്ദന്മാക്കുൎ യാവചിലവ ഹാരകങ്ങൾ, അവെയ ഹാരകങ്ങ�
ളാക്കിയും രൂപെത്ത ഗുണകാരമാക്കിയും ക്രിയെചയ്താൽ െചാവ്വക്കു രാശിേശഷം 12, ശനി�
ക്കു ലിപ്താേശഷം 20. അവെറ്റെക്കാണ്ടു ഗുണകാരങ്ങളുണ്ടാക്കി സാധാരണമായിരിക്കുന്ന ഗു�
ണകാരെത്ത െചാല്ലുക.

ഇവിെട ക്രിയ മുമ്പിലെത്തേപ്പാെലതെന്നയാെണങ്കിലും കുറച്ചു വിേശഷമുണ്ടു്. മുൻ ഉദാ�
ഹരണത്തിൽ മണ്ഡലേശഷങ്ങൾ തന്നിരിക്കുന്നതുെകാണ്ടു് ഗുണകാരങ്ങെള തെന്ന െവച്ചു
ക്രിയെചയ്യാം. രാശിേശഷമാകുേമ്പാൾ 12-ൽ ഗുണിച്ച ഗുണകാരെത്തെക്കാണ്ടും ലിപ്താേശ�
ഷമാെണങ്കിൽ 21600-ൽ ഗുണിച്ച ഗുണകാരംെകാണ്ടും ക്രിയെചേയ്യണെമന്നു വിേശഷമാ�
കുന്നതു്.

കുജൻ ശനി
ഹാരകം = സുജാതഃ = 687 ഹാരകം = തതെസനികം = 10766
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ഗുണകാരം = കിം = 1 ഗുണകാരം = കിം = 1

രാശിേശഷം = 12 ലിപ്താേശഷം = 20

കുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ, കുട്ടാകാരത്തിങ്കൽ,
ഹാരകം = 687 ഹാരകം = 10766

ഭാജ്യം = 1× 12 = 12 ഭാജ്യം = 21600

േശഷം = 12 േശഷം = 20

ഭാജ്യഹാരകങ്ങളുെട അപവത്തൎ നം = 3 ഭാജ്യഹാരകങ്ങളുെട അപവത്തൎ നം = 2

∴ ദൃഢഹാരകം = 229 ∴ ദൃഢഹാരകം = 5383

ദൃഢഭാജ്യം = 4 ദൃഢഭാജ്യം = 10800

േശഷം = 4 (ശുദ്ധി) േശഷം = 10 (ശുദ്ധി)
വല്ലി: 57 . . . 228 (ഗുണകാരം) വല്ലി: 2 . . . 9530

4 158 . . . 4750

0 3 . . . 30

10

0

കുജപക്ഷത്തിൽ ഹാരകേമറുകയാൽ ഗുണാകാരം = 228

രൂപം ഹാരകേശഷമാകയാൽ സ്ഫുടഗുണകാരം = 229− 228 = 1

ഈ ഒന്നിെന 4-ൽ ഗുണിച്ചാൽ 229-ൽ ഹരിക്കുവാനില്ല. അതുെകാണ്ടു് ,
സ്ഫുടഗുണകാരം = 2× 229− 228 = 230 എന്നു കല്പിേക്കണം.
അേപ്പാൾ ഫലം = 2× 4− 4 = 4

അേപ്പാൾ 230-െന 4-ൽ െപരുക്കി 229-ൽ ഹരിച്ചാൽ േശഷം 4 എന്നു വരും.
കുജപക്ഷത്തിൽ ഗുണകാരം = 230

ശനിപക്ഷത്തിൽ ഭാജ്യേമറുകയാൽ ഗുണകാരം = 4750

ഭാജ്യത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ 10 ശുദ്ധിതെന്ന.
അേപ്പാൾ അനന്തരക്രിയയിൽ

ഭാജ്യം = 10766 (അധികാഗ്രഹാരം)
ഭാജകം = 687 (ഊനാഗ്രഹാരം)
േക്ഷപം = 4750− 230 = 4520

അേന്യാന്യഹരണം:

1 687 10766 15

25 226 461 2

1 9

വല്ലി: േശഷം ഫലം സംഹൃതഫലം
10766 ·····15 ·········· ·········· 320 (= ഫലം)

687 ·······1 ·········· ·········· 20 (= ഗുണകാരം)
461 ·······2 ·····230520····· 20

226 ·····25 ······11300······ 0
9 ·4520

1 ·······0
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ഇവിെട ഭാജ്യേമറുന്നതുെകാണ്ടു് ഗുണകാരം = 20.
ഹാരകത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ 4520 േക്ഷപംതെന്ന.
∴ സാധാരണഗുണകാരം = 20× 10766 + 4750 = 220070.

[ഈ സാധാരണ ഗുണകാരെത്ത 1-ൽ ഗുണിച്ചു 687 െകാണ്ടു ഹരിച്ചു രാശിേയാളമു�
ണ്ടാക്കിയാൽ രാശിേശഷം = 12; ഇതിെന തെന്ന ഒന്നിൽ ഗുണിച്ചു 10766 െകാണ്ടു ഹരി�
ച്ചു് ഇലിേയാളമുണ്ടാക്കിയാൽ േശഷം = 20.]

ലഘുക്കളായിരിക്കുന്ന ഗുണകാരഹാരകങ്ങളുെട ആനയനത്തിങ്കൽ കുട്ടാകാരത്തി�
െന്റ ഉപേയാഗം:

യാവദിഷ്ടമ്മിേഥാ ഹൃത്വാ ദൃേഢ ഭഗണഭൂദിേന |
ഫലവല്യാസ്ത്വേധാ രൂപം ന്യസ്യതാമുപസംഹേരൽ || 33
യൗ രാശീ തത്ര ലേഭ്യേത ഗുണഫാരൗ വിധായതൗ |
ഭഗണാദ്യം നേയന്മദ്ധ്യം സംസ്കാരാൽ സ്പഷ്ടതാസ്യ ച || 34
അപവത്തൎ ിക്കെപ്പട്ട ഭഗണഭൂദിനങ്ങെള അേന്യാന്യം ആവശ്യേത്താളം ഹരിച്ചുണ്ടായ

ഫലങ്ങെളെക്കാണ്ടു വല്ലിയുണ്ടാക്കി അതിെന്റ ചുവട്ടിൽ രൂപെത്ത െവക്കുക. എന്നിട്ടു വല്യു�
പസംഹാരം െചയ്യുക. േശഷിക്കുന്ന രാശികളിൽ ഫലരൂപമായിരിക്കുന്ന രാശി ഗുണകാരം,
ഗുണരൂപമായിരിക്കുന്ന രാശി ഹാരകം. ഈ ഗുണകാരഹാരകങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഭഗണാദ്യമാ�
യിരിക്കുന്ന മദ്ധ്യമെത്ത വരുത്താം. എന്നാൽ ഈ മദ്ധ്യമത്തിന്നു സൂഷ്മത വരുത്തുവാൻ ചില
സംസ്കാരം െചേയ്യണം.

സംസ്കാരപ്രകാരം:
ഇഷ്ടാഹാേരണ നിഹതാൽ ദൃഢഹാരകതസ്തു യൽ |
മിേഥാ ഹരണേശഷഘ്നചക്രലിപ്താഹൃതം ഫലം || 35
േതേനഷ്ടദ്യുഗണാൽ ലബ്ധം ഫലം ലിപ്താദികം ധനം |
േശഷേശ്ചൽ ഭഗേണ ദൃേഷ്ടാ ഭൂദിേന േചദൃണം തഥാ || 36
കുട്ടാകാരംെകാണ്ടു വരുത്തിയ ഹാരകേത്തയും ദൃഢഹാരകേത്തയും (അപവത്തൎ ി�

ക്കെപ്പട്ട ഭൂദിനം) തമ്മിൽ ഗുണിച്ചതിെന ചക്രലിപ്ത (21600) െകാണ്ടൂ് ഗുണിച്ചിരിക്കുന്ന
അേന്യാന്യഹരണേശഷംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ കിട്ടുന്ന ഫലം സംസ്കാരഹാരകം. ഈ സം�
സ്കാരഹാരകെത്തെക്കാണ്ടു ദ്യുഗണെത്ത ഹരിച്ച ഫലം (ഇലി) മദ്ധ്യമത്തിൽ സംസ്ക്കരിേക്ക�
ണം. അേന്യാന്യഹരണത്തിങ്കെല ഒടുക്കെത്ത േശഷം ഭഗണേശഷെമങ്കിൽ ധനമായിട്ടും
ഭൂദിനേശഷെമങ്കിൽ   ഋണമായിട്ടും സംസ്കരിേക്കണം.

ഈ സംസ്കാരംെകാണ്ടും സൂക്ഷ്മതേപാരായ്കിൽ ദ്വിതീയസംസ്കാരഹാരകവുമുണ്ടാക്കി
അതുെകാണ്ടും സംസ്കാരം െചേയ്യണം. ഇതിൻ പ്രകാരം:

സംസ്കാരഹാരാനയേന യേശ്ശഷേസ്തന സംഹേരൽ |
സംസ്കാരഹാേരഷ്ടഹാരദൃഢഹാരവധം തതഃ || 37
യല്ലബ്ധം സ ദ്വിതീേയാപി േപ്രാക്തഃ സംസ്കാരഹാരകഃ |
പൂവ്വൎവൽ സ്വണ്ണൎേതാനേത്വ േശഷത്വസ്യാന്യഥാന്യഥാ || 38
സംസ്കാരഹാരകവും ഇഷ്ടഹാരകവും ദൃഢഹാരകവും മൂന്നിേനയും തമ്മിൽ ഗുണിച്ചു്

അതിെന സംസ്കാരഹാരകം വരുത്തുേന്നടെത്ത േശഷംെകാണ്ടു ഹരിക്കു. അേപ്പാളുണ്ടാകു�
ന്ന ഫലം ദ്വിതീയസംസ്കാരഹാരകം. ഇതിെനെക്കാണ്ടും ദ്യുഗണെത്ത ഹരിച്ചഫലം (ഇലി)
മദ്ധ്യത്തിൽ സംസ്കരിേക്കണം, സൂഷ്മതക്കായിെക്കാണ്ടു്. ഈ പറഞ്ഞ േശഷം ഊന (ഹരി�
ക്കുവാൻ േപാരാെത വരുന്ന) േശഷമാെണങ്കിൽ മുമ്പിെലേപ്പാെല സംസ്കാരത്തിെന്റ ഋണ�
ധനത്വം; അധിക േശഷെമങ്കിൽ വിപരീതം.
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ഈ ക്രിയയുെട ഉദാഹരണം:

സൂയ്യൎെന്റ ദൃഢഭഗണം = തിഥീശഃ = 576

1 ദൃഢഭൂദിനം = ധീജഗന്നൂപുരം = 210389

ഇവെയ അേന്യാന്യഹരണംെചയ്തതിൽ നാലു ഫലങ്ങെളെവച്ചു ക്രിയ െചയ്യാം.

വല്ലി: 365···9862 (പ്രീതിദുഗ്ദ്ധഃ) — ഗുണകാരം
3·······27 (സൂരി) — ഫലം
1 ········7
6

1

മദ്ധ്യരാനയനത്തിൽ ഗുണകാരം = 27; ഹാരകം = 9862

അേന്യാന്യഹരണത്തിങ്കൽ 6 ഫലമാകുേമ്പാൾ േശഷം = 9. അതു ഭഗണേശഷം.

അേപ്പാൾ സംസ്കാരഹാരകം =
9862× 210389

9× 21600

= 10673 (ധനം)
േശഷമാകുന്ന 9 ഭഗണേശഷമാകയാൽ സംസ്കാരം ധനം.
സംസ്കാരഹാരകമുണ്ടാക്കുേന്നടെത്ത േശഷം 25118. ഇതു് അധികേശഷം.

അേപ്പാൾ രണ്ടാം സംസ്കാരഹാരകം =
9862× 210389× 10673

25118

= 881636336

അധികേശഷമായതുെകാണ്ടു ദ്വിതീയസംസ്കാരം ഋണം (ആദ്യസംസ്കാരം ധനമായതു�
െകാണ്ടു്.)

[സംസ്കാരഹാരകെത്ത 10674 എന്നാക്കിയാൽ േശഷം ഊനേശഷമായിട്ടുവരും.
അതു 9× 21600− 25118 = 169282 എന്നു്.

അേപ്പാൾ രണ്ടാംസംസ്കാരഹാരകം =
9862× 210389× 10674

169282

ഊനേശഷകമാകെക്കാണ്ടു് ഈ സംസ്കാരം ധനവുമാണു്.]
പരീക്ഷാത്ഥൎ ം 100000000 ദിവസങ്ങളുെട മദ്ധ്യമം വരുത്തി േനാക്കാം.

ധ്രുവായനപ്രകാരം മദ്ധ്യമം =
10

8 × 576

210389

= 6 രാശി − 25− 56− 47

ലഘുഗുണകാരഹാരകങ്ങെളെക്കാണ്ടു് ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം:-

രാ. തി. ഇ. വി.

(ക)
10

8 × 27

9862

= 1− 19−47−28

(ഖ)
10

8

10673

= 5− 6− 9−26 (ധനം)

(ക) + (ഖ)= 6− 25−56−54

(ഗ)
10

8

881636336

= 0− 0− 0− 7 (ഋണം)

ഉദ്ദിഷ്ടമദ്ധ്യമം = 6− 25−56−47
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ഒേര ക്രിയെകാണ്ടുതെന്ന പല ഗുണകാരഹാരകങ്ങെള ഉണ്ടാക്കുംപ്രകാരം:-
യദ്വാ വല്യുദ്ധൎ്വഗം രൂപം കൃേത്വാദ്ധൎ്വാദ്യമേധാന്തിമം |
കുയ്യൎാദ്വല്യുപസംഹാരം പൂവ്വ ൎം പൂവ്വ ൎമനാശയൻ || 39
തത്ര ലബ്ധാഃ ക്രേമൈണവ ഹാരകാസ്സ്യുഃ പൃഥൿ പൃഥൿ |

ഭഗണഭൂദിനങ്ങെള അേന്യാന്യം ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലവല്ലിയുെട േമെല രൂപേത്തയും െവച്ചു
േമൽനിന്നു് കീെഴ്പട്ടു വല്യുപസംഹാരം െചയ്യൂ. േമെല േമെലയുണ്ടായ രാശികെള കളയാെത
സൂക്ഷിക്കുകയും േവണം. എന്നാൽ ഈ രാശികൾ െവേവ്വെറ ചില ഹാരകങ്ങളായിട്ടു വരും.

ഇവയുെട ഗുണകാരാനയനം:
രൂപമാദ്യഫലസ്ഥാേന ന്യസ്യ ഖഞ്ച തദ്ദൂദ്ധൎ്വതഃ || 40
കമ്മൎണാേനന േതഷാം സ്യുഗ്ഗൎണകാരാ യഥാക്രമം |

ഫലവല്ലിയിൽ ആദ്യെത്ത ഫലെത്ത കളഞ്ഞു് അതിെന്റ സ്ഥാനത്തു രൂപം െവക്കു. അതി�
െന്റ മീെത ശൂന്യേത്തയും െവക്കൂ. മുമ്പിൽ പറഞ്ഞപ്രകാരം വല്യുപസംഹാരം െചയ്യു. എന്നാൽ
മുൻ വരുത്തിയിരിക്കുന്ന ഹാരകങ്ങളുെട ഗുണകാരങ്ങെള ക്രേമണ ലഭിക്കും.

ഇവറ്റിന്നു സംസ്കാരഹാരകങ്ങെള ഉണ്ടാക്കുവാനുള്ള ഉപായം:
പ്രാഗ്വത്തത്തൽ ഗൈതേശ്ശൈഷഃ കയ്യൎാൽ സംസ്കാരഹാരകാൻ || 41

മുൻപറഞ്ഞപ്രകാരം അവിടവിടെത്ത േശഷങ്ങെളെക്കാണ്ടു സംസ്കാരഹാരകങ്ങേളയും വരു�
ത്തിെകാൾക.
ഉദാഹരണ ം :

സൂര്യെന്റ ദൃഢഭഗണഭൂദിനങ്ങെള (576; 210389) അേന്യാന്യം ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലവ�
ല്ലിെയ രേണ്ടടത്തുെവച്ചു് ഒന്നിെന്റ മീെത്ത രൂപേത്തയും മേറ്റതിെന്റ ആദ്യഫലമായ 365-െന
കളഞ്ഞു് ആ സ്ഥാനത്തു രൂപേത്തയും ഈ രൂപത്തിെന്റ മീെത ശൂന്യേത്തയും െവച്ചു രണ്ടി�
ങ്കലും മുകളിൽനിന്നു കീെഴ്പട്ടു വല്യുപസംഹാരം െചയ്യു.

ത്രപാദി
വല്ലീ

ഉപസംഹൃത
ഫലങ്ങൾ

ശൂന്യാദി
വല്ലീ

ഉപസംഹൃത
ഫലങ്ങൾ

േശഷങ്ങൾ
േശഷങ്ങളുെട
ഋണധനത്വം

1 0
365 1

3 1096 3 3 129 ഭഗണേശഷം (+)

1 1461 1 4 20 ഭൂദിനേശഷം (−)
6 9862 6 27 9 ഭഗണേശഷം (+)

2 21185 2 58 2 ഭൂദിനേശഷം (−)
4 94602 4 259 1 ഭഗണേശഷം (+)

2 210389 2 576 0 ഭൂദിനേശഷം (−)

ഇവിെട രണ്ടാമെത്ത വരിയിലുള്ളവ ഹാരകങ്ങളാകുന്നു. നാലാമെത്ത വരിയിലുള്ളവ
ഈ ഹാരകങ്ങളുെട ക്രേമണയുള്ള ഗുണകാരങ്ങളുമാകുന്നു. അഞ്ചാമെത്ത വരിയിെല േശഷ�
ങ്ങളിൽ നിന്നു ക്രേമണയുള്ള സംസ്കാരഹാരകങ്ങേളയും ദ്വിതീയസംസ്കാരഹാരകങ്ങേളയും
മുൻപറഞ്ഞപ്രകാരം ഉണ്ടാക്കാം.

ഇവിെട രണ്ടു ഹാരകങ്ങളുെട േയാഗേത്തേയാ അന്തരേത്തേയാ ഹാരകമായി കല്പി�
ച്ചാൽ അതതു ഗുണകാരങ്ങളുെട േയാഗേമാ അന്തരേമാ ഗുണകാരമായിട്ടു വരും. അതതു
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േശഷങ്ങേളയും ഋണധനം േപാെല േയാഗവിേയാഗം െചയ്താൽ ഉണ്ടാകുന്ന ഫലം േശഷ�
മായിട്ടു വരും. ഈ  േശഷത്തിങ്കന്നു സംസ്കാരഹാരകേത്തയും ദ്വിതീയസംസ്കാരഹാരകേത്ത�
യും ഉണ്ടാക്കാം. ഹാരകങ്ങളായിരിക്കുന്ന 9862-േന്റയും 1461-േന്റയും േയാഗം 11323; ഇവ�
യുെട ഗുണകാരേയാഗം = 31. ഇങ്ങെനയാണു് കുലം എന്ന ഗുണകാരത്തിന്നു േഗാത്ര�
ഗായകഃ എന്ന ഹാരകം ലഭിച്ചതു്. ഇവിടെത്ത സംസ്കാരഹാരകാനയനം പിെന്ന. 1461-
ങ്കേലയ്ക്കുള്ള േശഷം 20 ഭൂദിനേശഷമാകെകാണ്ടു് ഋണം. 9862-ങ്കേലയ്ക്കുള്ള േശഷം 9 ഭഗണ�
േശഷമാകെകാണ്ടു ധനം. ഇവയുെട അന്തരം 11 ഋണം.

മുൻപറഞ്ഞ ന്യായപ്രകാരം,

സംസ്കാരഹാരകം =
210389× 11323

11× 21600

= 10026−ചന്ദ്രാനനയം (ഋണം)

മുമ്പിൽ പറഞ്ഞ കുട്ടാകാരങ്ങളുെട സംജ്ഞകൾ:
ക്രമാദ്രൂപാദിശൂന്യാദികട്ടകൗ വ്യസ്തകുട്ടകൗ |

ഫലവല്ലിയുെട മീെത രൂപംെവച്ചു േമെലനിന്നു കീെഴ്പട്ടു വല്യുപസംഹാരം െചയ്യുന്ന
കുട്ടാകാരത്തിന്നു രൂപാദിവ്യസ്തകുട്ടാകാരെമന്നു േപർ. ആദ്യഫലസ്ഥനത്തു രൂപംെവച്ചു്
അതിന്നുേമൽ ശൂന്യവുംെവച്ചു െചയ്യുന്ന കുട്ടാകാരത്തിനു ശൂന്യാദിവ്യസ്തകുട്ടാകാരെമന്നു
േപർ.

കുട്ടാകാരങ്ങളുെട ഉപേയാഗങ്ങൾ:
ഇഷ്ടേദശഭേവാ േയാേഗാ ദ്വേയാേശ്ചൽ ജ്ഞാതുമിഷ്യേത || 42
ഇഷ്ടകാേല സമാനീതം മദ്ധ്യമം യന്മഹാഗേതഃ |
ഇഷ്ടേദശം വിേശാദ്ധ്യാതശ്ശിഷ്ടം ലിപ്തീകൃതം ഹതം|| 43
ഭൂദിൈനശ്ചക്രലിപ്താഘ്നഭഗൈണവ്വൎിഭേജത്തതഃ |
ലബ്ധം ദിനാദികം േശാദ്ധ്യമിഷ്ടകാലാത്തദാ പുനഃ || 44
മദ്ധ്യമല്പഗേതഃ കൃത്വാ തസ്മാേച്ചഷ്ടം വിേശാധേയൽ |
േശഷം ലിപ്തീകൃതം ഹത്വാ മഹതാ ഭഗേണന തു || 45
ചക്രലിപ്താഹൃതാ ശുദ്ധിഹൎാരേകാ ഭഗേണാ മഹാൻ |
ഭാേജ്യാേല്പാ ഭഗണൈസ്തസ്തു നിരഗ്രവിധിനാഗതാൽ || 46
തൽഗുണാൽ ഭൂദിനഹതാന്മഹതാ ഭഗേണന യൽ |
ലഭ്യേത തത്ത്യേജൽ പൂവ്വൎസംസ്കൃതാദിഷ്ടകാലതഃ || 47
ഇഷ്ടകാേല ഭേവേദ്യാഗ ഇഷ്ടേദശഗ്രേഹന്ദ്രേയാഃ |

രണ്ടുഗ്രഹങ്ങളുെട ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കെല േയാഗമറിവാൻ ഇച്ഛിക്കെപ്പടുന്നുെവങ്കിൽ
ഏെതങ്കിലും ഒരിഷ്ടദിവസത്തിങ്കെല കലിെക്കാട്ടനാൾ െവച്ചു രണ്ടു ഗ്രഹങ്ങളിലുംെവച്ചു ഗതി
ഏറുന്നവെന്റ മദ്ധ്യമെത്ത വരുത്തി അതിൽനിന്നു് ഇഷ്ടപ്രേദശെത്ത വാങ്ങി േശഷിച്ചതിെന
ഇലിയാക്കി ഭൂദിനങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഗുണിച്ചു ചക്രകലാഹതങ്ങളായിരിക്കുന്ന ഭഗണങ്ങെള�
െക്കാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ ഫലം ദിവസാത്മകം. േശഷെത്ത 60-ൽ ഗുണിച്ചു ഹരിച്ചുണ്ടായ
ഫലം നാഴിക. അതിെന മുമ്പിലെത്ത കലിെക്കാട്ടനാളിൽ നിന്നു വാങ്ങി േശഷിച്ചതിെന�
െക്കാണ്ടു് ഗതി കുറഞ്ഞവേന്റയും മദ്ധ്യമെത്ത ഉണ്ടാക്കി അതിങ്കൽനിന്നു് ഇഷ്ടപ്രേദശെത്ത
വാങ്ങൂ. േശഷിച്ചതിെന ഇലിയാക്കി മഹാഗതിയുെട ഭഗണംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു് “അനന്തപു�
രം”(= 21600) െകാണ്ടു ഹരിച്ച ഫലം ശുദ്ധിയാകുന്നതു്. ഇവിെട തികഞ്ഞ ഫലെത്ത
മാത്രം സ്വീകരിച്ചാൽ മതി. േശഷെത്ത കളയാം. മഹാഗതിയുെട ഭഗണം ഹാരകമാകുന്ന�
തു്. അല്പഗതിയുെട ഭഗണം ഭാജ്യമാകുന്നതു്. ഇവെറ്റെക്കാണ്ടു നിരഗ്രകട്ടാഹാരം െചയ്താൽ
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ഉണ്ടാകുന്ന ഗുണകാരെത്ത ഭൂദിനങ്ങെളെക്കാണ്ടു് ഗുണിച്ചു് മഹാഭഗണെത്തെക്കാണ്ടു് ഹരി�
ച്ചാൽ ദിവസാദി ആയിട്ടുണ്ടാകുന്ന ഫലെത്ത മുമ്പിൽ ഒരു സംസ്കാരം െചയ്തുെവച്ചിരിക്കുന്ന
കലിെക്കാട്ടനാളിൽനിന്നു വാങ്ങൂ. േശഷിച്ച കാലത്തിങ്കൽ രണ്ടു ഗ്രഹങ്ങൾക്കും ഇഷ്ടപ്രേദ�
ശത്തിങ്കൽ േയാഗമുണ്ടാകും.
ഉദാഹരണം:-

ഇഷ്ടപ്രേദശം = 4 രാശി 7 തിയതി
ഇഷ്ടകലി = 1841000 (അജ്ഞാനവിേഹയം)

അക്കൎകുജേയാഗം ഇച്ഛിക്കെപ്പടുന്നതു്.
[മദ്ധ്യമാനയനം, ഭഗണങ്ങൾ ഇവെയല്ലാം തന്ത്രസംഗ്രഹം അനുസരിച്ചു് കണക്കാക്കി�

യിരിക്കുന്നു.]

അക്കൎെന്റ ഭഗണം = 4320000

കുജെന്റ ഭഗണം = 2296864

}
ഇവയുെട അപവത്തൎ നഹാരകം = 32

ഭൂദിനം = 1577917500

അക്കൎെന്റ ദൃഢഭഗണം = 135000

കജെന്റ ദൃഢഗണം = 71777

ഇഷ്ടദിവസത്തിങ്കെല അക്കൎമദ്ധ്യമം = 3− 4− 51− 61− 23

ഇഷ്ടകാവാക്കൎമദ്ധ്യമത്തിൽ നിന്നു
ഇഷ്ടപ്രേദശം വാങ്ങിയതു്

}
3− 4− 51− 51− 23

4− 7− 0− 0− 0

= 10− 27− 51− 51− 23

= 19671 ഇലി− 51 വി− 23ത
19671− 51− 23× 1577917500

21600× 4320000

= 332ദി− 39നം− 12വി− 43− 5

കലിേക്കാട്ടനാളിൽ നിന്നു്

ഈ ദിവസെത്ത വാങ്ങിയതു് = 1840667−20−47−16−56

ഈ സംസ്കൃതദിവസത്തിെല കജമദ്ധ്യമം = 3−16−42−59−33

ഇതിൽ നിന്നു് ഇഷ്ടപ്രേദശം വാങ്ങിയതു് = 4− 7− 0− 0− 0

11− 9−42−59−33

= 20382ഇ− 59വി− 33ത .
20382− 59− 33× 135000

21600

= ശുദ്ധി = 127394 (അദ്ധൎാധികം കൂട്ടിയതു്)

ഹാരകം = 135000

ഭാജ്യം = 71777

അക്കൎകുജന്മാരുെട ദൃഢഭഗണങ്ങളായ 135000, 71777 ഇവെയ അേന്യാന്യ ഹരണം െച�
യ്തുണ്ടായ വല്ലി:
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1 · · · 5287

1 · · · 2811

7 · · · 2476

2 · · · 335

1 · · · 131

1 · · · 73

3 · · · 58

1 · · · 15

6 · · · 13

1 · · · 2
1 · · · 1
1

0



വല്ലിയുെട ചുവട്ടിൽ രൂപവും അതിെന്റ
ചുവട്ടിൽ ശൂന്യവും െവച്ചു വല്യുപസംഹാരം
െചയ്തു. ഹാരകത്തിൽ രൂപം േശഷിക്കയാൽ
1 േക്ഷപം. ഭാജകേമറുകയാൽ ഗുണകാരം
= 5287. അേപ്പാൾ 1 ശുദ്ധിയാകുേമ്പാൾ
ഗുണകാരം
= 135000− 5287 = 129713 അേപ്പാൾ
127394 ശുദ്ധിയാകുേമ്പാൾ ഗുണകാരം
= 129713× 127394 = 16524657922

തക്ഷണേശഷം ഗുണകാരം = 117922

1577917500× 117922

4320000

= 43072034ദി− 7− 42− 30

1840667− 20− 47− 17 എന്ന കലി ദിവസസമയത്തിങ്കന്നു 43072034− 7− 42−
30 ദിവസം മുമ്പു കുജാക്കൎന്മാരുെട േയാഗം ഇഷ്ടപ്രേദശത്തു സംഭവിച്ചു.

[ഇക്കാലത്തിൽ അക്കൎൻ 117922 ഭഗണങ്ങൾ തികച്ചും ഗമിച്ചു; കുജൻ
43072034− 7− 42− 30× 2296864

1577917500

= 62696ഭഗണം. 11രാശി.

9തി. 43ഇ. 2വി. ഗമിച്ചു.
അേപ്പാൾ േയാഗസമയമായി കണക്കാക്കിയ സമയെത്ത

അക്കമദ്ധ്യമം = (4− 7− 0− 0)− 0 = 4− 7− 0− 0

കുജമദ്ധ്യമം = (3− 16− 43− 0)− (11− 9− 43− 2) = 4− 6− 59− 58

വ്യത്യാസം 2വിലി മാത്രമാകുന്നു. അതു് അദ്ധൎാധികം കൂട്ടിയതിനാലും മറ്റും ഉണ്ടായതായിരി�
ക്കണം.]

ഗണിതത്തിൽ ആസന്നേയാഗങ്ങെളെക്കാണ്ടാണു് അധികം ആവശ്യം. അതുെകാണ്ടു്
ചില ആസന്നേയാഗങ്ങെള അറിവാനുള്ള ഉപായെത്ത െചാല്ലുന്നു:-

ഭഗണൗ തു തേയാഹൃൎത്വാ മിേഥാ വ്യസ്താഖ്യകമ്മൎണാ || 48
ജാതാൻ ഭൂദിവൈസഹൎത്വാ വിഭേജൽ ഭഗേണന താൻ |
രൂപാദിേക തു മഹതാ സ്വേല്പന വിയദാദിേക || 49
ലബ്ധാസ്സ്യുദ്ദ ൎിവസാഷ്ഷഷ്ട്യാ ഹതാന്നാഡ്യാദേയാപി േത |
ഇഷ്ടേദശയുതൗ ശീഘ്രല്പഗേത്യാസ്സമയാഃ ക്രമാൽ || 50

രണ്ടു ഗ്രഹങ്ങളുേടയും ഭഗണങ്ങെള അേന്യാന്യം ഹരിച്ചു ഫലവല്ലി ഉണ്ടാക്കി രൂപാദിയാ�
യിേട്ടാ ശൂന്യാദിയായിേട്ടാ ഉള്ള വ്യസ്തകുട്ടാകാരം െചയ്തുണ്ടായ രാശികെള െവേവ്വെറ ഭൂദി�
നംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഭഗണംെകാണ്ടു ഹരിപ്പൂ. രൂപാദിെയങ്കിൽ വലിയഭഗണംെകാണ്ടും ശൂ�
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ന്യാദിെയങ്കിൽ െചറിയ ഭഗണംെകാണ്ടും ഹരിേക്കണ്ടുവതു് ഉണ്ടായ ഫലങ്ങൾ ദിവസാത്മ�
കങ്ങൾ. േശഷങ്ങെള 60-ൽ ഗുണിച്ചു ഭഗണംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ നാഴിക മുതലായവയും
ഉണ്ടാകും. ഈ ഉണ്ടായ കാലങ്ങൾ ശീഘ്രഗതിഗ്രഹത്തിേന്റയും അല്പഗതിഗ്രഹത്തിേന്റയും
ഇഷ്ടേദശേയാഗങ്ങളുെട അന്തരങ്ങൾ.

ഇവിെട േനെര േയാഗം വരായ്കയാൽ ഗ്രഹങ്ങൾ തങ്ങളിലുള്ള അന്തരെത്ത
െചാല്ലുന്നു.

തത്ര തത്ര ഗതാൻ േശഷാംശ്ചക്രലിപ്താഹതാൻ ഹേരൽ|
ഇഷ്ടസ്യ ഭഗേണന സ്യാദിതരസ്യ തദാന്തരഃ|| 51

അേന്യാന്യ ഹരണത്തിങ്കൽ അവിെടയവിെട ഉണ്ടായ േശഷങ്ങെള “അനന്തപുരം” െകാ�
ണ്ടു ഗുണിച്ചു് ഇഷ്ടഗ്രഹത്തിെന്റ ഭഗണംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ അവന്ന് ഇതരഗ്രഹേത്താടുള്ള
അന്തരം ലിപ്താത്മകമായി കിട്ടും.
ഇതിെന്റ ഉദാഹരണം:–

സിംേഹ സപ്തമഭാേഗഭൂൽ കദാ േയാേഗാക്കൎഭൗമേയാ |
തേയാമന്യതരസ്യാത്ര േയാഗസ്തദിതരസ്യ തു || 52
അത്യാസക്തിഭ ൎേവൽ പശ്ചാൽ കസ്മിൻ കസ്മിന്നേനഹസി ||
തേയാരന്തരലിപ്താശ്ച കതിസ്യുഗ്ഗൎണേകാത്തമ || 53

ഒരിക്കൽ ആദിത്യനും െചാവ്വക്കും ചിങ്ങത്തിൽ ഏഴു തിയതി തികയുേന്നടത്തു േയാഗമുണ്ടാ�
യി. പിെന്ന അവരിൽ ഒരുത്തന്ന് ഇഷ്ടപ്രേദശത്തു േയാഗവും മേറ്റവന്ന് ഏറ്റവും അണവും (=
സാമീപ്യം, അടുപ്പം) ഏേതതു കാലത്തുണ്ടായി എന്നു െചാല്ലുക. അന്നു ഇവ രണ്ടും തങ്ങളിലു�
ള്ള അന്തരകലകൾ എത്ര എന്നും െചാല്ലുക.

സൂര്യേന്റയും കുജേന്റയും ദൃഢഭഗണങ്ങളായ 135000, 71777 ഇവെയ അേന്യാന്യം
ഹരിച്ച ഫലവല്ലിയും രൂപാദിശൂന്യാദികുട്ടാകാരങ്ങെളെക്കാണ്ടുണ്ടാക്കിയ സംഹൃതഫലങ്ങ�
ളും:–

വല്ലീ
രൂപാദി വ്യസ്ത

കുട്ടാകാരം
ശൂന്യാദി

വ്യസ്ത കുട്ടാകാരം
ദൃഢ

േശഷങ്ങൾ
1 1 0

േശഷംെവച്ചു് അന്തരം കാണുേമ്പാൾ
ദൃഢേശഷങ്ങെള ഉപേയാഗിക്കു�
കയാെണങ്കിൽ ദൃഢഭഗണങ്ങെള�
െക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ മതി.

1 1 1
7 1 2 1 1
2 7 15 7 8
1 2 32 2 17
1 1 47 1 25 1481
3 1 79 1 42 383
1 3 284 3 151 332
8 1 356 1 193 51
1 8 2462 3 1309 28
1 1 2526 1 1502 25

1 5287 1 2811 1

ക്രിയെചയ്തിട്ടുള്ള ഫലങ്ങൾ:
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രൂ
പ

ാദ
ിവ

്യസ്ത
കു

ട്ടാ
ക

ാര
ം

സംഹൃത
ഫലം

േയാഗങ്ങൾ
തങ്ങളിൽ
അന്തര

ദിവസങ്ങൾ

അദ്ദിവസെത്ത
സൂര്യമദ്ധ്യമം

കജമദ്ധ്യമം
അന്തര

കല

േശഷം
െകാണ്ടു കിട്ടിയ

അന്തരകല

5287 1981122-38-39 0 11-29-59-50 10വി. 10വി
2825 1031855-48-21 0 0-0-4-0 4ഇ. 4′

2462 899288-52-18 0 11-29-55-50 4′-10” 4′-10”

383 182588-54-3 0 0-0-8-10 8′-10” 8′-10
284 103788-27-10 0 11-29-8-53 53′-7” 53′-7”

ശൂ
ന

്യാ
ദി

വ
്യസ്ത

കു
ട്ടാ

ക
ാര

ം

2811 1931122-38-57 0-0-0-18 0 18” 18”

1502 1031355-38-43 11-29-52-29 0 7′-31” 7′-31”

1809 899257-0-14 0-0-7-49 0 7′-49” 7′-49”

193 132588-38-29 11-29-44-40 0 15′-20” 15′-21”

ഇവിെട രൂപാദിയിലും ശൂന്യാദിയിലും അന്തരദിവസങ്ങൾ തങ്ങളിൽ നാഴികെകാണ്ടു
മാത്രേമ വ്യത്യാസമുള്ളൂ. ഒരിക്കൽ ചിങ്ങത്തിൽ 7 തീയ്യതി തികയുന്ന പ്രേദശത്തു േയാഗമു�
ണ്ടായി എന്നു കല്പിച്ചാൽ ആ സമയത്തിൽ നിന്ന് ഈ അന്തരദിവസങ്ങൾ െചല്ലുന്ന േന�
രേത്താ അത്ര ദിവസം മുേമ്പാ ആസന്നേയാഗമുണ്ടാവും. േശഷം കജഭഗണേശഷെമങ്കിൽ
കജൻ ഇഷ്ടപ്രേദശത്തുനിന്നു ഗതം, സൂയ്യൎഭഗണെമങ്കിൽ ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിേലയ്ക്കു ഗമ്യം. സൂ�
ര്യൻ ഇഷ്ടപ്രേദശത്ത്. ഇങ്ങെന രൂപാദിക്രിയയിൽ. ശുന്യാദിയിങ്കൽ കജൻ ഇഷ്ട പ്രേദശ�
ത്ത്. സൂയ്യൎഭഗണേശഷെമങ്കിൽ സൂര്യൻ ഗതം, കജഭഗുണേശഷെമങ്കിൽ ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്ക�
േലയ്ക്കു ഗമ്യം.

ഇവിെട ഒരു ഗ്രഹം ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിങ്കലും മേറ്റതു് ആസന്നമായും വരത്തക്കവണ്ണമാ�
ണേല്ലാ അന്തരദിവസങ്ങെള വരുത്തിയതു്. അനന്തരം ഒരു ദിവസം രണ്ടു ഗ്രഹങ്ങൾക്കും
േയാഗം വരുകയും ആ േയാഗപ്രേദശം ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിേനാടു് ഏറ്റവും അണവുണ്ടാകുകയും
െചയ്യത്തക്കവണ്ണമുള്ള അന്തരദിവസങ്ങെള വരുത്തുവാനും ആ േയാഗപ്രേദശവും ഇഷ്ടപ്ര�
േദശവും തമ്മിലുള്ള അന്തരകലകെള കാണുവാനുമുള്ള ഉപായെത്ത െചാല്ലുന്നു.

ഇഷ്ടേദശസമീപസ്ഥയുതൗ കാേലാ യദാ ദ്വേയാഃ |
േയാേഗഷ്ടേദശാന്തരഞ്ച ജിജ്ഞാേസ്യാേത തദാനേയാഃ || 54
േഭാേദാ ഭഗണേയാേയ്യൎാല്പ ഭഗണഞ്ച തേയാമ്മൎിഥഃ |
ഹരണാൽ ലബ്ധവില്ലീനാം ശൂന്യാദാവുപസംഹൃതൗ || 55
ലബ്ധാനി ഭൂദിൈനന്നിഘ്നാന്യാപ്താനി ദിവസാദികാഃ |
േത സ്യുഭ ൎഗണേഭേദന കാലാ ജിജ്ഞാസിതാഃ ക്രമാൽ || 56
വല്ലീേശഷാൽ ക്രമാച്ചക്രകലാഘ്നാൽ വിഭേജൽ പുനഃ |
ദ്വേയാഭ ൎഗണേഭേദന കലാ േയാേഗഷ്ടേദശേയാഃ || 57
അന്താേര സ്യുഗ്ഗൎൈതഷ്യത്വം താസാം േശഷവശാൽ ഭേവൽ |

രണ്ടു ഗ്രഹങ്ങൾക്കു് ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിന്നടുത്തുള്ള േയാഗത്തിങ്കെല കാലവും ആ േയാഗപ്രേദ�
ശവും ഇഷ്ടപ്രേദശവും തമ്മിലുള്ള അന്തരകലയും അറിവാൻ ഇച്ഛിക്കെപ്പടുന്നു. അതിന്നു ഗ്ര�
ഹങ്ങൾ രണ്ടിേന്റയും ഭഗണാന്തരേത്തയും അല്പഭഗണേത്തയും തമ്മിൽ അേന്യാന്യം ഹര�
ണംെചയ്തു ശൂന്യാദിയായി വല്യുപസംഹാരം െചയ്തുണ്ടായ രാശികെള ഭൂദിനങ്ങെളെക്കാണ്ടു
ഗുണിച്ചു ഭഗണാന്തരംെകാണ്ടൂ ഹരിച്ചുണ്ടായ ദിവസാദികൾ മുമ്പിൽ അറിവാൻ ഇച്ഛിക്കെപ്പ�
ട്ട കാലങ്ങളായിട്ടു വരും. പിെന്ന ഫലവല്ലി ഉണ്ടാക്കുേന്നടെത്ത േശഷങ്ങെള ക്രമത്താെല
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“അനന്തപുരം”െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ഭഗണാന്തരം െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഉണ്ടായ ഫലങ്ങൾ േയാ�
ഗത്തിേന്റയും ഇഷ്ടപ്രേദശത്തിേന്റയും അന്തരത്തിങ്കെല കലകളായിട്ടു ക്രേമണ വരും. അവ�
റ്റിെന്റ ഗതഗമ്യത്വെത്ത േശഷവശാൽ അറിഞ്ഞുെകാള്ളണം.
ഇതിെന്റ ഉദാഹരണം:-

സിംേഹ സപ്തമഭാഗസ്യ സമീേപ സ്യാൽ കജാക്കൎേയാ || 58
േയാഗഃ കദാകദാ ബ്രൂഹി കതി ലിപ്താസ്തദന്തേര ||

ചിങ്ങത്തിൽ ഏഴു തിയ്യതിക്കടുത്തു കജാക്കൎന്മാരുെട േയാഗം ഏേതതു കാലത്തു ഭവിക്കുെമ�
ന്നും അവറ്റിെന്റ അന്തരത്തിങ്കൽ എത്ര ഇലികളുണ്ടാകുെമന്നും പറയുക.

ദൃഢാക്കൎഭഗണം = 135000; ദൃഢകുജഭഗണം = 71777

ദൃഢഭഗണാന്തരം = 63223; ഭഗണാന്തരം = 2023136

71777-േനയും 63223-േനയും അേന്യാന്യം ഹരിച്ചുണ്ടായ വല്ലി:–

വല്ലീ. ശൂന്യാദിവല്യുപസംഹാരം:-
1 0

7 1

2 7 ·····························7
1 2 ···························15 േശഷങ്ങൾ
1 1 ···························22

3 1 ···························37 ········333

1 3··························133 ········332

6 1··························170 ··········51

1 3························1153 ··········26

1 1························1323 ··········25

1························2476 ············1



അേന്യാന്യഹരണം
7 63223 71777 1
1 3345 8564 2
3 1481 1334 1
3 332 383 1
1 26 51 1

1 25

വല്ലീ
ഫലം

അന്തര
കാലങ്ങൾ

അദ്ദിവസെത്ത
സൂര്യമദ്ധ്യമം

അദ്ദിവസെത്ത
കുജമദ്ധ്യമം

േയാേഗഷ്ട
പ്രേദശങ്ങളുെട

അന്തരം

േശഷം
െകാണ്ടു കിട്ടിയ

അന്തരം
2476 1931122− 38− 18 11− 29− 59− 39 11− 29− 59− 39 21വി. 20വി.
1328 1031855− 55− 1 0− 0− 3− 32 0− 0− 3− 32 8

′ − 32
′′

8
′ − 32

′′

1153 899266− 43− 17 11− 29− 51− 7 11− 29− 51− 7 8
′ − 53

′′
8
′ − 53

′′

170 132589− 11− 45 0− 0− 17− 25 0− 0− 17− 25 17
′ − 25

′′
17
′ − 25

′′

ഇവിെട 1-ഉം 26-ഉം ഭഗണാന്തരേശഷങ്ങളാകുന്നു. 25-ഉം 51-ഉം അല്പഭഗണേശഷ�
ങ്ങളാകുന്നു. അേപ്പാൾ അന്തരേശഷത്തിങ്കൽ ഇഷ്ടപ്രേദശം ഏഷ്യം, അല്പഭഗണേശഷത്തി�
ങ്കൽ ഗതം.
ഈ കുട്ടാകാരെത്തെക്കാണ്ടു ഗ്രഹണദിവസെത്ത അറിവാനുപായം:-

അഭീഷ്ടമദ്ധ്യപവ്വ ൎാേന്ത കൃത്വാ പാതാക്കൎമദ്ധ്യമൗ || 59
തദ്വിേശ്ലഷം കലീകൃത്യ ശശിമാസൗഘതാഡിതം |
ഖഖാഷ്ടപങ്  ക്തിഭിർഹൃത്വാ ലബ്ധം ശുദ്ധിഃ പ്രകല്പ്യതാം || 60
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പാതേശ്ചൽ ഭാസ്കരാപ്ശുദ്ധഃ േക്ഷപഃ കേല്പ്യാ വിപയ്യൎേയ |
ദ്വിേഘ്നാ ഭഗണേയാേയ്യൎാഗഃ പാതപാേഥാജമിത്രേയാഃ || 61
ശശിമാസഗേണാ യശ്ച തൗ കൃത്വാ ഭാജ്യഭാജകൗ |
നിരഗ്രവിധിനാ യാതാൽ ഗുണകാൽ ഭൂദീനാഹതാൽ || 62
മാസൗഘാപ്തം ത്യേജദിഷ്ട മദ്ധ്യപവ്വ ൎാന്തകാലതഃ |
സ സഞ്ചിേന്ത്യാപരാഗസ്യ സമേയാ ദിവസാദികഃ || 63

ഏെതങ്കിലും ഒരു ഇഷ്ടമദ്ധ്യപവ്വ ൎാന്തത്തിങ്കെല സൂര്യേന്റയും രാഹുവിേന്റയും മദ്ധ്യമ�
ങ്ങൾ ഉണ്ടാക്കി അവെയ അന്തരിച്ചു േശഷെത്ത ഇലിയാക്കി യുഗചാന്ദ്രമാസങ്ങെളെക്കാ�
ണ്ടു ഗുണിച്ചു പതിനായിരത്തി എണ്ണൂറ്റിൽ ഹരിച്ചുകിട്ടുന്ന ഫലെത്ത (േശഷമാവശ്യമില്ല) കു�
ട്ടാകാരത്തിങ്കൽ ശുദ്ധിെയേന്നാ േക്ഷപെമേന്നാ കല്പിക്കുക. സൂര്യനിൽ നിന്നു രാഹുവിെന
വാങ്ങി എങ്കിൽ ഈ ഫലം ശുദ്ധിയാകുന്നു. രാഹുവിൽ നിന്നു് സൂര്യെന വാങ്ങി എങ്കിൽ അതു
േക്ഷപമാകുന്നു. രാഹുവിേന്റയും സൂര്യേന്റയും ഭഗണങ്ങൾ തങ്ങളിൽ കൂട്ടി ഇരട്ടിച്ചതു ഭാജ്യമാ�
കുന്നു. ചന്ദ്രമാസഭഗണം ഭാജകമാകുന്നതു്. ഇവെറ്റെകാണ്ടു നിരഗ്രകുട്ടാകാരം െചയ്തുെവന്ന
ഗുണകാരെത്ത ഭൂദിനംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു ചാന്ദ്രമാസഭഗണങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചു ദിവസാ�
ദിയായി വന്ന ഫലെത്ത മുമ്പിലെത്ത അഭീഷ്ടമദ്ധ്യനപവ്വ ൎാന്തകാലത്തിങ്കെല കലിെക്കാട്ട�
നാളിൽ നിന്നും വാങ്ങിയാൽ േശഷിച്ച ദിവസത്തുന്നാൾ ഗ്രഹണം നിരൂപിക്കെപ്പടുവാൻ
േയാഗ്യം.

I. 1117 മിഥുനം 14-നു ഉദയകലി = 1842073

അന്നു മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്ത
കാലത്തിങ്കെല കലി

}
= 1842073− 33− 29− 58

മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാലസൂയ്യൎമദ്ധ്യമം = 2− 12− 57− 58

}
െവളുത്തവാവു ദിവസം

മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാലരാഹുമദ്ധ്യമം = 4− 14− 10− 7

II. 1117 മിഥുനം 29-നു
പൂവ്വൎാന്തകാലത്തിങ്കെല കലി = 1842088− 14− 45− 44

മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാലസൂയ്യൎമദ്ധ്യമം = 2− 27− 29− 17

}
കറുത്തവാവു ദിവസം

മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാലരാഹുമദ്ധ്യമം = 4− 13− 23− 10

ചന്ദ്രഭഗണം = 57753320

സൂയ്യൎമഗണം = 4320000

ചാന്ദ്രമാസങ്ങൾ = 53433320

രാഹുഭഗണം = 232300

ഭാജകം = 53433320

ഭാജ്യം = 2(4320000 + 232300) = 9104600

ദൃഢഭാജകം = 1335833

ദൃഢഭാജ്യം = 227615
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ഇവിെട ഭാജകത്തിൽ രൂപം
േശഷിച്ചിരിക്കുന്നു.
അതുെകാണ്ടു രൂപം േക്ഷപമാകയാൽ
പാതങ്കൽനിന്നും സൂര്യെന വാങ്ങണം.

ഭാജകം ഏറുകെകാണ്ടു് 591208

ഗുണകരമാകുന്നു.

I. രാഹുമദ്ധ്യമം = 4− 14− 10− 7

അക്കൎമദ്ധ്യമം = 2− 12− 57− 58

അേക്കാനരാഹു = 2− 1− 12− 9 = 3672ഇലി. 9 വിലി.

േക്ഷപം =
1335833× 3672

′ − 9
′′

10800

=
4905379151

10800

= 454201

(േശഷെത്ത കളഞ്ഞു ഫലത്തിൽ അദ്ധൎാധി കൂട്ടിയിട്ടില്ല. ദൃഢേക്ഷപമുദ്ദിഷ്ടമാകയാൽ ദൃഢ�
ഭഗണംെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു.)
454201-െന രൂപേക്ഷപത്തിെന്റ ഗുണകാരമാകുന്ന 591208 െകാണ്ടു ഗുണിച്ചു സ്വതക്ഷണ�
മായ 1335833 െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ, തക്ഷണേശഷം = 786814. ഇതു് ഉദ്ദിഷ്ടഗുണകാരം.

786814× 1577917500

53433320

= 23235082ദിവസം. 9നാ. 6വി. 35ഗു.

ഇഷ്ടപവ്വൎാന്തകാലത്തിൽനിന്നു് ഈ ദിവസം വാങ്ങിയാൽ ആ സമയവും പവ്വ ൎാന്തകാ�
ലമാകുന്നു. അേപ്പാൾ ഗ്രഹണം ചിന്തിക്കുകയും േവണം.

[ഇക്കാലത്തിങ്കൽ സൂര്യഗതി = 63612ഭ. 8രാ. 3തി. 24ഇ. 31വി.
രാഹുഗതി = 3420ഭ. 7രാശി. 25തി. 23ഇ. 20വി.

ഗ്രഹണം ചിന്തിേക്കണ്ട സമയത്തു്,

സൂര്യമദ്ധ്യമം = (2− 12− 57− 58)− (8− 3− 24− 31) = 6− 9− 33− 27

രാഹുമദ്ധ്യമം = (4− 14− 10− 7) + (7− 25− 23− 20) = 0− 9− 33− 27]

അദ്ധൎാധികം കൂട്ടി എങ്കിൽ േക്ഷപം = 454202. എന്നാൽ ഇതിെന 591208 െകാണ്ടു ഗു�
ണിച്ചു തക്ഷണംെചയ്താൽ ഉദ്ദിഷ്ടഗുണകാരം = 42189

42189× ഭൂദിനം
ചാന്ദ്രമാസഭഗണം

= 1245866ഭി. 5നാ. 20വി. 11ഗു.
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ഈ അന്തരദിവസത്തിങ്കലും ഗ്രഹണം ചിന്തിേക്കണം.

[ഇക്കാലെത്ത സൂയ്യൎഗതി = 3410ഭ. 10− 29− 10− 47

” രാഹുഗതി = 183ഭ. 4− 29− 37− 4

അേപ്പാൾ സൂര്യമദ്ധ്യമം = (2− 12− 57− 58)− (10− 29− 10− 47)

= 3− 13− 47− 11

രാഹുമദ്ധ്യമം = (4− 14− 10− 7) + (4− 29− 37− 4)

= 9− 13− 47− 11]

II. 1117 മിഥുനം 29-നു കറുത്തവാവു്.

അേക്കാനരാഹു = 1− 15− 53− 53

= 2753ഇ. 53വി.

ദൃഢചാന്ദ്രമാസൗഘം× 2753
′ − 53

′′

10800

= 340622

591208× 340622

1335833

; േശഷം = 290793 = ഉദ്ദിഷ്ടഗുണകാരം

290793× ഭൂദിനം
ചാന്ദ്രമാസഭഗണം

= 8587289ദി. 2നാ. 48വി. 58ഗു.

[അക്കാലെത്ത സൂയ്യൎഗതി = 23510ഭ. 1− 26− 38− 23

” രാഹുഗതി = 1264ഭ. 2− 17− 27− 45

ഉദ്ദിഷ്ടപവ്വ ൎാന്തകാലത്തിെല സൂര്യമദ്ധ്യമം

= (2− 27− 29− 17)− (1− 26− 38− 23)

= 1− 0− 50− 54

രാഹുമദ്ധ്യമം = (2− 17− 27− 45) + (4− 13− 23− 10)

= 7− 0− 50− 55]

അനന്തരം ഇവിെടനിന്നു ഗ്രഹണാന്തരങ്ങെള അറിവാൻ െചാല്ലുന്നു.
ഇേഹാക്തൗ ഭാജ്യഹാരൗ യൗ താഭ്യാം വല്ലീമഥാനേയൽ |
രൂപാദിവ്യസ്തവിധിനാ ജാതാൻ ഭൂദിനതാഡിതാൻ || 64
മാസൗേഘന വിഭജ്യാപ്താ ദിവസാ ഗ്രഹണാന്തരാഃ |

മുമ്പിൽ െചാല്ലിയ ഭാജ്യഹാരകങ്ങെള അേന്യാന്യം ഹരണംെചയ്തു വല്ലിയുണ്ടാക്കി
രൂപാദിവ്യസ്തകുട്ടാകാരംെകാണ്ടു െചയ്തുണ്ടായ രാശികെള െവേവ്വെറ ഭൂദിനംെകാണ്ടൂ ഗുണി�
ച്ചു ചാന്ദ്രമാസങ്ങെളെക്കാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ വരുന്ന ദിവസങ്ങൾ ഈ രണ്ടു ഗ്രഹണങ്ങളുെട
അന്തരദിവസങ്ങളായിട്ടു വരും.
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ഈ ഫലങ്ങെള െവേവ്വെറ 1577917500

എന്നതുെകാണ്ടു ഗുണിച്ചു 53433320

െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ഉണ്ടായ ഫലങ്ങൾ
ഗ്രഹണങ്ങളുെട അന്തരദിവസങ്ങളായിട്ടു
വരും. ഈ േശഷങ്ങെള 10800-െകാണ്ടു
ഗുണിച്ചു 1335833-െകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ
ഉണ്ടാകുന്ന ഇലിയാദി ഫലങ്ങൾ
അേക്കാനരാഹുവിെന്റ
ഭുജകളുെട അന്തരങ്ങളായിരിക്കും.
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ഏെതങ്കിലും ഒരു െവളുത്തവാവിേന്റെയാ കറുത്തവാവിേന്റെയാ മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാ�
ലത്തിൽനിന്നു ഗ്രഹണാന്തരദിവസേത്താളം കാലം കീേഴ്പാേട്ടാ േമേല്പാെട്ടാ നിരൂപിക്കു�
േമ്പാൾ അസ്സമയത്തു െവളുത്ത വാവിേന്റേയാ കറുത്തവാവിേന്റേയാ മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാല�
മായിട്ടു വരുെമന്നു ക്രിയയുെട സ്വരൂപത്തിൽ നിന്നു മനസ്സിലാകുന്നുണ്ടെല്ലാ. അേപ്പാൾ
ചന്ദ്രസൂര്യമദ്ധ്യമാന്തരം ആറുരാശിേയാ പന്ത്രണ്ടു രാശിേയാ ആയിരിക്കും.

ഭാജകേശഷെമങ്കിൽ അക്കൎരാഹുക്കളുെട മദ്ധ്യമേയാഗം 6 രാശിയിൽനിേന്നാ പന്ത്ര�
ണ്ടുരാശിയിൽ നിേന്നാ ഭുജാന്തരേത്താളം കുറഞ്ഞിരിക്കും. ഭാജ്യേശഷെമങ്കിൽ അത്രെകാ�
ണ്ട് ഏറിയുമിരിക്കും. ഭാജകം ചാന്ദ്രമാസൗഘവും ഭാജ്യം ദ്വിഗുണിതസൂയ്യൎരാഹുഭഗണേയാഗ�
വുമാെണന്നു് ഓക്കുൎേമ്പാൾ ഈ ഏറ്റക്കുറച്ചിലിെന്റ യുക്തി വ്യക്തമാകും. ഒരു വാവുദിവസം
മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാലത്തിൽ രാഹു സൂര്യന്മാരുെട മദ്ധ്യമാന്തരത്തിെന്റ ഭുജാ പതിമ്മൂന്നു തിയ�
തിയിൽ കുറവാെണങ്കിൽ ഗ്രഹണം ചിന്തിേക്കണെമന്നുണ്ടേല്ലാ. ആ ഗ്രഹണപവ്വൎാന്തകാല�
ത്തിൽ നിന്നു ഗ്രഹണാന്തരകാലേത്താളം കീെഴ്പേട്ടാ േമെല്പേട്ടാ നിരൂപിച്ചാൽ അന്നു വാവു�
തെന്ന ആയിരിക്കും. അേപ്പാഴെത്ത രാഹുനസൂര്യെന്റ ഭുജ ആദ്യെത്ത ഭുജയിൽ ഏറിയിേട്ടാ
കുറഞ്ഞിേട്ടാ ഇരിക്കും. ഭൂജാന്തരങ്ങൾ കുറവാകയാൽ രണ്ടാമെത്ത ഭുജയും 13 തിയതിയിൽ
മിക്കവാറും കുറഞ്ഞിരിപ്പാൻ ന്യായമുണ്ടു് . അതുെകാണ്ടു് അന്നും ഗ്രഹണത്തിനു സംഭവ്യത�
യുണ്ടു്. വിേക്ഷപാദികെളെക്കാണ്ടു് ഗ്രഹണം സംഭവിച്ചില്ല എന്നും വരാം.

മുൻ ഉദാഹരണത്തിൽ 1117 മിഥുനം 14-ാനു 33നാ. 29വി. 58ഗു. സമയത്തു (കലി
1842078-33-29-58) െവളുത്ത വാവിെന്റ മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാലമാെണന്നും അതിൽ നിന്നും
23235082 9നാ. 6വി. 35ഗു. വാങ്ങിയാൽ ആ സമയത്തു സൂയ്യൎന്നും േകതുവിന്നും േയാഗമു�
െണ്ടന്നും അേപ്പാൾ ഗ്രഹണം ഊഹിക്കുവാൻ ന്യായമുെണ്ടന്നും കണ്ടുവെല്ലാ. ആ ദിവസ�
േത്തയും ഗ്രഹണാന്തരദിവസങ്ങേളയും അേപക്ഷിച്ചു നമ്മുെട കാലത്തിനടുത്തു സൂയ്യൎന്നു
രാഹുവിേനാെടാ േകതുവിേനാെടാ ഒരാസന്നേയാഗമുള്ള ദിവസം വരുത്തി അന്നു ഗ്രഹണ�
മുണ്ടാേയാ എന്നു ചിന്തിക്കാം. ഇവിടെത്ത ക്രിയ:- ഈ ദിവസത്തിൽ നിന്നു എല്ലാറ്റിലും
വലിയ ഗ്രഹണാന്തരദിവസെത്ത എത്ര തവണ വാങ്ങാേമാ അത്രയും വാങ്ങുക. ഈ േശ�
ഷത്തിങ്കൽനിന്നു പിന്നെത്ത ഗ്രഹണാന്തരദിവസെത്ത അതുേപാെലെത്തെന്ന വാങ്ങുക.
ഇങ്ങെന ഏതാണ്ടു് ഉദ്ദിഷ്ടകാര്യം വരുേവാളം ക്രിയ െചയ്യുക. ഒടുക്കെത്ത േശഷെത്ത മുമ്പി�
ലെത്ത കലിെകാട്ടനാളിൽ നിന്നും വാങ്ങുക. അന്നു ഗ്രഹണമുണ്ടാകുവാൻ സംഗതിയുണ്ടു്.

(14)×1 23235082 – 9 – 8 – 35
17458721 – 25 – 13 – 36
5776360 – 42 – 52 – 59

(13)×1 4530494 – 37 – 32 – 48
1245866 – 5 – 20 – 11

(11)×1 863257 – 3 – 57 – 37
582609 – 1 – 22 – 34

(10)×1 550952 – 13 – 47 – 0
31656 – 47 – 35 – 28

(7)×2 21143 – 54 – 10 – 28
10512 – 53 – 24 – 58

(6)×1 6585 – 19 – 18 – 10
8927 – 34 – 6 – 48

(4)×1 2598 – 41 – 31 – 7
1328 – 52 – 35 - 41

(2)×1 1210 – 45 – 15 – 11
118 – 7 – 20 – 30



േജ്യഷ്ഠേദവൻ: യുക്തിഭാഷാ 295

[(14), (18), (11) ഇത്യാദി സംഖ്യകൾ മുൻെകാടുത്തിരിക്കുന്ന പട്ടികയിൽ ഗ്രഹണാന്തരദിവ�
സങ്ങളുെട ക്രമെത്ത സൂചിപ്പിക്കുന്നവയാകുന്നു.]

1117 മിഥുനം 14-ാനു പവ്വ ൎാന്തകാലത്തിെല കലി = 1842073− 33− 29− 58

118− 7− 20− 30

1841955− 26− 9− 28

അതായതു 1117 കുംഭം 19-ാനു അന്നു േസാമഗ്രഹണമുണ്ടായി.
1117 കുംഭം 19-ാനു മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാന്തകാലത്തിങ്കൽ (അതായതു 26നാ. 9വി. 28ഗു. എന്ന

സമയത്തു്).
സൂര്യമദ്ധ്യമം =10-16-32-41


ചന്ദ്രമദ്ധ്യമം = 4-16-32-40

രാഹുമദ്ധ്യമം = 4-20-25-44
അേക്കാനരാഹുവിെന്റ ഭജ = 0- 3- 53-3

ഇവ ധ്രുവാനയന പ്രകാരം
വരുത്തിയവ.

ഈ സൂയ്യൎരാഹുമദ്ധ്യമങ്ങേളയും അേക്കാനരാഹുവിെന്റ ഭുജേയയും മെറ്റാരു പ്രകാരം
വരുത്താം. മുമ്പിൽ െകാടുത്തിട്ടുള്ള പട്ടികയനുസരിച്ചു് 23235082-9-6-35 എന്നതിൽ ഏെത�
ല്ലാം ദിവസങ്ങെളയാണു് വാങ്ങിയതു് അദ്ദിവസങ്ങളിൽ സൂര്യേന്റയും രാഹുവിേന്റയും മദ്ധ്യമ�
ങ്ങെള െവേവ്വെറ കൂട്ടി, 1117 മിഥുനം 14-ാനു 33നാ. 29വി. 58ഗു. എന്ന സമയത്തിൽനിന്നു്,
23235082-9-6-35 എന്ന ദിവസം വാങ്ങിയ സമയെത്ത അക്കൎരാഹുമദ്ധ്യമങ്ങളായ 6-9-33-
27, 0-9-33-27 എന്നിവയിൽ സംസ്കരിച്ചാൽ 1117 കുംഭം 19-ാനു മദ്ധ്യപവ്വ ൎാന്തകാലത്തിങ്ക�
േലയ്ക്കു് ഉണ്ടാക്കിയ മദ്ധ്യമങ്ങൾ തെന്ന വരും. അതുേപാെലതെന്ന അദ്ദിവസങ്ങളിെല ഭുജാ�
ന്തരങ്ങെള േവണ്ടവിധം േയാഗവിേയാഗം െചയ്തുണ്ടായ ഫലം അേക്കാനരാഹുവിെന്റ ഭുജയാ�
യിട്ടു വരും. ഭാജക േശഷത്തിൽനിന്നുണ്ടായ ഭുജാന്തരേത്തയും ഭാജ്യേശഷത്തിൽ നിന്നുണ്ടാ�
യതിേനയും വിപരീതദിക്കുകളായിട്ടു കണക്കാക്കണം.

വാങ്ങിയ ഗ്രഹണാന്തര
ദിവസങ്ങളും എത്ര

ആവൃത്തി വാങ്ങി എന്നും
സൂര്യമദ്ധ്യമം രാഹുമദ്ധ്യമം

(14)×1···················· ··2–25–46–15–40–31 ········3–4–13–43–50–24
(13)×1···················· ·····6–8–27–28–39–1 ·····11–21–32–32–19–11
(11)×1···················· ···10–8–3–38–55–33 ·······7–21–56–25–26–20
(10)×1···················· ·····4–20–5–35–5–23 ··········1–9–53–59–41–8
(7)×2···················· 10–19–29–28–10–54 ········1–10–36–18–9–44
(6)×1···················· ··0–10–30–42–53–10 ·······11–19–0–54–55–52
(4)×1···················· ··1–11–16–41–40–53 ·······4–17–43–40–46–52
(2)×1···················· ···3–23–19–22–9–29 ··········2–4–10–7–24–44

4–6–59–13–14–54 7–19–7–42–34–15

1117 കുംഭം 19-നു പവ്വൎാന്തകാലത്തിങ്കെല
സൂര്യമദ്ധ്യമം = (6− 9− 33− 27)+(4− 6− 59− 13) = 10− 16− 82− 40

}
രാഹുമദ്ധ്യം = (0− 9− 33− 27)−(7− 19− 7− 43) = 4− 20− 25− 44

ഭാജകേശഷത്തിങ്കെല അന്തരം ഭാജ്യേശഷത്തിങ്കെല അന്തരം
തി. ഇ. വി. ത. തി. ഇ. വി. ത.
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1×(14) ····0– 0– 0  –29 1×(13) ········0–0– 0  –58
1×(10) ····0– 0–25–13 1×(11) ········0–0– 4–22
1× (6) ····0–28–22–11 2× (7) ········0–5–46–20
1× (4) ····0–59–37–32 0–5–51–40
1× (2) ····2–30–30–25

3–58–55–50
0– 5–51–40

അന്തരം = 3–53–4–10
അേപ്പാൾ അേക്കാനരാഹുവിെന്റ ഭുജ = 3തി. 53ഇ. 4വി.

1245866− 5− 20− 11 എന്ന ദിവസത്തിൽനിന്നും 1× (11), 1× (10), 2×
(7), (1)× (6), 1× (4), 1× (2). എന്ന ദിവസാന്തരങ്ങെള വാങ്ങിയാലും 118− 7−
20− 30 ദിവസവും എന്നു കിട്ടും. അതായതു് 1841955− 26− 9− 28 എന്ന കലിെക്കാട്ട
നാൾതെന്ന (1117 കുംഭം 19-ാനു) അന്നു േസാമഗ്രഹണമുണ്ടായിരുന്നുെവന്നു മുമ്പിൽ പറ�
ഞ്ഞുവേല്ലാ െകാഭം 19-ാനു പവ്വ ൎാന്തകലത്തിെല കലിയിൽ നിന്നും 1 × (1) അതായതു്
117ദി.− 11− 0− 45 എന്ന ദിവസാന്തരം ഒരിക്കൽ വാങ്ങിയാൽ 1841778− 15−
18− 43 എന്നു് (1117 ചിങ്ങം 20-ാനു). 1117 ചിങ്ങം 19-ാനു 58നാ. 38വി.-ക്കു സ്ഫുടപവ്വൎാന്ത�
കാലമായിട്ടു് ഒരു േസാമഗ്രഹാണമുണ്ടായിട്ടുണ്ടു്. േസാമഗ്രഹണത്തിെന്റ മദ്ധ്യകാലം സ്ഫുടപൎ�
വ്വാന്തകാലമാകുന്നു. ഇവിെട മദ്ധ്യപൂവ്വ ൎാന്തകാലമാണു് ഗണിച്ചുണ്ടാക്കെപ്പട്ടിരിക്കുന്നതു്.
II. 1117 മിഥുനം 29-നു കറുത്തവാവു്. ഇതിെന്റ മദ്ധ്യപൂവ്വ ൎാന്തകാലത്തിങ്കന്നും കുട്ടാകാരക്രി�
യെകാണ്ടു മുമ്പിലുണ്ടാക്കിയ ദിവസം 8587289− 2− 48− 58, 1× (13), 1× (12),
1× (9), 7× (7), 1× (4), 3× (1) ഈ ദിവസാന്തരങ്ങളുെട േയാഗം ഇതിൽ നിന്നു
വാങ്ങുകയാെണങ്കിൽ 118ദി. 7− 20− 31 എന്നു കിട്ടും. 1117 മിഥുനം 29-ാനു മദ്ധ്യമപവ്വ ൎാ�
ന്തകാലമായ 1842088− 14− 45− 44-ൽ നിന്നു 118− 7− 20− 31 എന്നതു വാങ്ങി�
യാൽ 1841970− 7− 24− 13 (1117 മീനം 4-ാനു) അന്നു സ്ഫുടഭാപവ്വ ൎാന്തകാലം സൂേര്യാ�
ദയത്തിനു മുമ്പാകയാൽ സൂര്യഗ്രഹണം സംഭവിച്ചിട്ടില്ല. ഈ 1841970− 7− 24− 13-ൽ
നിന്നു ആദ്യെത്ത ദിവസാന്തരമായ 177ദി. 11− 0− 43 വാങ്ങിയാൽ 1841792− 56−
23 − 30 എന്നു്. (117 കന്നി 4-ാനു 56നാ. 20വി. 30ഗു. െചന്ന സമയം). കന്നി 5-ാനു സൂ�
ര്യഗ്രഹണമുണ്ടായി. ഇങ്ങെന ഈ ന്യായംെകാണ്ടു പല ഗ്രഹണങ്ങളും േമേല്പാട്ടും കീേഴ്പാട്ടും
ഊഹിക്കാം.

ഈ കുട്ടാകാരന്യായംെകാണ്ടുതെന്ന രണ്ടു ഗ്രഹങ്ങൾ തമ്മിലുള്ള േയാഗങ്ങളുെട
അന്തര ദിവസങ്ങെളെക്കാണ്ടു് അവയുെട ആസന്നേയാഗദിവസങ്ങേളയും വരുത്താം. വാ�
ക്യധ്രുവം ഉണ്ടാക്കുവാൻ പറഞ്ഞിരിക്കുന്ന “വിവിധം നിജ വസുേരാധം . . . ” ഇത്യാദിക്രിയ
ഈ ന്യായെത്ത അനുസരിച്ചിട്ടുള്ളതാകുന്നു.



Kuttākāram

On the Genesis of the Mathematical Problems designated as Kuttākāram in Hindu
Mathematics and its hearing on ‘The Rule of Three’ ‘Indeterminate Equations’ and
‘Continued Fractions’ of Modern Mathematics.

This kind of problem arises chiefly in connection with the determination
of the mean anomaly of a planet at a given instant when it is known that in a
certain integral number of days, the planet makes a certain number of complete
revolutions. For example, the Sun completes 576 revolutions in a period of 210389
days. To find the mean anomaly M of the Sun on the completion of x days from
an epoch, we have to apply The Rule of Three as follows:-

210389 : 576 :: x : M.

∴ M =
576x

210389

.

The result may not always be an integer. Hence, suppose the integral part of
the quotient is y and the remainder C. Then,

M = y +
C

210389

.

This gives rise to the relation,

210389 : 576 :: x : y +
C

210389

.

∴ 210389

(
y +

C
210389

)
= 576x

i.e. 210389 y + C = 576x (I)

Now, in finding the mean anomaly M, the integral part y is not important and is
therefore neglected. It is only the remainder C shown above which gives the mean
position of the planet. Thus in equation (I), if x is given, y and C are determinable.

Conversely, there arises the problem of determining the integral value of x
for a given integral value of C (less than 576), and incidentally the corresponding
integral value of y.

This converse problem of determining the least integral values of x and y for
a given value of C (less than 576) has been styled as Kuttakaram by ancient Hindu
mathematicians.
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The problem in “Kuttākāram” can therefore be enunciated thus:- The 1st and
2nd term of a proportion being known, find an integral 3rd term such that the
fractional part of the 4th term may be one having for its numerator a given number
(less than the 2nd term) and for its denominator the 1st term. In other words, the
remainder after dividing the product of the 2nd and 3rd terms by the 1st term
shall be a given number (less than the 2nd term). [Note: In the example given above,
the 1st term is supposed to be greater than the 2nd term.] It is clear therefore that
Kuttākāram is a direct descendant of “The Rule of Three”.

When put into algebraic form, the problem takes the following shape: A, B
& C are three integers C being less than A & B. Find the least integral multiplier
x of B, such that when C is added to or subtracted from the product Bx, the sum
or remainder respectively shall be exactly divisible by A, thus giving incidentally
an integral quotient y.

i.e.,
Bx± C

A
= y (an integer)

i.e., Bx± C = Ay

For easy comprehension, let us first consider the case where C has to be
subtracted. Then the case where C has to be added can be easily deduced from the
first.

Let the integers x1 and y1 satisfy the equation,

Bx− C = Ay
Then Bx1 − C = Ay1 (1)

AB = AB. (2)

(2) – (1) gives, B(A− x1) + C = A(B− y1).
Therefore, the values (A− x1) and (B− y1) of x & y respectively would

satisfy the equation,
Bx + C = Ay.

The problem, now, is to find the least integral value of x such that

Bx− C
A

= y (an integer).

i.e., Bx− Ay = C (II)

Now, (II) is called an ‘Indeterminate Equation’ with the condition that x &
y should be determined as integers. The equation admits of an infinite number of
solutions; but as a problem in Kuttākāram only the least integral values of x and
y are called for. The value of x would be less than A and that of y less than B.
These solutions therefore are unique.

It is obvious now, that if A & B have a common factor h so that A = ah and
B = bh, where a and b are integers, then equation (II) becomes

bhx− ahy = C
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i.e. h(bx− ay) = C

∴ C
h
= (bx− ay) = an integer = c

So, the problem Bx− Ay = C would be insolvable if the given value of C is
not also divisible by the h.c.f. of A & B (if they have one). Hence, when equation
(II) is reduced by dividing by the h.c.f. of A & B, we get

bx− ay = c (III)

where a and b are prime to each other.
It is not essential that a should be divisible by the common factor of b & c or

b by that of a and c for a solution to equation (III).
For, let b and c have a common factor f , such that

b = b1 f and c = c1 f . Then eqn. (III) becomes
b1 f x− ay = c1 f .

i.e., ay = f (b1x− c1)
ay
f

= (b1x− c1) = an integer.

For this, it is enough if y instead of a is divisible by f . Similarly it can be
shown that if a and c have a common factor, it is enough if x instead of b is
divisible by that factor. Thus equation (III) is always solvable except in the case
where the given value of c is not divisible by the h.c.f. (if any) of A and B.

The foregoing discussion thus shows, the intimate connection between
‘Kuttākāram’, ‘Rule of Three’ and the ‘Indeterminate Equations’.

Now, for the actual process involved in seeking the required values of x & y
to satisfy the equation, bx− ay = c where a and b are prime to each other. The
process is explained in the tabular form given below.

Case I. a > b

Step No. Operation done Result obtained
Quotient Remainder

1 a is divided by b q1 R1 = a− bq1

2 b ” R1 q2 R2 = b− R1q2

3 R1 ” R2 q3 R3 = R1 − R2q3

4 R2 ” R3 q4 R4 = R2 − R3q4

5 ” ” ”

and so on.
It is obvious that R1, R2, R3, . . . will be in descending order of magnitude.
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Continue thus to get an even number of remainders, such that the last two are
small enough to enable you to guess easily an integer m to satisfy the relation.

R2n ×m− c = R2n−1q (q also being an integer).

For instance if division is carried up to say the 4th remainder R4, and at that
stage you are able to guess easily a value for m such that

R4 ×m− c = R3q.

From the values m and q the values of x and y can be easily obtained.
[Note: There are several variations and these are dealt with later on.]
The detailed process will appear as follows:

b)a(q1

R1 )b( q2

R2)R1(q3

R3)R2(q4

R4

Column I II III
a q1 Q2q1 + Q3 = Q1

b q3 Q3q2 + Q4 = Q2

R1 q3 Q4q3 + m = Q3

R2 q4 mq4 + q = Q4

R3 m . . . . . . m
R4 q . . . . . . q

Column I consists of the elements a, b, R1, R2... in order downwords.
Column II ” ” q1, q2,... and m & q ” ”
The number of elements is the same in columns I & II.
Column III is obtained from column II operating upwards as indicated above.
Then it will be seen that bQ1 − c = aQ2, so that a value of x is Q1 and the
corresponding value of y is Q2.

If Q1 > a, then divide it by a and take the resulting remainder Q1

′ as the
required least value of x. In that case Q2 will also be greater than b. Divide Q2

also by b and take the resulting remainder Q2

′ as the value of y. Care should be
taken to see that the same multiple of b is sutracted from Q2 as the multiple of a
is subtracted from Q1.

Case II a < b
From the order of the remainders as shown above it is clear that the greater of two
number a and b is the source from which the odd order remainders are produced.
Similarly the smaller of the two numbers is that of all the even order remainders.
So, whenever a < b, R is a remainder of the divisor a. The eqn. bx − ay = c,

reduces to the form
ay + c

b
= x. So, the value m guessed should be such that it

satisfies the ralation.
R2n ×m + c = R2n−1q.

i.e., if 4 remainders are obtained, then

R4m + c = R3q.
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The rest of the process is as in case I.
Now for the rationale of this process of finding the least values of x and y.

If
b
a

(where a > b) is expressed as a continued fraction it will take the form

1

q1

+
1

q2

+
1

q3

+
1

q4

+
R4

R3

.

Now, if m and q are known such that

R4m− c = R4q (1)
Then since R4 = R2 − R3q4. (2)

We have from (1) and (2),

(R2 − R3q4)m− c = R3q.
i.e., mR2 − c = R3(mq4 + q)
But, mq4 + q = Q4.
∴ mR2 − c = R3Q4 (3)

Again, R3 = R1 − R2q3 (4)
∴ from (3) and (4), mR2 − c = (R1 − R2q3)Q4

i.e., R1Q4 + c = R2(m + q3Q4)

= R2Q3

∴ R2Q3 − c = R1Q4 (5)
Substituting in (5), the value R2 = b− R1q2,

Q3(b− R1q2)− c = R1Q4,
i.e., bQ3 − c = R1(q2Q3 + Q4)

= R1Q2 (6)
Substituting in (6), the value R1 = a− bq1,

bQ3 − c = (a− bq1)Q2

i.e., aQ2 + c = b(q1Q2 + Q3)

= bQ1.
∴ bQ1 − c = aQ2 (7)

It is thus proved that if m and q satisfy the relation

mR4 − C = R3q,

then, m and Q4 satisfy relation (3)
Hence, Q3 and Q4 satisfy relation (5)

Q3 and Q2 satisfy relation (6)
and finally Q1 and Q2 satisfy relation (7).
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Considering the table of division on page 299, in another way, we have from
the relation shown in the last column, a− bq1 = R1.

i.e., bx1 − ay1 = −R1 (1)

where x1 = q1, and y1 = 1.

Now, b− R1q2 = R2

i.e., b + (bx1 − ay1)q2 = R2.
i.e., b + (q2x1 + 1)− aq2 = R2 (note y1 = 1)

i.e., bx2 − ay2 = R2 (2)
where x2 = q2x1 + 1 and y2 = q2.

Again, R2q3 − R1 = −R3

Substituting the value of R2 obtained in (2) and R1 as obtained in (1)

(bx2 − ay2)q3 + (bx1 − ay1) = −R3.
i.e., b(q3x2 + x1)− a(q3y2 + y1) = −R3

i.e., bx3 − ay3 = −R3 (3)

where, x3 = q3x2 + x1 and y3 = q3y2 + y1.

Again, R2 − R3q4 = R4

i.e., (bx2 − ay2) + q4(bx3 − ay3) = R4.
i.e., b(q4x3 + x2)− a(q4y3 + y2) = R4.

i.e., bx4 − ay4 = R4 (4)

where x4 = q4x3 + x2 and y4 = q4y3 + y2

and so on.
In general bx2n − ay2n = R2n (5)

where, x2n = q2nx2n−1 + x2n−2 and
y2n = q2ny2n−1 + y2n−2.

Since the remainders get successively smaller and smaller, it would be possible to

guess easily at some stage, such as R3 and R4 a value of m so that
R4m∓ c

R3

= q

(an integer) according as a > b or < b.
Thus if mR4 − c = qR3, we have from (3) & (4)

m(bx4 − ay4)− c = q(ay3 − bx3)

i.e., b(mx4 + qx3)− c = a(my4 + qy3) (6)

It now remains to show that



േജ്യഷ്ഠേദവൻ: യുക്തിഭാഷാ 303

mx4 + qx3 = Q1

}
Q1 and Q2 are obtained by
the process shown in page 300and my4 + qy3 = Q2

A short process of getting the successive numbers x1, x2, x3… and y1, y2,
y3… arranged in two columns side by side is shown below in tabular form.

I II III IV V
Values of x to
multiply ‘b’

Values of ‘y’ to
multiply ‘a’

Equations giving
the value of c

I I = 1 0 0 b× 1− a× 0 = b
q1 q1 = x1 1 1 = y1 bx1 − ay1 = −R1

q2 x1q2 + 1 = x2 q2 y1q2 = y2(= q2) bx2 − ay2 = R2

q3 x2q3 + x1 = x3 q3 y2q3 + y1 = y3 bx3 − ay3 = −R3

q4 x3q4 + x2 = x4 q4 y3q4 + y2 = y4 bx4 − ay4 = R4

(Table 3)

Column I: Consists of number I and the successive quotients q1, q2,… arranged
downwords.

Column II: Obtained from I by operations downwards as indicated therein.
Column III: Consists of 0, 1, and the successive quotients (ommitting q1)

arranged downwards.
Column IV: Obtained from III by operations downwards as indicated.
Column V: Equations giving the value of c.

Now, mx4 + qx3 = m(q4x3 + x2) + q(q3x2 + q1)

= m{q4(x2q3 + q1) + q1q2 + 1}
+ q{q3(q1q2 + 1) + q1}

= m{q4[q3(q1q2 + 1) + q1] + q1q2 + 1}
+ q(q3q2q1 + q3 + q1)

= m{q1 q2 q3 q4 + q4 q3 + q4 q1 + q1 q2 + 1}
+ qq1 q2 q3 + qq3 + qq1.

Also, from page 300

Q1 = q1Q2 + Q3

= q1(q2Q3 + Q4) + Q3

= q1{q2 (q3 Q4 + m) + Q4}+ q3 Q4 + m
= q1 {q2 [q3 (q4m + q) + m] + (q4m + q)}

+ q3(q4m + q) + m
= q1 {q2 q3 q4 m + q2 q3 q + q3 m + q4m + q}

+ q3 q4 m + q3 q + m



304 Kuttakaram

= m(q1 q2 q3 q4 + q1 q2 + q1 q4 + q3 q4 + 1)

+ qq1q2q3 + qq1 + qq3.

This shows that mx4 + qx3 ≡ Q1. So, the values of x & y obtained by either of
the foregoing processes will be the same.

It has already been shown that if a > b,
b
a

when expressed as a continued

fraction, will take the form,
1

q1

+
1

q2

+
1

q3

+
1

q4

+ · · ·

Now the part
1

q1

is called the 1st convergent=
y1

x1

.

2nd convergent =
1

q1

+
1

q2

=
q2

q1q2 + 1

=
y2

x2

3rd convergent =
1

q1

+
1

q2

+
1

q3

=
1

q1 +
q3

q2q3 + 1

=
q2q3 + 1

q1(q2q3 + 1) + q3

=
q3y2 + y1

q3x2 + x1

=
y3

x3

Similarly
y4

x4

=
q4y3 + y2

q4x3 + x2

Thus by induction,
yn

xn
=

qnyn−1 + yn−2

qnxn−1 + xn−2

It may now be observed that the values y1, y2, y3, . . . obtained on page 303 are
the same as the numerators of the successive convergnts. Like wise, the valner
x1, x2, x3, . . . also tally with the denominators of the successive convergents.

Again if
b
a

is a proper fraction which is converted into a contunued fraction

of the form
1

q1

+
1

q2

+
1

q3

+ · · · and the successive convergents are
y1

x1

,
y2

x2

,
y3

x3

, . . . etc.

b
a
− y1

x1

=
b
a
− 1

q1

=
bq1 − a

aq1

= − R1

aq1

(Column V, page 303)

b
a
− y2

x2

=
bx2 − ay2

ax2

=
R2

ax2

”

b
a
−

y3

x3

=
bx3 − ay3

ax3

= −
R3

ax3

b
a
−

y4

x4

=
bx4 − ay4

ax4

=
R4

ax4
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Thus we see that the successive convergents are alternately greater and less
than the real fraction, the difference getting less and less with the successive
convergents. The last convergent is of course equal to the fraction itself.

From the above equations it can also be deduced that

b
a
− yn

xn
= (− f )n.

Rn

axn

Hence
b
a
=

yn

xn
+ (− f )n.

Rn

axn
.

Hence to multiply any number T by
b
a

, when both b and a are big numbers,

it is enough if T is multiplied by any convergent
yn

xn
of− b

a
and then a correction

applied to the result as shown by the formula.

T × b
a
= T × yn

xn
+ (− f )n.

T(
axn

Rn

)
(In cases where T > a, reduce T to (T− Ka) where Ka is the highest multiple of
a which can be subtracted from T.)

The practical application of this formula occurs in finding the mean position
of a planet. Suppose it is known that in a given number of days, say 210389, the
sun performs 576 complete revolutions, and the position in T days is required.
For this we have to multiply T by 576 and divide the product by 210389.

Now, if 576/210389 is to be converted into a continued fraction we have to
find the successive quotients of mutual division, thus:-

Suppose 4 quotients are found and
then the remainder is 9. Then the continued
fraction =

1

365

+
1

3

+
1

1

+
1

6

+
9

20

3 576 210389 336
3 129 149 1

2 20

To find the 4th convergent.

365 = 27× 365 + 7 = 9862

3 3× 7 + 6 = 27

1 1× 6 + 1 = 7

6 Hence the 4th convergent is
27

9862

1 and the corresponding remainder is +9

Hence
576

210389

− 27

9862

=
9

210389× 9862

∴ 576T
210389

=
27T
9862

=
9T

210389× 9862
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The integral part of 27T/9862 being the number of complete revolutions can be
neglected and the fractional part alone retained to find the mean position. This
fractional part can be converted into signs, degrees and minutes. The correction in
minutes to the fractional part is

9T × 21600

210389× 9862

Now,
210389× 9862

9× 21600

= 10673 +
25118

9× 21600

Hence,
9T × 21600

210389× 9862

=
T

10673 +
25118

9× 21600

But, since
b

a + x
=

b
a
− b

a
,

x
a + x

,

T

10673 +
25118

9× 21600

=
T

10673

− T
10673

× 25118

9× 21600

10673 +
25118

9× 21600

=
T

10673

− T
10673

× 25118

9×21600×10673+25118

=
T

10673

− T
10673

× 1

210389× 9862

25118

=
T

10673

− T
661636336

Here, both these are obtained as minutes.
The above discussion has indicated to some extent the intimate relation

between ‘Kuttākāram’, ‘Rule of Three’, ‘Indeterminate Equations’, and ‘Continued
Fractions’. We thus derive the following rule for finding the values of x and y, so
that bx− ay = c where a, b and c are integers and x and y are also integers.

First convert
b
a

into the form of a continued fraction, taking an even number
of quotients and the corresponding remainders in the division. From the last pair
of remainders guess the values m and q such that

R2n ×m− c = R2n−1 × q
Then find the last convergent of the continued fraction

1

q1

+
1

q2

+
1

q3

+
1

q4

· · ·+ 1

m
+

1

b

The numerator of this convergent will be a value of y and the denominator the
corresponding value of x. If the values of y and x thus found are greater than b
and a respectively, subtract from them equal multiples of b and a and take the
remainders y′ and x′ as the values of y and x.
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The process of reducing the values of x and y to the lowest is known as
“Takshanam” which is explained later. That x′ and y′ satisfy the equation can be
seen easily.

Let x > a and = (x′ + Ka) K being an integer
and y > b and = (y′ + Kb)
Then, bx− ay = c, becomes

b(x′ + Ka)− a(y′ + Kb) = c
i.e. bx′ − ay′ = c

The operations which are done in a simplified form are known as
“Vallyupasamhāram”. Viz, the operations shown in column III, page 300 and
column II and IV, page 303, according to the aim in view.

Some variations in guessing the values ‘m’ and ‘q’

I. c is added to bx, i.e. bx− ay = −c:-
m and q should satisfy the relation,

R2n ×m + c = R2n−1 × q.

II. An odd order of remainder is taken:-

m and q should satisfy

R2n+1 ×m + c = R2n × q if c is to be subtracted from bx
and R2n+1 ×m− c = R2n × q ” c ” added to bx.

III. Sometimes it may so happen, that it is not possible to guess easily m & q. Then
continue mutual division till the remainder is 1. Then m = c and q = 0.
(a) If unit is a remainder of the divisor a, and c is negative, or if unit is a

remainder of the multiplier b of x, and c is positive, the values of x and
y obtained should be subtracted from a & b respectively.

(b) Consider c to be unity: find the values of x and y as described above
taking into consideration the sign of c. Then multiply the values so
obtained by the actual value of c. These will be values of x & y. If they
exceed a and b reduce them to their lowest value by substracting equal
multiplies of a and b.

IV. In case b > a, the above rules have to be reversed.

Some interesting relations:- (dealt with in Yukthibhasha)
The following tabular arrangements of all the foregoing results is a good

device of getting some interesting relations in quite a mechanical manner.
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I II III
a q1 Q2 q1 + Q3 = Q1

b q2 Q3 q2 + Q4 = Q2

R1 q3 Q4 q3 + m = Q3

R2 q4 mq4 + q = Q4

R3 m m
R4 q q

I III
a Q1

b Q2

R1 Q3

R2 Q4

R3 m
R4 q

m R4 − q R3 = c . . . . . . (1)
m R2 −Q4 R3 = c . . . . . . (2)
Q3 R2 −Q4 R1 = c . . . . . . (3)
Q3 b−Q2 R1 = c . . . . . . (4)
Q1 b−Q2 a = c . . . . . . (5)

Again, if column IV is obtained from I and III by subtraction.
R4(R3 −m)− R3(R4 − q)− R3q− R4m = −c

I III IV
a Q1 a−Q1 = a1

b Q2 b−Q2 = b1

R1 Q3 R1 −Q3 = r1

R2 Q4 R2 −Q4 = r2

R3 m R3 −m = r3

R4 q R4 − q = r4

i.e. r3 R4 − r4 R3 = −c (6)
Similarly, r3 R2 − r2 R3 = −c (7)

r1 R2 − r2 R1 = −c (8)
r1 b− b1 R1 = −c (9)
b a1 − a b1 = −c (10)

Again, arranging the remainders and quotients in another way,

I V VI
Value of ‘x’ VII Value of ‘y’

a
b 1 0

R1 q1 q1 = x1 1 1 = y1

R2 q2 q1q2 + 1 = x2 q2 q2 y1 = y2

R3 q3 q3x2 + x1 = x3 q3 q3y2 + y1 = y3

R4 q4 q4x3 + x2 = x4 q4 q4y3 + y2 = y4

bx1 − ay1 = −R1 (11) bx3 − ay3 = R3 (13)
bx2 − ay2 = R2 (12) bx4 − ay4 = R4. (14)

Hence if any number K can be represented as m R4 − q R3, then
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m(bx4 − ay4) + q(bx3 − ay3) = b(mx4 + qx3)− a(my4 + ay4) = K.
Also, if K can be expressed as p R2 + q R4,

then K = p(qx2 − ay2) + q(bx4 − ay4)

= b(px2 + qx4)− a(py2 + qy4); and so on

Now, for a concrete example:-
Suppose in a certain instance of mutual division, between a = 121 and

b = 84 and their remainders, the division is carried on till the last remainder is 1.

b a
2 84 121 1
1 10 37 3

3 7 2
1

Arrange the columns as shown below
and perform the “upasamhāram” upwards.

I II III Then,
3×0− 1× 1 = −1

3× 2− 7× 1 = −1

10× 2− 7× 3 = −1

10× 11− 37× 3 = −1

84× 11− 37× 25 = −1

84× 36− 121× 25 = −1

121 1 25× 1 + 11 = 36

84 2 11× 2 + 3 = 25

37 3 3× 3 + 2 = 11

10 1 2× 1 + 1 = 3

7 2 1× 2 + 0 = 2

3 1 1

1 0 0

Column III is obtained from column II, and column I consists of the numbers, a,
b and the remainders up to 1, in succession downwards. Now, suppose in column
II the last remainder 1 alone is multiplied by any number, say 3—the value of c—
and the “upasamharam” is done with the new column IV. Then column V will be
obtained in which the elements are each thrice the elements of column III. column
VI is the difference between columns I and V.

I IV V VI
121 1 108 13

84 2 75 9

37 3 33 4

10 1 9 1

7 2 6 1

3 3 3 0

1 0 0 0

Then, from I and V
3× 0− 3× 1 = −3

3× 6− 3× 7 = −3

6× 10− 7× 9 = −3

33× 10− 9× 37 = −3

33× 84− 37× 75 = −3

108× 84− 75× 121 = −3

Also, from I and VI

1× 10− 1× 7 = 3

4× 10− 1× 37 = 3

4× 84− 37× 9 = 3

13× 84− 9× 121 = 3.

Thus we get the following rule to be followed when the mutual division is carried
on till the last remainder is 1:-
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Arrange the quotients in order downwards and below them the required
numerical value of c and below it 0. Then perform the “upasamhāram” upwards
in this column, and get a fresh column. The two topmost elements of this column
will be the values of x and y. Observe the rule III (a)—page 308:

Example: a = 210389, b = 576; c = 5.

b a
3 576 210389 385

6 129 149 1

4 9 20 2

1 2

I II III
210389 865 473010

578 3 1295

149 1 335

129 6 290

20 2 45

9 4 20

2 5 6

1 0 0

2× 0− 1× 5 = −5

2× 20− 9× 5 = −5

20× 20− 9× 45 = −5

20× 290− 129× 45 = −5

149× 290− 129× 335 = −5

149× 1295− 576× 335 = −5

210389× 1295− 576× 473010 = −5

i.e., 576× 473010− 5 = 210389× 1295

The value of x. 473010 is greater than 210389 and we are in search of the unique
value of x, below 210389. Hence take only the remainder after dividing 473010

by 210389. This is 52232 — (473010− 2× 210389 = 52232). Similarly subtract
2× 576 from 1295. We get 143. This is the value of y corresponding to 52232,
the value of x.

576(2× 210389 + 52232)− 5 = 210389(2× 576 + 143)
i.e., 576× 52232− 5 = 210389× 143

Now, if c is−5 instead of 5, the value of x is 158157, i.e., (210389− 52232)
and that of y is 433 i.e., (576− 143).

These numbers could have been obtained direct if in the course of the
“upasamhāram” itself, the element 20 of column III which exceeded the
corresponding element 9 of column I had been then and there reduced by
subtracting 9 twice, and recording only the remainder 1.

I
Remainder

II
Quotients III IV

210389 365 143× 365 + 37 = 52232

576 3 37× 3 + 32 = 143

149 1 32× 1 + 5 = 37
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129 6 5× 6 + 2 = 32

20 = (5× 4 + 0) 2 2× 2 + 1 = 5

9 4 20 20− 2× 9 = 2

2 5 5 5− 2× 2 = 1

1 0 0

The process of reducing elements to their lowest value is known as
“Takshanam”. This may be done either at the end or even during “upasamharam”.
This may be defined thus:- If a set of values of x and y are obtained which satisfy
the equation, bx − ay = c and if such values exceed the values of a and b
respectively, so that

x = na + rx and y = nb + ry, then
b(na + rx)− a(nb + ry) = c

i.e. brx − ary = c

Reducing the values to rx and ry is called ‘Takshanam’.
It was stated and proved before that in the equation Bx − Ay = ±C. C

must contain the common factor of A and B, but it is not necessary that A should
contain the common factor of B and C, or that B should contain the common
factor of A and C.

This will be evident from the following problem.
Solve:- 100x + 90 = 63y

h.c.f. of 90 and 63 is 9. Dividing 90 and 63 alone by 9, make another
eqn., 100x + 10 = 7y

(Valli)
100 14 30

7 3 · · · 30 · · · 2 = (30− 4× 7)

2 10 · · · 10 · · · 2 = (10− 4× 2)

1 0

Mutual division

3 7 100 14
1 2

100× 2 + 10 = 7× 30

∴ 100× 13 + 90 = 63× 30

∴ x = 13; y = 30

so, x is obtained by multiplying 2 by the H. C. F. 9.
Again, 10 is a common factor of 100 and 90. Dividing 100 & 90 alone by 10

and make another eqn, 10x + 9 = 63y.
63 . . . 6 . . . . . . . . . 45

10 . . . 3 . . . 27 . . . 7 = (27− 2× 10)
3 . . . 9 . . . 9 . . . 3 = (9− 2× 3)
1 0

3 10 63 6

1 3

Here the divisor 63, is greater than the multiplier of x; in mutual division
the remainder 1 comes in the column of the multiplier of x, but 9 is to be added.



312 Kuttakaram

So, the values obtained have to be subtracted from 63 and 10. (see page 307 - Rule
III).

Hence y = 10− 7 = 3. x = 63− 45 = 18.
10× 18 + 9 = 3× 63

∴ 100× 18 + 90 = 30× 93

∴ x = 18 and y = 30

The same values can also be obtained without dividing by the H. C. F. thus:-

100 1 30 = y
63 1 16 = x
37 1 36 12

26 2 58 6

11 2 270 28

4 1 90 2

3 90 90

1 0 0

x y
1 100 63 1

1 37 26 2

2 11 4 3

3 1

The problems so far discussed are known as Niragra-Kuttākāram so called because
(bx± c) when divided by a leaves no remainder. There are also problems known
as Sāgra-Kuttākāram wherein the quest is for a number which leaves two different
remainders when divided separately by two different numbers.

For example find that number K which when divided by p leave a number
R and when divided by p1 leaves a remainder R1. Here let R > R1.

Then K = pq + R
and = p1q1 + R1 where q and q1 are the quotients.

∴ p1q1 − (R− R1) = pq (1)

Since p, p1 and R, R1 are known, this reduces to the form

bx− c = ay where
b = p1

x = q1

c = (R− R1)

a = p
and y = q.

Hence q and q1 can be found easily and hence K also. Specimens of more advanced
problems of this type are indicated below.

Problem 1: Find a number which when multiplied by 27 and divided by 9862

leaves a remainder 6, and which when multiplied by 600 and divided by 16393

leaves a remainder 3.
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First find a and b which satisfy the two equations,

27 a = 9862 m + 8 · · · (1)
800 b = 16393 n + 3 (2)

Then find a number K so that

K = 9862 m1 + a (3)
and K = 16393 n1 + b (4)

Then 27 K = 27× 9862 m1 + 27 a
= 27× 9862m1 + 9862m + 8

= 9862(27m1 + m) + 3

and 600 K = 16393(600n1 + n) + 3.

Then K so found will be the required number, for
27K
9862

leaves the remainder 8

and
600K
16393

leaves the remainder 3. From (3) and (4)

9862m1 + (a− b) = 16393n1. (5)

From this m1 and n1 can be found. Find a, m, b and n from equations (1) and (2).
Step I. To find ‘a’ and ‘m’ from (1)

9862 365 ∗ 1826 9862− 1826 = 8036 3 27 9862 365

27 3 5 27− 5 = 22 6 7 1

7 1 6 1 1

6 8 6 2

1 0

Since unit occurs in the divisor column, 1626 and 5 should be subtracted
from 9862 and 27 respectively.

So a = 8036 and m = 22.
Step II. To find ‘b’ and ‘n’ from (2)

16393 27 3907× 3 = 11721 = b 3 600 16393 27

600 3 143× 3 = 429 = n. 5 21 193 9

193 9 46 1 4

21 5 5 b = 11721.
4 1 1 n = 429.
1 0 (b− a) = 11721− 8036 = 3685

The values are multiplied by 3, since c = 3. See page 308.
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To find n1 and m1 from the equation

16393 n1 − 3685 = 9862 m1 (6)

1 876 m1

′
1 9862 16393 1

1 527 n1

′
6531 9862

1 349 1 3331 6531 1

1 178 3200 3331

24 171 2 131 3200 24

2 7 112 3144

2 3 1 19 56 2

1 1 19 39

1 1 19

0

Here the last remainder is unity. But c is 3685. So the values of m1

′ and n1

′

should be multiplied by 3685

Now, 876× 3685 = 3228060

and, 527× 3685 = 1941995.
Abrading the values, m1 = 3228060− 196× 16393

= 15032

n1 = 1941995− 196× 9862

= 9043

∴ K = (16393n1 + b) or (9862m1 + a)
∴= 16393× 9043 + 11721 = 148253620

If during ‘Vallyupasamharam’ itself the device shown below had been employed
for the proposed remainder 3685, the values of m1 and n1 could have been
obtained more easily without making figures unnecessarily too large. The device
is termed “Takahanam” as has already been referred to.

Artificea to be employed in ‘Vallyupasamhāram’
Arrange all the quotients in order downwards with the last desired remainder at
the bottom with 0 below it. Arrange also the two given numbers and the successive
remainders downwards in a parrallel columnn. The two columns will contain the
same number of elements.

The results of Upasamharam are to be recorded in a third column upwards.
If during this operation, at any stage any element in the new column is found to
exceed the corresponding element of the ‘Remainder’ column reduce this element
at once to the remainder obtained by dividing it by that element in the ‘Remainder’
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column against it. At the same time reduce the previous element (below it in
the new column) by just as many times the corresponding remainder and then
continue the upasamharam upwards.

Example: a = 16393, b = 9862, c = 3685

Remainder Quot. Results of ‘upasamharam’(III)
I II (1) (2) (3)

16393 1 15032

}
9862 1 9043

6531 1 5989

3331 1 3054

3200 24 2935

131 2 512 512−3×131 = 119

56 2 247 247−3×56 = 79

19 1 3685 3685−19×193 = 18

18 3685 3685 3685−18×193 = 211

1 0

Thus we get, 9862× 15032− 16393× 9043 = 3685

Problem II: Find that number which when multiplied by 7 and divided by 982

leaves the remainder 4, and which when multiplied by 11 and divided by 2023

leaves the remainder 8.

7a = 982m + 4 (1)
11b = 2023n + 6 (2)

Number K = (982 m1 + a)or (2023 n1 + b) (3)
i.e., 982m1 = 2023 n1 + (b− a)

I. To find ‘a’ and ‘m’

982 140 702 = (a)
7 3 12 5 = (m)

2 4 4 2

1 0

3 7 982 140

6 980
1 2

II. To find ‘b’ and ‘n’

2023 183 1104 = (b)
11 1 6 = (n)
10 6

1 0

b− a = 402.

1 11 2023 183
10 2013
1 10
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III. 982m1 − 402 = 2023n1

2023 2 775 = m1

982 18 376 = n1

59 1 23
33 1 46 − 1×38 = 8
21 1 36 − 1×21 = 15
17 4 1608 − 17×94 = 10
4 402 402 − 4×94 = 26
1 0

16 982 2023
1 33 59 2
4 17 21 1

1 4 1

∴ Number= 982× 775 + 702 = 761752

Verification:
K× 7

982

=
982× 775× 7

982

+
702× 7

982

982)4914(5
4910

4
= 775× 7 + 5 + Remainder 4.

K× 11

2023

=
2023× 376× 11

2023

+
1104× 11

2023

= 376× 11 + 6 + Remainder 6

2023)12144(3
12138

6

Problem III. Find the number which when multiplied by 17 and divided by 123
leaves the remainder 5 and which when multiplied by 13 and divided by 953 leaves
the remainder 7.

17 a = 123 m + 5 (1)
13 b = 953 n + 7 (2)

K = (953 n1 + b) or (123 m1 + a)
∴ 953 n1 − 123 m1 = (a− b) (3)

Step I
123 7 = 22 = a
17 4 20 − 17 = 3 = m
4 5 5 − 4 = 1
1 0

4 17 123 7
1 4

Step II
953 73 587 = (b)
13 3 21 − 13 = 8 = (n)
4 7 7 − 4 = 3
1 0

123 m1− 565 = 953 n1

3 13 953 73
1 4

b − a = 587 − 22 = 565

Step III
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953 7 361 = m1

123 1 46 = n1

92 2 39
31 1 565 − 13×31 = 7
30 565 565 − 13×40 = 25
1 0

1 123 953 7
1 31 92 2

1 30

∴ K = (953 n1 + b) or (123 m1 + a)
= (953× 46 + 587) or (123× 361 + 22)

= 44425

Problem IV. Find the number which when multiplied by 23 and divided by 12347
leaves the remainder 9 and which when multiplied by 150 and divided by 4999
leaves the remainder 5.

23 a = 12347 m + 9 (1)

150 b = 4999 n + 5 (2)

K = (12347 m1 + a)or (4999 n1 + b).
∴ 12347 m1 = 4999 n1 + (b− a) (3)

Step I
12347 536 4295 = a

23 1 8
19 4 7
4 1 9 − 2×4 = 1 a = 4295

3 9 9 − 2×3 = 3
2 0

1 23 12347 536
1 4 19 4

1 3

Step II
4999 33 3166 = b′

150 3 95 = n′

49 16 80 − 49 = 31
3 5 5 − 3 = 2
1 0

3 150 4999 33
3 49 16

1

Since unit comes under the divisor, b′ and n′ should be subtracted.

∴ b = 4999− 3166 = 1833

(a− b) = 4295− 1833 = 2462.
∴ 4999n1 − 2462 = 12347m1 (3)
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Mutual division
2 4999 12347 2
1 301 2349 7
9 59 242 4

5 6 1
1

12347 2 1905 = n1

′

4999 2 781 = m1

′

2349 7 343
301 1 45
242 4 1722 − 7×242 28
59 9 430 − 7×59 17
6 1 2452 − 6×410 2
5 2462 2482 − 5×410 412
1 0

m1 = 4999− 731 = 4268; n1 = 12347− 1805 = 10542

∴ K = 4999× 10542 + 1833

12347× 4268 + 4295

}
= 5, 27, 01, 291

To test whether this is the least value:–
Since an odd order of quotients are taken,

1805× 4999 + 2462 = 731× 12347 (1)
12347× 4999 = 4999× 12347 (2)

(2)− (1) = 4999× 10542− 2462 = 12347× 4268

∴ 4999× 10542− 2462 + 4295 = 12347× 4263 + 4295

i.e. 4999× 10542 + 1883 = 12347× 4263 + 4295 = K.
23K = 12347× 4288× 23 + 23× 4295

= 12347× 4288× 23 + 12347× 8 + 3

= 12347

(
4288×23+8

+
9

12347

)
∴ 28K

12347

= Integer + remainder 9.

Similarly
150K
4999

=
150× 10542 + 55

=
5

4999

Hence, this is the least value.



േജ്യഷ്ഠേദവൻ: യുക്തിഭാഷാ 319

“യുക്തിഭാഷയിൽ” അതിേദശിച്ചിട്ടുള്ള “സിദ്ധന്യായങ്ങൾ”

1. ഒരു രാശിെയ വഗ്ഗൎിേക്കണ്ടുേമ്പാൾ അതിെന
രണ്ടായി ഖണ്ഡിച്ചുതങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചിരട്ടിച്ചു രണ്ടു
ഖണ്ഡത്തിെന്റയും വഗ്ഗൎവും കൂട്ടിയാൽ ഖണ്ഡേയാഗ�
ത്തിെന്റ വഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും. (േപജ് 16) a2 + b2 + 2ab = (a + b)2

2. രണ്ടു രാശികളുെട വഗ്ഗൎേയാഗവും അവയുെട ദ്വി�
ഘ്നഘാതവും കൂട്ടിയാൽ രാശിേയാഗ ത്തിെന്റ
വഗ്ഗൎമായിട്ടിരിക്കും.

3. രണ്ടു രാശികളുെട ഘാതെത്ത നാലിൽ ഗുണിച്ചിട്ടു്
അതിൽ അവയുെട അന്തരവഗ്ഗൎവും കൂട്ടിയാൽ
േയാഗവഗ്ഗൎമുണ്ടാവും. (േപജ് 16)

4ab + (a− b)2 = (a + b)2

4. രണ്ടു രാശികളുെട വഗ്ഗൎേയാഗത്തിങ്കന്നു ഘാത�
ത്തിൽ ഇരട്ടികളഞ്ഞാൽ അവയുെട അന്തരവഗ്ഗ ൎം
േശഷിക്കും. (േപജ് 18)

a + b2 − 2ab = (a− b)2

5. രണ്ടു രാശികളുെട േയാഗവഗ്ഗൎത്തിങ്കന്നു ഘാത�
ത്തിൽ നാന്മടങ്ങു േപായാൽ അന്തരവഗ്ഗൎം േശഷി�
ക്കും. (േപജ് 18)

(a + b)2 − 4ab = (a− b)2

6. രണ്ടു രാശികളുെട വഗ്ഗൎേയാഗത്തിെന്റ ഇരട്ടിയിങ്ക�
ന്നു േയാഗവഗ്ഗൎം േപായാൽ അന്തരവഗ്ഗൎം േശഷി�
ക്കും. (േപജ് 18)

2(a2 + b2)− (a + b)2 = (a− b)2

7. േയാഗാന്തരാഹതിവഗ്ഗൎാന്തരം (േപജ് 20) (a + b)(a− b) = a2 − b2

8. ഗുണനത്തിങ്കൽ ക്രമേഭദം െകാണ്ടു ഫലേഭദമില്ല.
(േപജ് 29)

a.b.c. = a.c.b = b.c.a. = b.a.c. =
c.a.b. = c.b.a.

9. ഗുണിച്ചിട്ടു പിെന്ന വഗ്ഗൎിച്ചതും വഗ്ഗൎിച്ചിട്ടു പിെന്ന
ഗുണിച്ചതും തുല്യം. (േപജ് 213, 229)

(a b)2 = a2. b2

10. അന്തരാദ്ധൎവും അദ്ധൎാന്തരവു ം ഒേന്ന (േപജ് 229)
1

2

(a− b) =
a
2

− b
2

11. വഗ്ഗൎചതുരംശവും അദ്ധൎവഗ്ഗൎവും തുല്യം (േപജ് 229)
1

4

a2 =
( a

2

)
2

12. രണ്ടു രാശികളുെട വഗ്ഗൎാന്തരെത്ത േയാഗം െകാണ്ടു
ഹരിച്ചാൽ ഫലം അവയുെട അന്തരം. (േപജ് 28)

a2 − b2

a + b
= (a− b)

13. സദൃശങ്ങൾേക്ക േയാഗവിേയാഗങ്ങൾക്കു് അഞ്ജ�
സ്യമുള്ളു.

Addition and subtraction can be
performed only between quantities
of the same denomination.

14. ഭിന്നരാശിെയ വഗ്ഗൎിേക്കണ്ടുേമ്പാൾ േഛദേത്ത�
യും അംശേത്തയും വഗ്ഗൎിേക്കണം. അവ വഗ്ഗൎിച്ച 
രാശിയുെട േഛദാംശങ്ങളായിരിക്കും. േഛദം
കൂടിയിരിക്കുന്ന രാശിെയ മൂലിേക്കണ്ടുേമ്പാൾ,
േഛദെത്തയും അംശെത്തയും മൂലിേക്കണം. അവ
മൂലിച്ച രാശിയുെട േഛദാംശങ്ങൾ. (േപജ് 38)

( a
b

)
2

=
a2

b2
;
√

a√
b
=

√
a√
b

15. ഇച്ഛാഫലെത്ത പ്രമാണഫലംെകാണ്ടു ഗുണിച്ച�
തും പ്രമാണഫലെത്ത ഇച്ഛെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതും
തുല്യസംഖ്യമായിട്ടിരിക്കും. (േപജ് 42, 50)

If a : b :: c : d, then ad = bc. The
product of extremes of a proportion
is equal to the product of the means.
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16. വ്യസ്തൈത്രരാശികഫലമിച്ഛാഭക്തഃ പ്രമാണ
ഫലഘാതഃ (േപജ് 42)

Law of inverse proportion. If a

varies as
l
b

, then ab is constant.

17. ഭുജാവഗ്ഗൎവും േകാടിവഗ്ഗൎവും കൂട്ടിയാൽ കണ്ണൎവഗ്ഗൎമാ�
കും (േപജ് 67)

The square on the hypotenuse is
equal to the sum of the squares on
the other two sides.

18. ഒരു ത്ര്യശ്രത്തിെന്റ ഭുജകൾ തങ്ങളിെല വഗ്ഗൎാന്ത�
രവും ആബാധകളുെട വഗ്ഗൎാന്തരവും ഒേന്ന. (േപജ്
70)

The difference of the squares of the
two sides of a triangle is equal to
the difference of the squares of their
projections on the base.

19. ത്ര്യശ്രങ്ങളുെട തുല്യാകാരത്വത്തിെന്റ ലക്ഷണങ്ങൾ: Conditions of similarity of two
triangles:–

(1) ഇതേരതരഭുജാകണ്ണൎങ്ങൾക്കു് അേന്യാന്യ�
ദിൿസാമ്യം, ഇതേരതര േകാടികണ്ണൎങ്ങൾക്കു
ദ്വിൈഗ്വപരീത്യം.

1) Parallelism between the
hypotenuses and a side of each;
perpendicularity between the
hypotenuses and a side of each.

(2) രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടി കണ്ണൎങ്ങൾ
മൂന്നിനും അേന്യാന്യം ദ്വിൈഗ്വപരീത്യം.

2) Perpendicularity between the
three sides of the one and the three
sides of the other, each to each;

(3) രണ്ടു ത്ര്യശ്രങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടി കണ്ണൎങ്ങൾ
മൂന്നിനും ദിൿസാമ്യം. (േപജ് 82)

3) Parallelism between the three
sides of the one and the three sides
of the other, each to each.

20. മിക്കവാറും തുല്യങ്ങളായിരിക്കുന്ന രണ്ടു രാശികളുെട
ഘാതെത്ത അവയുെട വഗ്ഗൎേയാഗാദ്ധൎെമന്നു
മിക്കവാറും കല്പിക്കാം. (േപജ് 84)

If a nearly equal to b, then ab is
nearly equal to

1

2

(a2 + b2).

21. (1) ഏകാമദ്യേകാത്തരസംകലിതം പദവഗ്ഗൎാദ്ധൎം 1)
∫

x dx =
x2

2

(2) ഏകാമദ്യേകാത്തരവഗ്ഗൎസംകലിതം പദഘന�
ത്തിൽ മൂെന്നാന്നു്

2)
∫

x2 dx =
x3

3

(3) ഏകാമദ്യേകാത്തരഘനസംകലിത ം വഗ്ഗൎ�
ത്തിൽ നാെലാന്നു്

3)
∫

x3 dx =
x4

4

4) ഏകാമദ്യേകാത്തരവഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം സമപ�
ഞ്ചഘാതത്തിെന്റ അെഞ്ചാന്നു്.

(4)
∫

x4 dx =
x5

5

22. (1) ഋണധനഘാതം ഋണം
(2) ഋണഋണഘാതം ധനം
(3) ധനധനഘാതം ധനം. (േപജ് 112)

In multiplication like signs
give plus and unlike signs
give minus.

23. ഒരു ത്ര്യശ്രത്തിൽ രണ്ടു ഭുജകൾ തങ്ങളിൽ നീള�
െമാരുക്കുെമങ്കിൽ ലംബം ഭൂമദ്ധ്യത്തിൽ സ്പശൎിക്കും;
ഒന്നു െചറുതാകിൽ അപ്പുറത്തു നീങ്ങും. (േപജ് 132)

If two sides of a triangles are equal,
the perpendicular from the vertex
bisects the base; if they are unequal
the foot of the perpendicular is
nearer than the shorter side.

24. വ്യാസാദ്ധൎതുല്യങ്ങളായിട്ടിരിക്കുന്ന ആറു സമസ്തജ്യാ�
ക്കെളെക്കാണ്ടു വൃത്തം മുഴുവനും തികയും.

Six chords, each equal to the radius,
can be placed in order inside a
circle.
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25. വൃത്തഷൾഭാഗം രണ്ടുരാശി. രണ്ടുരാശിയുെട
സമസ്തജ്യാവു വ്യാസാദ്ധൎതുല്യം. (േപജ് 134)

The chord of the sixth part of the
circumference of a circle is equal
the radius.

26. ഭുജാജ്യാമൂലങ്ങൾ എല്ലാം പൂവ്വ ൎസൂത്രത്തിങ്കൽ
സ്പർശിക്കും. (േപജ് 139)

The feet of all the ordinates lie on
the horizontal axis.

27. ചാപം പ്രമാണമായിട്ടു ജ്യാവിെന ൈത്രരാശികം
െചയ്യരുതു്. (േപജ് 144)

The ordinate is not proportional to
the length of the corresponding arc.

28. യാെതാരു ചാപഖണ്ഡാഗ്രത്തിങ്കെല ജ്യാസാകലി�
തം ൈചതതു അതിെന്റ മീെത്ത ചാപഖണ്ഡാഗ്ര�
ത്തിങ്കെല ജ്യാചാപാന്തരം വരും. (േപജ് 164)

The difference between any arc and
its ordinate is obtained from the
integral of all the ordinates up to
the previous ordinate.

29. ജീേവ പരസ്പരന്യായം — രണ്ടുചാപങ്ങളുെട ജ്യാ�
ക്കെള െവേവ്വെറ അറിഞ്ഞിരിക്കുേമ്പാൾ, ആ
ചാപങ്ങൾ രണ്ടിേന്റയും േയാഗത്തിെന്റേയാ അന്ത�
രത്തിേന്റേയാ ജ്യാവിെന അറിേയണെമങ്കിൽ
ഒന്നിെന്റ ഭുജെയ മേറ്റതിെന്റ േകാടിെകാണ്ടു ഗു�
ണിച്ചതും മേറ്റതിെന്റ ഭുജെയ ആദ്യേത്തതിെന്റ
േകാടിെകാണ്ടു ഗുണിച്ചതുമായ ഘാതങ്ങൾ രണ്ടി�
േനയും ത്രിജ്യെകാണ്ടു ഹരിച്ചുണ്ടായ രാശികളുെട
േയാഗേമാ അന്തരേമാ ചാപേയാഗത്തിെന്റെയാ
ചാപാന്തരത്തിേന്റേയാ ക്രേമണ ജ്യാവായിട്ടു വരും.
(േപജ് 189)

R sin(A ± B) =
R sin A R cos B±R cos A R sin B

R

30. അതാതു ജ്യാവഗ്ഗൎത്തിൽനിന്നു് ആദ്യജ്യാവഗ്ഗൎ�
െത്തക്കളഞ്ഞു് അടുത്തു കീെഴജ്യാവുെകാണ്ടു
ഹരിച്ചാൽ ഫലം േമെല േമെല ജ്യാവായിട്ടുവരും.
(േപജ് 199)

Jn
2 − J1

2

Jn−2

= Jn+1, where J1, J2,. . .

are the successive Bhujas.

31. ത്ര്യശ്രേക്ഷത്രഫലം ഭൂമ്യദ്ധൎലംബങ്ങളുെട ഘാത�
ത്തിന്നു തുല്യം. (േപജ് 202)

Area of a triangle
=

1

2

base × altitude.

32. േയാഗാന്തരചാപജ്യാക്കളുെട ഘാതം യാെതാന്നു്
ഇതു േയാഗാന്തരചാപജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരമായി�
ട്ടിരിക്കും. (േപജ് 205) R sin(A + B).R sin(A− B)

= R2 sin2 A− R2 sin2 B.
The converse of 32.

33. രണ്ടു ജ്യാക്കളുെട വഗ്ഗൎാന്തരം യാെതാന്നു് അതു്
ഇജ്ജ്യാക്കെള സംബന്ധിച്ചുള്ള ചാപങ്ങളുെട േയാ�
ഗാന്തരങ്ങൾ യാവ ചിലവ അവെറ്റ സംബന്ധിച്ചുള്ള
ജ്യാക്കളുെട ഘാതമായിട്ടിരിക്കും. (േപജ് 207-215)

34. യാവ ചിലവ രണ്ടു ജ്യാക്കളുേടയും ഘാതം യാെതാ�
ന്നു അതു് അച്ചാപങ്ങൾ രണ്ടിേന്റയും േയാഗാന്ത�
രങ്ങളുെട അദ്ധൎങ്ങെള സംബന്ധിച്ചുള്ള ജ്യാക്കൾ
യാവ ചിലവ, അവറ്റിെന്റ വഗ്ഗൎാന്തരമായിട്ടിരിക്കും.
(േപജ് 207-215)

R sin A× R sin B

= R2 sin2

(
A + B

2

)
−R2 sin2

(
A− B

2

)
35. പരിദ്ധ്യദ്ധൎെത്ത രണ്ടായിഖണ്ഡിച്ച വഗ്ഗൎത്തിെന്റ സമ�

സ്തജ്യാക്കൾ തങ്ങളിൽ ഭുജാേകാടികളായിട്ടിരിക്കും.
(േപജ് 208)

The chords of any two arcs
of a semicircle are mutually
perpendicular.
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36. വ്യാസേരഖയിങ്കന്നു് ഇരുപുറവും തുല്യമായി-
ട്ടകലുേമ്പാൾ ജ്യാക്കൾ തുല്യങ്ങളായിട്ടിരിക്കും.

Chords equidistant from the center
are equal.

37. ജ്യാക്കളായിരിക്കുന്ന ത്ര്യശ്രഭുജകളുെട ഘാത�
െത്ത ആ വൃത്തവ്യാസംെകാണ്ടു ഹരിച്ചാൽ ആ
ഭൂചാപേയാഗത്തിെന്റ ജ്യാവു് ഭൂമിയായിരിക്കുന്ന
ത്ര്യശ്രത്തിെന്റ ലംബമുണ്ടാകും. (േപജ് 210)

In a triangle, the product of the two
sides, divided by the diameter of the
circum. circle gives the altitude.

38. വൃത്താന്തഗ്ഗൎതമായ ചതുരശ്രത്തിെന്റ ഭുജാപ്രതിഭു�
ജാഘാതേയാഗം കണ്ണൎഘാതത്തിന്നു തുല്യമായിട്ടി�
രിക്കും. (േപജ് 211)

In a cyclic quadrilateral the sum
of the products of the opposite
sides is equal to the product of the
diagnosis.

39. വൃത്താന്തഗ്ഗൎതചതുരശ്രത്തിെന്റ േക്ഷത്രഫലം
ഭുജകളുെട േയാഗാദ്ധൎത്തിൽനിന്നു ഓേരാ ഭുജയും
വാങ്ങിയാൽ േശഷിക്കുന്ന നാലു രാശികൾ തമ്മിൽ
ഗുണിച്ചു മൂലിച്ചതിേനാടു ഒക്കും. (േപജ് 230)

The area of a cyclic
quadrilateral is equal to√
(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

where a, b, c and d are the sides and
2s = a + b + c + d.

40. പ്രമാേണച്ഛ തൽഫലങ്ങൾ എന്നേപാെല സംബ�
ന്ധമുള്ള നാലുരാശികൾ ഉെണ്ടങ്കിൽ, ഇവറ്റിെന്റ
വഗ്ഗൎങ്ങൾ തങ്ങളിലും സംബന്ധമുണ്ടായിരിക്കും.
ഇവ്വണ്ണംതെന്ന േയാഗാദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎാന്തരവും
അന്തരാദ്ധൎങ്ങളുെട വഗ്ഗൎാന്തരവും തങ്ങളിലുള്ള
സംബന്ധം. (േപജ് 239)

If a
b = c

d , then a2

b2
= c2

d2
;

( a
2
)

2( b
2

)2 =
( c

2
)

2( d
2

)2 ;

( a
2
)

2

+( c
2
)

2( b
2

)2

+
( d

2

)2

=
( a

2
)

2

−( c
2
)

2( b
2

)2

−
( d

2

)2 =
a2

b2

41. ഒരു വൃത്തത്തിെന്റ കുറെഞ്ഞാരു പ്രേദശം മെറ്റാരു
വൃത്തത്തിെന്റ അകത്തു പൂക്കിരിക്കുമാറു് കല്പിക്കു�
ന്നതായാൽ രണ്ടിേന്റയും േകന്ദ്രെത്ത സ്പശൎിക്കുന്ന
വ്യാസേരഖയ്ക്കു വിപരീതമായിരിക്കും ഈ വൃത്ത�
ങ്ങൾക്കു സാധാരണമായിട്ടിരിക്കുന്ന സമസ്തജ്യാ.
(േപജ് 245)

The common chord of two
interacting circles is perpendicular
to the line of centres.

42. ഒരു െചറിയ വൃത്തത്തിെന്റ കുറെഞ്ഞാരു പ്രേദശം
ഒരു വലിയ വൃത്തത്തിെന്റ അകത്തു പുക്കിരിക്കുമാറു
കല്പിക്കുകയാെണങ്കിൽ െചറിയ വൃത്തത്തിന്നു ശരം
വലുതു്. വലിയ വൃത്തത്തിന്നു ശരം െചറുതു്. (േപജ്
245)

If unequal circles intersect, the sag
of the common chord of the smaller
circle is greater than that of the
other circle.

43. ഒരു വൃത്തത്തിൽ ശരവും ശേരാനവ്യാസവും
തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചതു് അദ്ധൎജ്യാവിെന്റ വഗ്ഗൎമായിട്ടാ�
യിരിക്കും. (േപജ് 250)

The product of the heights of
a segment of a circle and its
complimentary segment is equal to
the square on half the chord.

44. േഗാളവ്യാസെത്ത േഗാളപരിധിെയെക്കാണ്ടു ഗുണി�
ച്ചാൽ േഗാളപുഷ്ഠത്തിങ്കെല ചതുരശ്രഫലമുണ്ടാകും.
(േപജ് 251)

The surface area of a sphere =

Circumference × Diameter.

45. വൃത്താദ്ധൎവും വ്യാസാദ്ധൎവും തങ്ങളിൽ ഗുണിച്ചാൽ
വൃത്തേക്ഷത്രത്തിങ്കെല ചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലമുണ്ടാ�
കും. (േപജ് 253)

Area of a circle =

Semicircumference × Radius.
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46. േഗാളവ്യാസവഗ്ഗൎെത്ത േഗാളപരിധിെയെക്കാണ്ടു
ഗുണിച്ചു് ആറിൽ ഹരിച്ച ഫലം േഗാളത്തിങ്കെല
ഘനഫലമായിട്ടിരിക്കും. (േപജ് 254)

Volume of a sphere =
Circumference× Diameter2

6
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അ
അഗ്ര ം The extremity of a line or arc;

remainder in Division in Kuttakaram
അഞ്ചിൽ ഇറങ്ങിയ മൂന്നു The fraction 3

5

അതിെദശിക്കുക To apply or use a general rule
അധികാഗ്രഹാരം The divisor in സംഗ്രകുട്ടാകാരം which

has numerically the greater remainder
അധികേശഷം The positive remainder after division
അധിമാസ ം Additive month on account of the

difference in the number of days in
Solar and Lunar years

അന്തരചാപം The intervening arc between two points
in the circumference of the circle

അന്തരാളം Difference; the perpendicular distance
from a point to a straight line or plane

അന്ത്യം 10
15 (place and number); The digit of

the highest denomination; the last term
in a series.

അന്ത്യസ്ഥാനം The place of the digit of the highest
denomination; the ultimate place when
arranged in a column

അണുപരിമാണ ം Infinitemal
അേന്യാന്യഹരണ ം Mutual continued division (as in

finding G.C.M.)
അപരപക്ഷം (കറുത്തപക്ഷം) The period from Full moon to New moon
അപവത്തൎ നം G.C.M.; reducing a fraction or ratio to

lowest terms
അപവത്തൎ നഹാരകം G.C.M.
അബ്ജം 10

9 (number and place)
അമാവാസി New moon
അയുതം 10

4 (number and place)
അദ്ധൎജ്യാവു് Refer to “ജ്യാ”
അവമം Subtractive days (same as തിഥിക്ഷയം)
അവഗ്ഗൎസ്ഥാനം Even place counting from the unit’s

place
അവാന്തരയുഗം A unit of time. viz 576 years or

210389 days adopted by ancient Hindu
astronomers

അവിേശഷിക്കുക To carry on an operation till the
results of two successive operations
are practically the same

അവ്യക്തരാശി An unknown quantity
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അല്പേശഷ ം In Kuttakaram, the smaller of the
last two remainders taken into
consideration

അഷ്ടാശ്രം Octagon
അശ്രം A side of a poligon; an edge
അസ്ഫുടം Rough; inexact
അഹഗ്ഗൎണം The number of days elapsed from a fixed

epoch
അംഗുലം Unit of length
അങ്കം Number, digit
അംശം Part; numerator of a fraction

ആ
ആദിത്യമദ്ധ്യമം The mean longitude of the sun
ആദ്യകണ്ണൎം One of the diagonals of a quadrilateral

taken for reference. The other is known
as ‘ദ്വിതീയകണ്ണൎം’ or ‘ഇതരകണ്ണൎം’

ആദ്യസംകലിതം First integral or sum of an A.P.
ആദ്യസ്ഥാനം Unit’s place
ആബാധകൾ The two segments into which the

base of a triangle is divided by the
perpendicualr from the vertex

ആയതചതുരശ്രം Rectangle
ആയാമം Length
ആയാമവിസ്താരം Length and breadth
ആഹതി Product

ഇ
ഇച്ഛാ The desired anteoedant; The third in a

proportion
ഇച്ഛാഫലം The desired consequent; the fourth

proportional
ഇടം Breadth
ഇതരകണ്ണൎം Refer to ആദ്യകണ്ണൎം
ഇതരജ്യാവു് The other Co-ordiante
ഇതേരതരേകാടി The ordinate of the other ഭുജാ
ഇലി A minute of arc
ഇഷ്ടേദാഃ േകാടിധനുസ്സു് The complimentary arc of any chosen arc
ഇഷ്ടപ്രേദശം The desired point
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ഉ
ഉപപത്തി Proof
ഉപാധിവശാൽ By assumption
ഉപാന്ത്യം Penultimate; next to the digit of the

highest denomination
ഉൽക്രമജ്യാ Same as ‘ശരം’

ഊ
ഊനാഗ്രഹാരം The divisor in സാഗ്രകുട്ടാകാരം which

has numerically the smaller remainder
ഊനാധികധനുസ്സ് The deficit or excess of an arc
ഊദ്ധൎ്വം The topmost
ഊനേശഷം The smallest number to be added to the

dividend to make it exaclty divisible by
the given divisor

ഋ
ഋണം Negative

ഏ
ഏകേദശം In the same straight line; a part
ഏകം Unit; Unit’s palce
ഏകാദിക്രേമണ Consecutive starting from unity
ഏകദ്വിത്ര്യാദി Consecutive, numbers starting from

unity
ഏകാേദ്യാേകാത്തരങ്ങൾ Same as ഏകദ്വിത്ര്യാദി
ഏകാേദ്യാേകാത്തരമൂല സംകലിതം 1 + 2 + 3 + · · ·
ഏകാേദ്യാേകാത്തരവഗ്ഗൎസംകലിതം 1

2 + 2
2 + 3

2 + · · ·
ഏകാേദ്യാേകാത്തരഘനസംകലിതം 1

3 + 2
3 + 3

3 + · · ·
ഏകാേദ്യാേകാത്തരവഗ്ഗൎവഗ്ഗൎസംകലിതം 1

4 + 2
4 + 3

4 + · · ·
ഏകാേദ്യാേകാത്തരസമപഞ്ചഘാതസംകലിതം 1

5 + 2
5 + 3

5 + · · ·
ഏൈകേകാനങ്ങൾ Numbers descending by unity
ഏഷ്യചാപം The arc to be traversed. (Refer to ഗതചാ�

പം)
ഒ
ഓജസ്ഥാനം Odd place counting from the unit’s place
ഒറ്റെപ്പട്ട Odd number
ഓജം Odd
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ക
കണ്ണൎം The diagonal of a quadrilateral;

hypotenuse of a right angled triangle;
radvector

കലാ
1

21600

of the circumference of a circle

കലിെക്കാട്ടനാൾ The number of days past from a fixed
epoch called Kalyadi; the begining of
Kaliyuga

കുട്ടാകാരം A special method of calculation
employed in Hindu Astronomy
involving the principles of Rule of
Three, indeterminate equations and
continued fractions

കൂറു് Group; Section
കൃഷ്ണപക്ഷം Same as ‘അപരപക്ഷം’
േകന്ദ്രം Centre of a circle; the particular point

on the circumference from which the
arc is measured

േകാടി Abscissa; adjacent side of a right angled
triangle; Corner rafters of hipped roof,
10

7 (number and place)
േകാടിഖണ്ഡം The difference between two successive

abscissa, the first differencial of Kotijya
േകാടിമൂലം; േകാട്യഗ്രം The point at which Koti touches the

circles is its starting point and the other
end is its end

േകാൺ Corner; Direction
േകാൽ A unit of length equal to about 28′′

ഖ
ഖണ്ഡം Part
ഖണ്ഡഗുണനം Multiplication by parts
ഖണ്ഡജ്യാ The difference between two successive

ordinates, the first differencial of
Bhujajya

ഖണ്ഡജ്യാന്തരം The second differencial of Jya
ഖവ്വൎം 10

10 (number and place)

ഗ
ഗച്ഛം Number of terms in a series
ഗണിതം Calculation; Science of calculation
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ഗതചാപം The arc already traversed; the quadrant
—ഗതചാപം=ഏഷ്യചാപം

ഗുണം Mutiplication, multiplier
ഗുണകാരം Multiplier
ഗുണനം Multiplication
ഗുണ്യം Mutiplicand
ഗുവ്വ ൎക്ഷരം A unit of time (Refer to table appended)
േഗാളഘനേക്ഷത്രഫലം Volume of a sphere
േഗാളപൃഷ്ഠചതുരശ്രേക്ഷത്രഫലം Surface area of a sphere
േഗാളം Sphere
ഗ്രഹം Planet
ഗ്രാസം The maximum width of the overlap of

two intersecting circles
ഗ്രാേസാനവ്യാസം The difference between the diameter

and ഗ്രാസം
ഘ
ഘനം Cube of a number
ഘനമൂലം Cube root
ഘനേക്ഷത്രഫലം Volume of a body
ഘാതം Product
ഘാതേക്ഷത്രം Rectangle

ച
ചക്രകല The circumference of a circle is

assumed to be divided into 21600 equal
parts and each part is known as a Kala
or Ili

ചക്രകലാസമസംഖ്യ The number 21600− same as “അനന്തപു�
രം”

ചതുരശ്രം Quadrilateral
ചതുരശ്രഭൂമി The base of a quadrilateral, the opposite

side is known as മുഖം
ചതുർയുഗം A unit of time viz 4320000 years

adopted by ancient Hindu Astronomers
ചയം The common difference in an A.P.
ചാന്ദ്രമാസം Lunar month
ചാപം Arc of a circle
ചാപീകരണം Calculating the arc of a circle from its

semichord
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ചാപം—ഭുജാ An arc measured from േമഷാദി & തുലാ�
ദി in the anti-clock-wise direction in
the first and third quadrants and in the
clock-wise direction in the second and
fourth quadrant

ചാപം—േകാടി Complimentary arc of ഭുജാചാപം
(Refer to Fig. 33 on page 141)

െചരുവു് Inclination, angle

ഛ
ഛായാ Shadow
േഛദം Denominator

ജ
ജലധി 10

14 (number and place)
ജീവാ Same as ജ്യാവു്
ജ്യാചാപാന്തരം Difference between an arc and

corresponding semi-chord
ജ്യാവു്—അദ്ധൎ The ordinate of an arc; Semi-chord
ജ്യാവു്—സമസ്ത Complete Chord of the arc
ജ്യാവു്—പിണ്ഡ The semi-chords of one, two, . . . parts

of the arcs quadrent which is divided
into any number of equal parts

ജ്യാസംകലിതം The summation of semi-chords

ത
തല്പര

1

60

× 1

60

or
1

3600

of a കല

താഡിക്കുക To multiply
തഷ്ടം Abraded
തക്ഷണ ം The method of abrasion—The numbers

by which the ഗുണകാരം and ഫലം are
abraded

തിഥി Elongation of the moon—the phase of the
moon

തിഥിക്ഷയം Subtractive day

തുംഗൻ Apogee of the moon
തുല്യാകാരേക്ഷത്രങ്ങൾ Similar Figures
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തൃതീയകണ്ണൎം In a cyclic quadrilateral, there are
two diagonals. If any two sides are
interchanged, a third diagonal is
obtained which is called the തൃതീയ�
കണ്ണൎം (Refer to page 212 — Fig. 47)

തൃതീയസംകലിതം Third integral
ത്രിജ്യാ The ordinate of 3 rasis of arc of a circle

ie
1

4

the circumference, the unit of

measurement being
1

21600

th
part of

the whole circumference
ത്രിശരാദി 3, 5, 7, etc
ൈത്രരാശികം Rule of three—(Direct proportion)
ത്ര്യശ്രം Triangle
” വിഷമം Scalene
” സുമ ം Equilateral

ദ
ദശം 10 (Number and place)
ദളം Half
ദക്ഷിേണാത്തരേരഖ North-south line or direction
ദിൈഗ്വപരീത്യം Perpendicularity
ദിൿസാമ്യം Same or parallel line or direction
ദിവസം Solar day
ദൃഢഭാജ്യം Reduced dividend (by their G.C.M.)
ദൃഢഭാജകം Reduced divisor (by their G.C.M.)
ദൃഢേക്ഷപം

}
Additive and subtractive divided by the
G.C.M of dividend and divisor in
Kuttakaram

ദൃഢശുദ്ധി

േദാസ് Same as ഭുജാ
ദ്യുഗണം Same as കലിെക്കാട്ടനാൾ
ദ്വാത്രിംശദശ്രം A polygon of 32 sides
ദ്വാദശാംഗുലശംകു A gnomon 12 അംഗുലം long used by

ancient Hindu Mathematicians in the
measurement of shadows

ദ്വിതീയസംകലിതം Second integral
ദ്വിതീയസംസ്കാരഹാരകം The divisor used to calculate a second

correction after a first correction
ധ
ധനം Positive
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ധനുസ് Arc

ന
നാഴിക A unit of time =

1

60

of a solar day

നിഖർവം 10
11 (number and place)

നിരന്തരസംഖ്യ Consecutive numbers
േനമി Circumference with reference to

position
പ
പകർന്നു കല്പിക്കുക Transpose
പങ്  ക്തി Column, ten, (number and place)
പഞ്ചരാശികം Compound proportion involving five

terms
പഠിതജ്യാ Same as മഹാജ്യാ
പദം A quadrant, number of terms in a series
പരമ്പര  A series
പരാദ്ധൎം 10

17 (number and place)
പരികമ്മൎം Arithmatical processes or manipulations
പരിധി  Circumference with referance to

manipulations
പരിഭ്രമണം A complete revolution of a planet along

the Zodiac with reference to a fixed
star

പവ്വൎാന്തം The time when moon is in conjunction
with or opposition to the sun

പാശൎ്വം Side, surface
പുറവാ Outer side
പൂവ്വൎാപരേരഖ East-west line or direction
പ്രതിഭുജാ Opposite side
പ്രമാണം The antecedant, the first term of a

proportion
പ്രമാണഫലം The consequent; the second term in a

proportion
പ്രയുതം 10

16 (number and place)
പ്രസ്താരം Number of combinations

ഫ
ഫലം Result
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ബ
ബാണം Same as ശരം
ബാഹു Side of a triangle, a quadrilateral etc; a

semi-chord (R sin θ)
ഭ
ഭഗണം same as പരിഭ്രമണം
ഭാഗം

1

360

of the circumference

ഭാജകം Divisor (General and in Kuttakaram)
ഭാജ്യം Dividend (General)—The multiplicant in

Kuttakaram
ഭിന്നസംഖ്യ Fraction
ഭുജാ Side of a triangular polygon; ordinate

of an arc; opposite side in a right
angled triangle

ഭുജാഖണ്ഡം The difference between two successive
ordinates

ഭൂദിനം The number of terretrial daye in a Kalpa
or Yuga

ഭൂമി One side of a triangle or quadrilateral
taken for reference

മ
മണ്ഡപം A square with a pyramidal roof usually

found in Hindu temples
മതി Small tentative multiplier in

Kuttakaram got by guessing correctly
according to the condition given

മതിഫലം The result corresponding to a given മതി
മത്സ്യം The overlapping portion of two

intersecting circles
മദ്ധ്യം 10

16 (number and place); middle point
മദ്ധ്യമം The mean longitude of a planet
മഹാജ്യാ Same as പഠിതജ്യാ
മഹാപത്മം 10

12 (number and place)
മഹാേശഷം In Kuttakaram, the greater of the

last two remainders taken into
consideration

മാനം An arbitrary unit of measurement
മീനാന്തം Same as േമഷാദി; Begining of first

quadrant
മുഖം Refer to ചതുരശ്രഭൂമി
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മുടിയുക To end without remainder
മുറിവാ The line of section
മൂലം The starting point of a line or arc; a

square
root; cube root etc.

മുഴുപ്പു് Thickness
േമഷാദി The starting point on the ecliptic which

is fixed in നിരയന calculation
യ
യാമ്യം Southern
യുഗ്മ ം Even
യുഗ്മസ്ഥാന ം Even place counting from unit’s place
േയാഗം Sun; Contact; one of the elements of a

പഞ്ചാംഗം derived from the sun of the
true longitude of the sun and the moon
നിത്യേയാഗം

േയാഗചാപം Arc whose semi-chord is equal to the
sum of two given semi-chord

ര
രാശി A number; one of the signs of the

Zodiac a term & a ratio
രൂപം Unity
രൂപവിഭാഗം Division by magnitude

ല
ലക്ഷം 10

15 (number and place)
ലംകാ A chosen point on the equator
ലംബം Perpendicular; Vertical
ലംബനിപാതം Foot of the perpendicular
ലിപ്ത Same as ഇലി

വ
വണ്ണൎെമാപ്പിക്കുക Convert fractions to the same

denomination
വ  ഗ്ഗൎം Square
വഗ്ഗൎമൂലം Square root
വഗ്ഗൎസ്ഥാനം The odd place counting from the unit’s

place
വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം A square
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വല്ലി A column or series
വല്യുപസംഹാരം A particular kind of operation in

Kuttakaram
വാങ്ങുക Subtract
വിേയാഗം Subtraction
വിലി

1

60

of an Ili (ഇലി)

വിഷമസംഖ്യ Odd number
വിസ്താരം Breadth
വൃത്തം Circle
വൃത്താന്തഗൎതചതുരശ്രം A cyclic quadrilateral
വൃന്ദം 10

9 (number and place)
വ്യക്തി Unity
വ്യവകലിതം Subtraction
വ്യസ്തൈത്രരാശികം Inverse proportion
വ്യസ്തകുട്ടാകാരം Inverse proces in Kuttakaram
വ്യാപ്തിഗ്രഹണം Generalisation
വ്യാസം Diameter
വ്യാസാദ്ധൎം Radius

ശ
ശതം 10

2 (number and place)
ശംകു Gnomon; Style; Vertical post;

10
13 (number and place)

ശരഖണ്ഡം Parts of the height of an arc
ശരം Sag or height of an arc
ശേരാനവ്യാസം Diameter less ശരം
ശിഷ്ടചാപം The difference between the given ചാപം

and the nearest മഹാജ്യാചാപം
ശുദ്ധി Subtractive
ശൂന്യം Zero
േശാദ്ധ്യഫലം Correction to be applied to a result
േശ്രഡീ A series
േശ്രഡീേക്ഷത്രം A figure representig a series graphically

ഷ
ഷഡശ്രം Hexagon
േഷാഡശാശ്രം A polygon of 16 sides

സ
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സദൃശങ്ങൾ Of the same denomination or kind,
Similar

സംകലിതം Addition; summation of a series; sum of
a series

സംകലിതസംകലിതം Integral of an integral
സംകലിൈതക്യം Sum of the integrals
സംക്രമ ം The moment a planet enters into a sign

of the Zodiac. Also the entry from one
sign to the next

സംപാതജീവ The common chord
സംവത്സരം Solar year
സംവഗ്ഗൎം Product
സംസ്കാരം Correction by addition or subtraction
സമഘാതം Product of like terms
സമചതുരശ്രം A square
സമേച്ഛദം Same denominator
സമലംബചതുരശ്രം Trapezium
സമവിതാനം Level
സമസംഖ്യ Even number
സമഷഡശ്രം Regular Hexagon
സമാന്തരേരഖ Parallel straight line
സവ്വൎേദായ്യുൎതിദളം Semi-perimeter
സവ്വൎസാധാരണത്വം Universality
സവണ്ണൎങ്ങൾ Of the same denomination or nature
സഹസ്രം 10

3 (number and place)
സാഗ്രം With remainder; a kind of Kuttakaram
സാധനം Given data
സാവനദിനം Solar day
സൂത്രം Line, direction, formula
സൗമ്യം Northern
സൗരബ്ദം Solar year
സ്ഥാനവിഭാഗം Division according to place
സ്ഥൗല്യം Difference from the correct value, (Error)
സ്ഫുടം Correct; True longitude of a palnet
േസ്വാദ്ധൎം The number above the penultimate in

Kuttakaram
ഹ
ഹരണ ം Division
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ഹാരകം Divisor
ഹായ്യൎം Divident
ഹനിക്കുക Multiply
ഹൃതേശഷം Remainder after division

ക്ഷ
േക്ഷത്രം A palne figure
േക്ഷത്രഫലം Area
േക്ഷപം Additive
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Technical Terms and Their Corresponding
Malayalam Equivalents

Abraded തഷ്ടം
Abscissa േകാടി
Addition േയാഗ ം , സംകലിതം
Additive േക്ഷപം
Antecedent പ്രമാണം
Application അതിേദശം
Arc ധനുസ്, ചാപം

” already traversed ഗതചാപം
” chord of സമസ്തജ്യാ
” complementary േകാടിചാപം
” sag of ശരം
” ordiante of അദ്ധൎജ്യാ

Area േക്ഷത്രഫല ം 
Breadth വിസ്താരം, ഇടം
Base ഭൂമി
Calculate ഗണിക്കുക
Calculation ഗണിതം
Centre of a circle േകന്ദ്രം
Chord സമസ്തജ്യാ
Circle വൃത്തം
Circumference പരിധി, േനമി
Column പങ്  തി, വല്ലി
Combination പ്രസ്താരം
Common സാധാരണം
Conclusion അനുമാനം
Contact സ്പശൎം
Continuity സവ്വൎസാധാരണത്വം
Conversely േനേരമറിച്ചു
Corner േകാൺ
Correction േശാദ്ധ്യഫലം
Cube ഘനം

” root ഘനമൂലം
Cyclic വൃത്താന്തഗ്ഗൎത ം 
Day ദിവസം

” solar സാവനദിവസം
” subtractive അവമം, തിഥിക്ഷയം
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Decimal system ദശഗുേണാത്തരഗണിതം
Diagonal കണ്ണൎം
Diameter വ്യാസം

” less sag ശേരാനവ്യാസം
Diurnal പ്രതിദിനം
Difference അന്തരാളം, അന്തരം
Digit അംകം
Direction ദിക്കു്
Divide ഹരിക്കുക
Divident ഹാര്യം, ഭാജ്യം
Division ഹരണം

” mutual അേന്യാന്യഹരണം
Divisor ഭാജകം, ഹാരകം
Ecliptic അപക്രമവൃത്തം
Elongation of the Moon തിഥി
Even യുഗ്മം

” place യുഗ്മസ്ഥാനം
Extremity അഗ്രം
Fraction ഭിന്നസ ം ഖ്യ
Formula സൂത്രം
G.C.M. അപവത്തൎ നഹാരകം
Generalisation വ്യാപ്തിഗ്രഹണം
Gnomon ശംകു
Group കൂറു, പരിഷ
Half ദളം, അദ്ധൎം
Hexagon ഷഡശ്രം

” regular സമഷഡശ്രം
Horizontal സമവിതാനം
Height ലംബം, ഉന്നതി
Hypotenuse കണ്ണൎം
Hemisphere അദ്ധൎേഗാളം
Hypothesis അനുേമയം
Inclination െചരുവ്
Infinitesimal അണുപരിണാമം
Integral സംകലിതം
Inverse proportion വൃസ്ഥൈത്രരാശികം
Known ജ്ഞാതം
Lac ലക്ഷം
Latitude അക്ഷം
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L.C.M. സമേച്ഛദം
Length ആയാമം, നീളം

” and breadth ആയാമവിസ്താരം
Level സമവിതാനം
Longitude മദ്ധ്യമം
Longitude (mean) of a planet േദശാന്തരം
Limit പദം
Last അന്ത്യം
Month മാസം

” additive അധിമാസം
” lunar ചാന്ദ്രമാസം

Multiply ഹനിക്കുക, ഗുണിക്കുക
Multiplicand ഗുണ്യം
Multiplication ഗുണനം, ഗുണം

” by part ഖണ്ഡഗുണനം
Multiplier ഗുണം, ഗുണകാരം
Negative ഋണം
North ഉത്തരം
Northern സൗമ്യം
Number സംഖ്യ

” consecutive നിരന്തരസംഖ്യ
Odd ഓജസംഖ്യ

” even യുഗ്മസംഖ്യ
Odd ഓജം

” number വിഷമസംഖ്യ, ഒറ്റെപ്പട്ട
” place ഓജസ്ഥാനം

Opposite side പ്രതിഭുജാ
Ordinate ഭുജാ
Octagon അഷ്ഠാശ്രം
Parallel സമാന്തരം
Parallel straight line സമാന്തരേരഖ
Part അംശം, ഖണ്ഡം
Penultimate ഉപാന്ത്യം
Perpendicular ലംബം, വിപരീതം
Perimeter ചുറ്റളവു്
Perpendicular—foot of ലംബനിപാതം
Perpendicularity ദിൈഗ്വപരീത്യം
Planet ഗ്രഹം
Positive ധനം
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Product ആഹതി, ഘാതം, സംവഗ്ഗൎം
” of equal terms സമഘാതം

Proof ഉപപത്തി
Proportion (inverse) വ്യസ്തൈത്രരാശികം
Proportion direct ൈത്രരാശികം
Progression േശ്രഡി
Problem പ്രശ്നം
Permanence വ്യവസ്ഥ, സവ്വൎസാധാരണത്വം
Proposition അനുമാനവാക്യം
Quadrilateral ചതുരശ്രം

” cyclic വൃത്താന്തഗ്ഗൎതചതുരശ്രം
Quadrant പദം
Quotient ഹരിതഫലം
Radius വ്യാസാദ്ധൎം
Rectangle ആയതചതുരശ്രം
Remainder േശഷം

” positive അധികേശഷ ം 
” after division ഹൃതേശഷം

Result ഫലം
Rotation ഭ്രമണം, ഭഗണം

” complete പരിഭ്രമണം
Rough സ്ഥൂലം
Rotate തിരിക്കുക
Rule of three ൈത്രരാശികം
Semi-perimeter സവ്വൎേരായ്യുൎതിദളം
Series പരമ്പര, േശ്രഡി, പരിഷ
Shadow ഛായ
Side പാശൎ്വം
Similar figures തുല്യാകാരേക്ഷത്രങ്ങൾ
Sphere േഗാളം
Southern യാമ്യം
Square വഗ്ഗൎേക്ഷത്രം, സമചതുരശ്രം, വഗ്ഗൎിക്കുക
Subtract വാങ്ങുക
Subtraction വിേയാഗം, വ്യവകലിതം
Subtractive ശുദ്ധി
Ten ദശം
Thickness മുഴുപ്പു്
Triangle ത്ര്യശ്രം

” scalene വിഷമത്ര്യശ്രം
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” equilateral സമത്ര്യശ്രം
Topmost ഊദ്ധൎ്വം
Trapezium സമലംബചതുരശ്രം
Transpose പകന്നുൎ കല്പിക്കുക
Transition സംക്രമം
Transit ഉച്ചയാവുക
Unit ഏകം
Unit’s place ആദ്യസ്ഥാനം
Units of time ഗുവ്വ ൎക്ഷരാദികൾ (പട്ടിക േനാക്കുക)
Unity രൂപം, വ്യക്തി
Universality സവ്വൎസാധാരണത്വം
Unknown േജ്ഞയം
Volume of a sphere േഗാളഘനേക്ഷത്രഫല ം 

” of a body ഘനേക്ഷത്രഫല ം 
Year അബ്ദം

” solar സൗരബ്ദം
Zero ശൂന്യം
Zodiac രാശിചക്രം
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